SOSE 21 RIEMANNSCHE FLACHEN. UBUNGSBLATT 1

1.1. (Einpunkt-Kompaktifizierung) Ein topologischer Raum heiit lokalkompact, falls je-
der Punkt eine Umgebungsbasis aus kompakten Mengen besitzt. Sei X ein lokalkompakter
Hausdorffscher Raum, der nicht kompakt ist. Die Einpunkt-Kompaktifizierung von X ist
die Menge X U {00}, wobei co ¢ X ein neues Symbol ist, mit folgender Topologie:

{U|U C X offen} U{(X U{oo})\ K| K C X kompakt}.
a) Zeigen Sie, dass X U {oo} ein kompakter Hausdorffscher topologischer Raum ist.
(a)

Sei S" = {z € R""! | ||z|]| = 1} die n-dimensionale Einheitssphire. Die stereographische
Projektion ist die Abbildung:

o1 " R™ U {oo}
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(‘Th'"axn—&—l) — 1—$n+1(x17~.~7xn) faHS {L‘n+1 % ]_7
o0 falls x,,1 = 1.

(b) Zeigen Sie, dass o: S™ — R" U {co} ein Homéomorphismus ist.

1.2. Sei D = {z € C | |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe und D ihre abgeschlossene
Hiille. Man zeige die folgenden Aussagen:

(a) C und D sind diffeomorph aber nicht biholomorph.

(b) C* und C\ D sind diffeomorph aber nicht biholomorph.

1.3. (Zu komplexer Struktur) Zwei eindimensionale komplexe Atlanten U und U auf
einem topologischen Raum X heiflen dquivalent, in Zeichen U ~ W, falls U U U ein
komplexer Atlas ist. (Erinnerung: Ein eindimensionaler komplexer Atlas auf X is eine
Menge von Homéomorphismen {¢;: U; — V;};cr, wobei U; und V; offene Teilmengen von
X bzw. C sind, so dass alle Kartenwechsel ¢;; = ¢, o ¢; ! holomorph sind).

(a) Zeigen Sie, dass ~ eigentlich eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller eindimen-
sionalen komplexen Atlanten ist.

(b) Zeigen Sie, dass jede Aquivalenzklasse einen eindeutigen mazimalen Atlas enthilt
(das heifit, einen Atlas Upayx, 50 dass U ~ Upax = U C Upax)-

1.4. Sei X eine Riemannsche Fliache und Y ein topologischer Raum. Sei f: Y — X ein
lokaler Homdomorphismus (das heifit, jeder y € Y besitzt eine offene Umgebung V', so
dass f|y ein Homdomorphismus auf einer offenen Teilmenge von X ist). Zeigen Sie, dass
Y eine eindeutige komplexe Struktur besitzt, so dass f holomorph ist.

Insbesondere: Jede offene Teilmenge U C X besitzt eine eindeutige komplexe Struk-
tur, so dass die Inklusionsabbildung U — X holomorph ist.



