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2.1. (Mébiustransformationen)
(a) Sei
a b
A= <c d) € GLy(C)
eine regulédre 2 x 2-Matrix iiber C. Zeigen Sie, dass die Formel

az+b
cz+d

pa(z) =

eine meromorphe Funktion auf P! definiert.
Die Abbildungen j4: P* — P! heiflen Mdbiustransformationen.

(b) Man zeige, dass p; = Idp; und pap = pa o pup, wobei I die Einheitsmatrix ist.
Insbesondere ist pi4 ein Biholomorphismus mit ;" = pus-1.

c) Sei Aut(P') die Gruppe aller Biholomorphismen P! — P!. Zeigen Sie, dass der
() g
Gruppenhomomorphismus

p: GLy(C) — Aut(PY), A gy
surjektiv ist, mit Kern C* - I. Er induziert also einen Isomorphismus
PGL,(C) = Aut(P'),
wobei PGLy(C) = GLo(C)/C* - 1.
Hinweis. Wir wissen schon, dass jeder f € Aut(P') eine rationale Funktion ist.

(d) Zeigen Sie, dass die komplexe Halbebene H = {z € C | Im(z) > 0} und die offene
Einheitskreisscheibe D = {z € C| |z| < 1} biholomorph sind.

2.2. (Doppeltperiodische Funktionen) Sei I' C C ein Gitter. Eine Abbildung f: C — X
heiflt doppeltperiodisch bzgl. T', falls f(z) = f(z + w) fiir jede z € C und w € I'. Dann
induziert f eine Abbildung f: C/T' — X mit for = f, wobei 7: C — C/I die kanonische
Projektion ist.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung 7: C — C/I" holomorph ist.

(b) Sei X eine Riemannsche Fliche und f: C — X eine doppeltperiodische holomorphe
Abbildung. Man zeige, dass f: C/I' — X wieder holomorph ist. Insbesondere:
Jede doppeltperiodische meromorphe Funktion auf C induziert eine meromorphe
Funktion auf C/I".

(c) Zeigen Sie, dass jede doppeltperiodische holomorphe Funktion auf C konstant ist,
und dass jede nichtkonstante doppeltperiodische meromorphe Funktion auf C sur-
jektiv auf C U {oo} ist.

2.3. (Biholomorphismen zwischen Tori) Ein komplezer Torus ist eine Riemannsche Fliche
der Gestalt C/I" mit einem gewissen Gitter I' C C.
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(a) Zeigen Sie, dass jeder komplexe Torus zu einem Torus der Gestalt C/(Z + Z7) mit
7 € H biholomorph ist.

Hinweis. Sind I' C C ein Gitter und o € C*, so sind die Tori C/T" und C/al’
biholomorph.

(b) Sei
a b
A= (C d) € SLy(Z)
eine ganze Matrix mit ad — bc = 1. Sei 7 € H und

o (T)_aT—f—b
— Ha Cer+d

Zeigen Sie, dass die Tori C/(Z + Z7) und C/(Z + Z7") biholomorph sind.

Bemerkung. Spéater werden wir zeigen, dass C/(Z + Z7) und C/(Z + Z1') genau dann
biholomorph sind, wenn eine Matrix A € SLy(Z) mit pa(7) = 7’ existiert. Deshalb gibt
es eine Bijektion

H/SLy(Z) = {komplexe Tori bis auf Isomorphie},
T C/(Z+Zr1),

wobei SLy(Z) durch Mébiustransformationen auf H operiert.



