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5.1. Sei X ein topologischer Raum und G eine Gruppe, die stetig auf X von links operiert.
Sei m: X — X/G die kanonische Projektion. Wir setzen voraus, dass jeder Punkt x € X
eine Umgebung U besitzt, so dass U N gU = () fiir alle g € G\ {1}.

(a) Zeigen Sie, dass 7 eine Uberlagerung ist.

(b) Falls X zusammenhingend ist, zeigen Sie, dass 7 eine Galoissche Uberlagerung ist,
deren Decktransformationsgruppe zu G isomorph ist.

2. (Klassifikation komplexer Tori) Nach Aufgabe 2.3 gibt es eine wohldefinierte surjek-
tive Abbildung

H/SLy(Z) — {komplexe Tori bis auf Isomorphie},
T+ C/(Z + Zr).

Zeigen Sie, dass diese Abbildung bijektiv ist.

Hinweis. Seien I',T" C C zwei Gitter, 7: C — C/T" und n’: C — C/I" die kanonische
Projektionen und f: C/T" — C/T" ein Biholomorphismus. Zeigen Sie, dass ein eindeutiger

Biholomorphismus f: C — C mit 7’ o f = f ox und f(0) = 0 existiert, und verwenden
Sie Aufgabe 3.2(b).

5.3. Eine affine algebraische Varietit X C C" ist die Menge der Nullstellen einer Familie
von Polynomen fi,..., f, € C[z,..., z,]:

X=2Z(f1,.... ;) ={zeC"| fi(x) =0 fir 1 <i<r}.

Eine solche Varietdt X C C" heifit glatt von Dimension n — s in einem Punkt x € X, falls
eine offene Umgebung U C C" von z und Polynome g1, ..., g, € Clzy, ..., 2,] existieren,
so dass:

e XNU=2Z(g1,...,95) NU und

e der Rang der Jacobi-Matrix J(g1,...,9s)(x) € Mgy, (C) gleich s ist.

Beispiel. Die Varietit Z(z12) C C? ist glatt von Dimension 1 in jedem Punkt z # (0, 0),
aber sie ist nicht glatt im Punkt (0, 0). Die Varietidt Z(2? — 22 + 1) ist iiberall glatt.

Sei X C C" eine glatte algebraische Varietét der Dimension 1. Zeigen Sie, dass X eine
natiirliche Struktur einer Riemannschen Flache besitzt, damit die n Koordinatenfunktio-
nen X — C holomorph sind.

Hinweis. Verwenden Sie den Satz der impliziten Funktion, um Karten auf X zu defi-
nieren. Die Holomorphie der Kartenwechsel kann man durch die Cauchy-Riemannschen
Gleichungen iiberpriifen.

Bemerkung. Ebenso sind glatte Varietdten beliebiger Dimension komplexe Mannigfaltig-
keiten (die Kartenwechsel sind nun holomorphe Funktionen mehrerer Verdnderlicher).



