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Einstiegsaufgabe A. Sei
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)
∈ M2(R).

Berechnen Sie bA(x, y) = x⊺Ay für die folgenden Paare (x, y):((
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Einstiegsaufgabe B. Man betrachte die Bilinearform

b : R2 × R2 → R, b(x, y) = 2x1y2 − 5x2y1 + x2y2.

Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix [b]B,B für die folgenden Basen B:((
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Aufgabe 1. (1+1+1+1 Punkte) Finden Sie jeweils eine Bilinearform b : R2 × R2 → R
mit den gegebenen Eigenschaften, oder zeigen Sie, dass keine solche Form existiert:

(a) b ist nicht ausgeartet, b(e1, e1) = 0 und b(e1, e2) = 0.

(b) b ist alternierend und nicht ausgeartet.

(c) b ist symmetrisch und ausgeartet, b(e1, e1) > 0 und b(e2, e2) > 0.

(d) b ist symmetrisch und ausgeartet, b(e1, e1) > 0 und b(e2, e2) < 0.

Aufgabe 2. (1+1+1+1+1+1 Punkte) Bestimmen Sie, ob die folgenden Abbildungen
b : V × W → R bilinear sind:

(a) V = W = R2, b(x, y) = x1y1 + x1y2

(b) V = W = R2, b(x, y) = x1y1 + x1x2

(c) V = W = M1000(R), b(A, B) = tr(A · B)

(d) V = W = Abb(R,R), b(f, g) = (f + g)(1)

(e) V = Abb(R,R), W = R, b(f, x) = f(x)
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(f) V = C1(R,R), W = R2, b(f, x) =
∫ 1

0
(x1f(t) + x2f

′(t))dt

Aufgabe 3. (2+2+2 Punkte) Sei V ein K-Vektorraum. Ein Paar (U, W ) von Untervek-
torräumen von V heißt eine direkte Zerlegung von V , wenn U +W = V und U ∩W = {0}
(dann ist V zu der direkten Summe U⊕W isomorph). Ein Endomorphismus f ∈ EndK(V )
heißt Projektor, wenn f 2 = f .

(a) Sei f ∈ EndK(V ) ein Projektor. Zeigen Sie, dass (ker f, im f) eine direkte Zerlegung
von V ist.

(b) Sei umgekehrt (U, W ) eine direkte Zerlegung von V . Zeigen Sie, dass es genau einen
Projektor f ∈ EndK(V ) existiert, so dass ker f = U und im f = W . Anders gesagt
ist die folgende Abbildung bijektiv:

{Projektoren V → V } → {direkte Zerlegungen von V },

f 7→ (ker f, im f).

(c) Bestimmen Sie alle Matrizen A ∈ M2(R), so dass LA : R2 → R2 ein Projektor ist
mit im LA = {(x, x) | x ∈ R}.
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