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Aufgabe 1. Bestimmen Sie jeweils eine Jordan-Basis fiir die folgenden Matrizen iiber C:

-2 2 5 1 -2 4 1 0 0 21 1 —1
2 =5 —-10 1 -2 2 2 -4 —6 2 0 -1
-1 2 4 0 -1 =3 -2 5 7 - 0 1
0 -1 -1 1 2 -1 2 =2
3 =5 —4 4 -1 2 =2 2
-1 1 0 -1 0o 1 0 1
1 -2 =2 1 10 1 0
1 -2 0 -1 2
1 -3 -1 0 3
0o 2 1 -1 -3
1 0 0 -1 -2
0o -1 0 0 2

Aufgabe 2. Sei K ein Korper. Bestimmen Sie jeweils die Anzahl der Ahnlichkeitsklassen
von n X n-Matrizen A tiber K mit den gegebenen Eigenschaften:

(a) n =5, p48(1) =5, degmy < 4.
(b) n=6, u35(1) =4, rg A < 4.
(c) n=17, A*=0.
(d) n =8, pi¥(1) =8, uf*™(1) = 3.
Aufgabe 3. Sei K ein Korper, seien U, V' Vektorraume iiber K und seien u, v € U und

v,v" € V. Welche der folgenden Aussagen sind in dieser Situation immer wahr? Begriinden
Sie Thre Antwort durch einen Beweis oder ein geeignetes Gegenbeispiel.

a) Istu®@v=u®v, sogilt u=1u und v ="

(a)
(b) Ist u ® v =u®v und ist u # 0, so gilt v ="'
(c) Esgilt u@v+uv®@v=(u+u) .

)

(d) Esgit u@v+u @0 =(u+u)® (v+).



Aufgabe 4. Sei R ein kommutativer Ring und seien I, J C R Ideale. Zeigen Sie, dass
R/I®r R/J = R/(I+J).
Falls R ein Hauptidealring ist mit r, s € R, schlieflen Sie daraus, dass

R/(r)@r R/(s) = R/(ggT(r,5)).

Aufgabe 5. Sei R ein kommutativer Ring und seien M, N Moduln iiber R. Es gibt eine
kanonische lineare Abbildung

wyun: M*®@r N — Homg(M,N), a®yr (z+ a(z)y).
Sei nun M frei und endlich erzeugt.

(a) Zeigen Sie, dass wys v ein Isomorphismus ist.

~

Hinweis. FEine Basis B = (x1,...,x,) von M induziert Isomorphismen ¢: N" —
M*®g N und ¢: Homg(M, N) = N", so dass 1) o wy y 0 ¢ = idyn.

(b) Wie sieht die Komposition von Endomorphismen unter dem Isomorphismus wps p
aus?

(c) Seie: M* ®r M — R die Auswertungsabbildung o ® x +— «(z). Zeigen Sie, dass
fiir alle Endomorphismen f von M gilt tr(f) = e(wy/y(f)), wobei tr(f) die Spur
einer Darstellungsmatrix [f]5 ist.

(d) Schlieflen Sie aus (b) und (c¢) einen matrixfreien Beweis der zyklischen Invarianz der
Spur: Fir alle f,g € Endg(M) gilt tr(f o g) = tr(go f).



