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Einstiegsaufgabe A. Berechnen Sie alle Winkel zwischen den folgenden Vektoren im

euklidischen Raum R2: . . 1 1
b 6 ()

Einstiegsaufgabe B. Seien m,n € N. Zeigen Sie, dass die folgende Formel ein Skalar-
produkt auf dem C-Vektorraum M, ., (C) definiert:

(A, B) = tr(A"B).

Aufgabe 1. (2+2 Punkte) Sei V' ein K-Vektorraum mit dimg V = n < co. Sei Bilg (V)
der K-Vektorraum aller Bilinearformen auf V', und sei Bil}Y™ (V) bzw. Bil5 (V) der Un-
tervektorraum von Bilg (V') bestehend aus allen symmetrischen bzw. alternierenden Bili-
nearformen.

(a) Bestimmen Sie dimg Bilg(V), dimg Bil¥™ (V) und dimg Bils (V).

(b) Sei char K # 2. Zeigen Sie, dass BilY™ (V) N Bil5 (V) = {0}. Schliefen Sie daraus:
Jedes b € Bilg (V) lasst sich eindeutig als Summe

b= bsym + balt

schreiben, wobei by, symmetrisch ist und b,y alternierend ist.

Hinweis. Verwenden Sie die Dimensionsformel fiir Untervektorraume.

Aufgabe 2. (2+2 Punkte) Sei V' ein Vektorraum iiber C.

(a) Zeigen Sie, dass der konjugierte Vektorraum V wohldefiniert ist, d.h., dass das
Tripel (V, 4, ) ein C-Vektorraum ist, wobei:
+: VXV =V *:CxV =V,
(v,w) — v+ w, (A, v) = X .

(b) Definieren Sie einen expliziten Isomorphismus zwischen den C-Vektorrdumen V1 =

(V)* und (V).

Aufgabe 3. (242 Punkte) Bestimmen Sie jeweils alle Werte A\, u € R, so dass die gege-
bene Bilinearform b: R? x R? — R ein Skalarprodukt ist:

(a) b(z,y) = Ax1y1 + T1Y2 + Toy1 + UT2ys.
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(b) b(z,y) = z1y1 + Az1y2 + pzays + T2y
Hinweis. Eine Bilinearform b auf R? ist genau dann positiv definit, wenn b(e,e;) > 0
und b((7), (7)) > 0 fir alle z € R.
Aufgabe 4. (242 Punkte)

(a) Sei V ein euklidischer oder unitdrer Vektorraum und seien v, w € V. Beweisen Sie
die Parallelogrammgleichung:

lv+wl? + v = wl* = 2 (Jol* + [[w]*).
(b) Sei p € [1,00) und sei ||—||,: R? = Rxq die wie folgt definierte Abbildung:

[y = w1 [P+ faP.

Man kann zeigen, dass (R?, ||—||,) ein normierter R-Vektorraum ist. Zeigen Sie, dass
wenn p # 2 kein Skalarprodukt auf R? mit zugehériger Norm ||—||,, existiert.



