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Einstiegsaufgabe A. Berechnen Sie mit dem euklidischen Algorithmus:

(a) den ggT von 153 und 54 in Z,
(b) den ggT von T* + T3 — T? — 2T — 2 und T° + 3T?% — 2T — 6 in R[T].

Einstiegsaufgabe B. Bestimmen Sie jeweils fir die folgenden Matrizen A € Ms(Z),
wieviele Elemente der Quotientenmodul Z?/im L4 enthélt:

1 0 01 0 3 2 3 11

0 —1 10 9 0 0 5 11
Aufgabe 1. (4 Punkte) Bestimmen Sie alle n € Z, so dass die folgenden Kongruenzen
simultan erfillt sind:

n=2 mod 3,
=1 mod 4,
n=4 mod 7.

Aufgabe 2. (14+1+41+1 Punkte) Finden Sie jeweils Elemente r, s € R, die die gegebene
Gleichung erfiillen, oder begriinden Sie, dass keine solchen Elemente existieren:

(a) R=27Z,107-r+24-s=—15

(b) R=2Z[i], B3+i)-r+4-s=1
(¢) R=Q[T], (T*+2) r+(T—-1)-s=-T+T+1
(d) R=F,[T], (T*+1)-r+(T+1)-s=T?

Aufgabe 3. (4 Punkte) Sei K ein Korper und sei A € M,,(K'). Man betrachte die Matrix
von Polynomen T'1,, — A € M,,(K[T)). Zeigen Sie, dass die K[T]-linecaren Abbildungen

K[T)" 2224 K1) 2 k(L ),
€; > €,
eine Présentation von K™[L,| definieren, d.h., dass im Ly;, 4 = ker f gilt.

Hinweis. Zeigen Sie zunachst foLp;, 4 = 0, so dass die Inklusion C gilt. Dann betrachten
Sie die induzierte Abbildung

f: K[T"/im Ly, _ 4 —» K"[L4]

und zeigen Sie, dass dimg K[T]"/im Ly, 4 < n.
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Aufgabe 4. (2+2 Punkte) Sei R ein kommutativer Ring.

(a) (Funktorialitdt des Torsionsuntermoduls) Sei f: M — N eine R-lineare Abbildung.
Zeigen Sie, dass sich f zu einer R-linearen Abbildung T'(f): T(M) — T(N) ein-
schrinkt, und daher dass es eine R-lineare Abbildung f: M/T(M) — N/T(N)
mit f(x + T(M)) = f(z) + T(N) gibt. Zeigen Sie zudem: f ist genau dann ein

Isomorphismus, wenn beide T'(f) und f Isomorphismen sind.

(b) (Torsionsuntermodul eines Produkts) Sei (M,);c; eine Familie von R-Moduln. Zei-
gen Sie, dass es gilt
T <H Mi> c [[7(M).
icl iel
Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel (z.B. mit R = Z), dass die umgekehrte Inklusion
im Allgemeinen nicht gilt.



