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Einfiihrung

Diese Vorlesung hat zwei allgemeine Ziele:

Das erste Ziel ist natiirlich die Lineare Algebra kennenzulernen. Die Lineare Algebra
ist ein besonderer Bereich der Mathematik, indem sie in fast allen anderen mathemati-
schen Bereichen verwendet wird, von der Analysis bis zu der Geometrie. Das steht zum
Beispiel im Gegensatz zu der Analysis und der Geometrie, die nur fiir einen (wenn auch
grofien) Teil der Mathematik relevant sind. Die Lineare Algebra ist auch unerldsslich
in der theoretischen Physik: Die beiden grundlegendsten Theorien der Physik, ndm-
lich die Allgemeine Relativitdtstheorie und die Quantenfeldtheorie, benutzen mehrere
fortgeschrittene Begriffe aus der Linearen Algebra. Weiter hat die Lineare Algebra
viele verschiedene Anwendungen in der heutigen Zeit, zum Beispiel fiir numerische
Simulationen, Suchalgorithmen, maschinelles Lernen, usw.

Das zweite Ziel, das sich auch mit der Vorlesung Analysis deckt, ist den Begriff des
mathematischen Beweises kennenzulernern. Insbesondere werden Sie durch die Praxis
lernen, was als mathematischer Beweis zédhlt, solche Beweise zu verstehen und selbst
zu schreiben, sowie ,einfache“ Beweise selbst herauszufinden.

Obwohl wir die Mathematik auf Deutsch besprechen, ist die mathematische Sprache ganz
besonders, und man muss sich daran gewéhnen. Der wichtigste Unterschied zwischen der na-
tiirlichen Sprache und der mathematischen Sprache ist, dass in der mathematischen Sprache
keine Mehrdeutigkeiten erlaubt sind: Jede Aussage muss eine ganz eindeutige Bedeutung
haben, unabhéngig von irgendeiner Auslegung.

Mathematische Texte wie dieses Skript bestehen aus folgenden Bausteinen:

Definitionen fithren neue Begriffe ein. Definitionen sind besonders wichtig in der
Mathematik, denn sie notwendig sind, um den Rest des Textes iiberhaupt zu verstehen.
Deswegen sollen Sie unbedingt alle Definitionen auswendig lernen.

Es gibt verschiedene Arten von Aussagen:

Satze sind Aussagen, die besonders wichtig oder schwierig sind.
— Propositionen sind Aussagen, die nicht besonders schwierig sind.
— Lemmata sind Hilfssitze, die in Beweisen weiterer Sitze verwendet werden.

— Korollare sind Folgerungen vorheriger Sétze.
Jede solche Aussage soll bewiesen werden, durch einen Beweis.

Es gibt noch Beispiele und Bemerkungen, die auch wichtig sind.

In diesem Skript gibt es einige Sétze, die nicht bewiesen werden. Diesen Sdtzen ist ein Stern
vorangestellt: *Satz. Es gibt auch ein paar Sitze, die bewiesen werden, aber deren Beweise
besonders kompliziert sind. Diesen Beweisen ist dann ein Stern vorangestellt: *Beweis.
Solche Beweise miissen Sie nicht unbedingt lesen, aber Sie kénnen es als Herausforderung
nehmen, sie zu verstehen.



Uberblick iiber die Vorlesung

In den Vorlesungen Lineare Algebra I und II werden wir folgende Themen studieren:

Mengentheoretische Grundlagen: Mengen, Abbildungen und Relationen
Grundlegende algebraische Strukturen: Gruppen und Korper
Vektorraume

Lineare Abbildungen

Matrizen, Matrizenkalkiil und die Determinante

Lineare Gleichungssysteme

Eigenwerte und Eigenvektoren

Euklidische und unitére Vektorrdume

Ringe und Moduln

Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen
Normalformen linearer Abbildungen

Tensorprodukte



Kapitel 1

Mengentheoretische Grundlagen

1.1 Logische Grundlagen

Eine vereinfachte Sichtweise der Mathematik ist, dass sie sich mit der Bestimmung der
Wahrheit bzw. Falschheit von objektiven Aussagen beschéftigt. Beispiele von objektiven
Aussagen sind ,1 + 1 = 3%, | drei Punkte im Raum liegen gemeinsam auf mindestens einer
Ebene“ und ,,jede gerade Zahl grofler als 2 ist die Summe zweier Primzahlen®. Natiirlich ist
die erste Aussage falsch und die zweite wahr; die Wahrheit der dritten Aussage ist derzeit
nicht bekannt.

Die mathematische Logik beschéftigt sich damit, grundlegende Begriffe wie ,, Aussage®
und ,Wahrheit® prézise zu definieren. In dieser Vorlesung versuchen wir nicht zu erlautern,
was genau eine mathematische Aussage ist. Es gibt ,atomare Aussagen“, die nicht aus klei-
neren Aussagen aufgebaut werden, z.B. ;1 + 1 = 3% oder ,der Punkt P liegt auf der Ebene
E*. Aus atomaren Aussagen konnen wir weitere Aussagen auf verschiedene Weise aufbauen:

e Negation. Jede Aussage ¢ besitzt eine gegenteilige Aussage ,,nicht ¢*.

e Logische Verkniipfungen. Zu je zwei Aussagen ¢ und 1 kann man unter anderem
die folgenden Aussagen bilden: . und 9*, o oder ¥“, | ¢ impliziert ¥“ und ¢ ist
dquivalent zu ¥“

o Quantifizierung. Wenn eine Aussage o(z) von einer Variablen x abhingt, dann kann
man Uber diese Variable quantifizieren, um neue Aussagen zu erhalten: ,fir alle z
gilt p(z)* (Allaussage) und ,es existiert (mindestens) ein z, fiir das p(z) gilt* (Exis-
tenzaussage).

In der folgenden Tabelle werden diese logischen Bausteine zusammengefasst:

symbolische Bedeutung Name dquivalente
Aussage Aussagen
—p nicht ¢ Negation

wAY @ und ¢ Konjunktion =(—p V )
pVY o oder 1 Disjunktion —(—p A )
=1 o impliziert ¢, Implikation —p V

wenn ¢, dann 1,
aus ¢ folgt 1

peY  ist dquivalent zu v, Aquivalenz (p=V)N (W= )
 gilt genau dann, wenn

Va o(x) fir alle/jedes z gilt p(z) Allaussage -3z —p(z)
Jz p(x) es existiert/gibt ein  mit p(x) Existenzaussage —Vz -p(x)




Die Symbole V und 3 heiflen der Allquantor und der Ezistenzquantor. Man kann sich
die Quantoren V und 3 als unendliche Verallgemeinerungen der logischen Verkniipfungen A
und V vorstellen. Manchmal verwendet man auch die Notation 3!z mit der Bedeutung ,es
existiert genau ein z* Eigentlich ist 3z p(x) eine Abkiirzung der Aussage

3z p(z) AV2Vy((p(x) A p(y) = 2 =y).

Die Aussage VaVy((¢(z) A ¢(y)) = = = y) heiit Findeutigkeitsaussage fur x in ¢(z): Sie
bedeutet, dass héochstens ein x mit p(z) existiert.

Bemerkung 1.1.1. In mathematischen Texten (auler in der mathematischen Logik) schreibt
man die logischen Symbole =, A, V,V, 3 sehr selten: Sie werden eher auf Deutsch ausgeschrie-

ben. Im weiteren Verlauf dieses Skriptes werden wir also diese Symbole nicht benutzen. Die

Symbole V und 3 sind trotzdem niitzlich, wenn man mit der Hand schreibt.

Bemerkung 1.1.2 (Reihenfolge der Quantoren). Viele mathematische Aussagen fangen mit
mehreren Quantoren an. Bei denen muss man beachten, dass die Reihenfolge verschiedener
Quantoren wichtig ist. Sei zum Beispiel ¢(z,y) die Aussage ,wenn z ein Punkt im Raum
ist, dann ist y eine Gerade im Raum, auf der z liegt“. Die Aussage

Vady p(z,y)
bedeutet, dass jeder Punkt im Raum auf mindestens einer Gerade liegt (was wahr ist), und
die Aussage

Ve (. y)
bedeutet, dass alle Punkte im Raum auf derselben Gerade liegen (was falsch ist). Fiir eine
beliebige Aussage p(z,y) gilt die Implikation

Iyva o(z,y) = Vady p(z,y),
aber nicht unbedingt die umgekehrte Implikation.

Wie kann man entscheiden, ob eine gegebene Aussage wahr oder falsch ist? Der Wahr-
heitswert der Aussagen —p, @ A, ¢ V1, ¢ = ¥ und ¢ < 1 kann man einfach bestimmen,
wenn die Wahrheitswerte von ¢ und 1 bekannt sind. Dazu verwendet man die folgenden
Wahrheitstabellen:

o Y| me eAY oVY o= oo
W W f w w w w
w f f f w f f
f w| w f w w f
f f w f f w w

Bemerkung 1.1.3. Bei den Wahrheitstabellen der Disjunktion V und der Implikation =
muss man folgendes beachten:

¢ Wenn beide ¢ und 1 wahr sind, dann ist ..o oder ¥“ auch wahr. In der Mathematik
ist ,oder“ nie exklusiv, d.h., es bedeutet nicht ,entweder ¢ oder 1*, sondern ..o oder
v oder beide“. Mit den obigen Symbolen kann das exklusive Oder als —(p < )
geschrieben werden.

e« Wenn ¢ falsch ist, dann ist ,, impliziert ¥“ immer wahr. In der Mathematik ist die
Implikation immer so verstanden. Anders gesagt: Aus etwas Falschem folgt alles.

Bemerkung 1.1.4. Die obige Liste von logischen Verkniipfungen ist nicht erschopfend. An-
dere Beispiele sind das exklusive Oder —(¢ < ) und die umgekehrte Implikation ¢ < .
Man kann jedoch zeigen, dass alle moglichen logischen Verkniipfungen (d.h., alle Wahrheits-
tabellen) als Kombinationen von — und V erhalten werden kénnen.



Definition 1.1.5 (Tautologie). Eine Aussage heit Tautologie, wenn sie aus Aussagen
©1,-..,0n und den logischen Verkniipfungen —, A, V, =, < aufgebaut ist, so dass sich un-
ter allen moglichen w/f-Belegungen der Aussagen ¢; der Wert w ergibt (gemé8 den obigen
Wahrheitstabellen).

Eine wichtige Eigenschaft des Begriffs der Tautologie ist seine Berechenbarkeit: Es ist
immer moglich, automatisch und in endlich vielen Schritten nachzupriifen, ob eine Aussage
eine Tautologie ist oder nicht.

Beispiel 1.1.6 (Wichtige Tautologien). Aussagen folgender Gestalt sind Tautologien:
(i) ¢V = (Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
(ii) ¢ © ——p (Gesetz der doppelten Negation)
(iii) —(¢ A —¢p) (Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch)
(iv) (¢ = ¥) e () = —p) (Gesetz der Kontraposition)
(v)
(vi)
(vii)

Als Beispiel iiberpriifen wir, dass das Gesetz der Kontraposition eine Tautologie ist:

» A —p) = ¢ (Ex falso quodlibet/,,aus Falschem [folgt] Beliebiges*)

= (Y A ) = ¢ (Reductio ad absurdum/Widerspruchsbeweis)

(
(
(
(

(p=vY) A= x)) = (¢ = x) (Syllogismus)

e Y| W =Y wW=op (p=) & (Y= )
wow f f w w w
w f f w f f w
f wi| w f w w w
f f w w w w w

Diese Tabelle zeigt, dass der Wahrheitswert von (iv) immer w ist, unabhéngig von den
Wahrheitswerten von ¢ und . Das ist genau die Definition einer Tautologie.

Der Begriff der Wahrheit erweist sich als ziemlich subtil, wenn wir auch quantifizierte
Aussagen betrachten wollen. Eigentlich sind wir in der Mathematik eher an dem konkreteren
Begriff der Beweisbarkeit interessiert. Um den prézise zu definieren, benotigen wir Axziome
und Schlussregeln. Axiome sind ausgewéhlte Aussagen, die als ,wahr* angenommen werden,
und Schlussregeln schreiben vor, wie man Aussagen aus anderen Aussagen ableiten kann.
Ein Beweis ist dann eine endliche Folge von Aussagen, in der jede Aussage entweder ein
Axiom ist oder durch eine Schlussregel aus vorherigen Aussagen folgt. Eine Aussage ¢ heifit
beweisbar, wenn ein Beweis existiert, dessen letzte Aussage ¢ ist.

Wir beschreiben jetzt ein solches System von Axiomen und Schlussregeln, das fiir die gan-
ze Mathematik geeignet ist: Es ist die sogenannte Prdadikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit.
Dies dient nur der Veranschaulichung, und es ist gar nicht wichtig, sich diese Axiome und
Schlussregeln einzuprigen. Auf jeden Fall ist die folgende Beschreibung unvollstindig, weil
wir unter anderem nicht erldutert haben, was genau die atomaren Aussagen sind und was
die ,Variablen“ z,y, ... sind.

e Die aussagenlogischen Axiome sind alle Tautologien.

o Die quantorlogischen Axiome sind:

~ Vop(z) = pla).
— Falls  in 1 nicht vorkommt, Vz(¢y = ¢(x)) = (¢ = Vz p(z)).



o Die Gleichheitsaziome sind:

— x = x (das Identitatsaxiom).
—z=y=(p(x) = py))
e Es gibt nur zwei Schlussregeln:

— Modus Ponens: Aus ¢ und ¢ = ¢ kann man 1 herleiten.
— Allquantoreinfihrung: Aus ¢(x) kann man Vz ¢(x) herleiten.

In diesem System wird die Existenzaussage 3x ¢(z) als Abkiirzung von —Vz - (x) definiert,
und sie erfordert keine weiteren Axiome.

Bemerkung 1.1.7. Die Schlussregel der Allquantoreinfithrung sieht vielleicht ein bisschen
merkwiirdig aus. Man soll sie wie folgt verstehen: Wenn man in diesem System eine Aussage
() mit einer freien Variablen x beweisen kann, bedeutet das, dass diese Aussage fiir ein
beliebiges x gilt. Die selbstindige unquantifizierte Aussage ¢(z) hat also dieselbe Bedeutung
wie die Allaussage Yz o(z).

Beispiel 1.1.8. Als Beispiel geben wir einen formalen Beweis der Aussage
VaVy(z £ 2 = x =vy),

wobei x # x eine Abkiirzung von —(x = z) ist:

l.a=x Identitatsaxiom)

2ox=cs=(r£r=>a=y)

(
(Tautologie)

. rFr=xr=y (Modus Ponens aus 1 und 2)
(
(

4 Vylx#x=z=1y)
5.VaVy(x £z = x =y)

Allquantoreinfithrung aus 3)

Allquantoreinfiihrung aus 4).
Beispiel 1.1.9. Ein bertihmter Syllogismus lautet:

Alle Menschen sind sterblich.
Sokrates ist ein Mensch.
Also ist Sokrates sterblich.

Sei u(x) die Aussage ,x ist ein Mensch® und sei o(x) die Aussage ,x ist sterblich®. In der
Pradikatenlogik erster Stufe sieht dieser Syllogismus wie folgt aus:

1. Ve(u(z) = o(x)) (1. Annahme)

2. p(Sokrates) (2. Annahme)

3. Va(u(r) = o(x)) = (u(Sokrates) = o(Sokrates))  (quantorlogisches Axiom)

4. p(Sokrates) = o(Sokrates) (

5. o(Sokrates) (

Modus Ponens aus 1 und 3)

Modus Ponens aus 2 und 4).
Beispiel 1.1.10. Fiir den Exiztenzquantor 3 gelten folgenden Aussagen:

+ p(a) = Jwp(z)

o Falls z in ¥ nicht vorkommt, Vz(p(z) = ¢) = 3z p(z) = )

Diese Aussagen folgen aus den entsprechenden quantorlogischen Axiomen. Hier ist zum
Beispiel ein Beweis der ersten Aussage:

1. Vo —p(z) = —¢p(a) (quantorlogisches Axiom)
2. (Vz—p(x) = —p(a)) = (ela) = Vo -p(z)) (Tautologie)
3. o(a) = —Vx —~p(x) (Modus Ponens aus 1 und 2).
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1.1.1 Beispiele von Beweisen

Zum Aufwérmen besprechen wir ein paar Beweise von Elementarsitzen in der Algebra: dem
Satz von Euklid, dass unendlich viele Primzahlen existieren, und dem , Satz der Pythagore-
er“, dass /2 (die Linge der Diagonale in einem Einheitsquadrat) keine rationale Zahl ist.
Dazu werden wir einige Begriffe benutzen, die spéter in der Vorlesung genauer eingefiihrt
werden.

Die natirlichen Zahlen sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, und so weiter (siche Abschnitt
fiir eine mengentheoretische Definition). Sind m und n natiirliche Zahlen, so sagt man ,m
teilt n* oder ,,n ist durch m teilbar®, wenn eine natiirliche Zahl » mit n = m - r existiert.
Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl, die nicht gleich 1 ist und die nur durch 1 und sich
selbst teilbar ist. Die kleinste Primzahl ist 2, dann kommen 3, 5, 7, 11, usw. (Die natiirliche
Zahl 0 ist durch jede andere natiirliche Zahl teilbar, und damit keine Primzahl.)

Satz 1.1.11 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Um diesen Satz zu beweisen brauchen wir das folgende Lemma:
Lemma 1.1.12. Sein > 2 eine natiirliche Zahl. Dann ezistiert eine Primzahl p, die n teilt.

Beweis. Wir verwenden das Prinzip der vollstdndigen Induktion (Korollar . Damit
diirfen wir annehmen, dass jede natiirliche Zahl m mit 2 < m < n durch eine Primzahl
teilbar ist (diese Aussage heifit die Induktionsvoraussetzung). Wenn n schon eine Primzahl
ist, konnen wir p = n nehmen (da n durch sich selbst teilbar ist). Wir nehmen jetzt an,
dass n keine Primzahl ist. Nach Definition von Primzahl existiert dann eine natiirliche Zahl
m # 1,n, die n teilt. Das heifit, es gilt n = m - mit einer natiirichen Zahl r. Da n # 0, m,
ist > 2 und damit ist m < n. Nach der Induktionsvoraussetzung existiert eine Primzahl p,
die m teilt. Da n durch m teilbar ist und m durch p teilbar ist, ist auch n durch p teilbar,
wie gewlnscht. O

Bemerkung 1.1.13. Lemma [[.1.12| hat die folgende logische Gestalt:

Vn(p(n) = 3p(v(p) A x(p; 1)),

wobei ¢(n), ¥(p) und x(p,n) die Aussagen ,n ist eine natiirliche Zahl und n > 2%, |p ist
eine Primzahl“ und ,p teilt n* sind.

Beweis vom Satz[[.1.11. Wir verwenden einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibe
nur endlich viele Primzahlen p1, ps, ..., pg. Sei

q=p1-pP2:... Pk

das Produkt aller Primzahlen und sei n = g + 1. Nach dem Lemma [1.1.12] existiert eine
Primzahl p, die n teilt. Es existiert also eine natiirliche Zahl m mit n = p - m. Da ¢ das
Produkt aller Primzahlen ist, ist ¢ durch p teilbar: Es existiert eine natiirliche Zahl r mit
q=p-r. Dann

l=n—g=p-m—-p-r=p-(m—r).

Insbesondere ist 1 durch p teilbar, und damit ist p = 1. Aber p # 1 nach Definition einer
Primzahl, was ein Widerspruch ist. O

Der Beweis vom Lemma [T[.T.12]liefert auch die folgende stérkere Aussage: Jede natiirliche
Zahl n > 2 ist ein Produkt von Primzahlen (das gilt auch fiir n = 1, wenn man 1 als das leere
Produkt betrachtet). Denn im Beweis sind beide m und r Produkte von Primzahlen nach
der Induktionsvoraussetzung, und damit ist auch n = m - r ein Produkt von Primzahlen.
Diese stiarkere Aussage ist die Existenzaussage im folgenden wichtigen Satz; die Eindeutig-
keitsaussage ist schwieriger und wird in der Vorlesung Lineare Algebra II besprochen:

11



*Satz 1.1.14 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede natirliche Zahl n > 1 lasst sich
eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen. Genauer existiert zu jeder Primzahlp genau
eine natirliche Zahl v,(n), so dass vy(n) # 0 nur fir endlich viele Primzahlen p und

n = H pvp (”)
p Primzahl

Die rechte Seite der obigen Gleichheit ist eine Abkiirzung des Produkts

pll)pl (n) . p;’pz (n) . p;pg (n) .
wobei p1, pa2, ps, ... alle Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge sind. Das ist also ein Pro-
dukt unendlich vieler Zahlen (nach dem Satz von Euklid), aber es ist trotzdem sinnvoll, da
nur endlich viele dieser Zahlen nicht gleich 1 sind. Zum Beispiel:

10=2-5,
56 =23 .7,
60 =2%-3.5.

Die im obigen Sinne eindeutige Darstellung von n als Produkt von Primzahlen heifit die
Primfaktorzerlegung von n. Der Exponent v, (n) ist die Vielfachheit der Primzahl p in n.

Wir wenden uns nun dem Thema der Irrationalitit von v/2 zu. Die rationalen Zahlen
sind reellen Zahlen, die als Bruch a/b zweier ganzen Zahlen a, b mit b # 0 dargestellt werden
kénnen. In einer solchen Bruchdarstellung kann man immer annehmen, dass a und b teiler-
fremd sind, d.h., dass 1 die einzige natiirliche Zahl ist, die beide a und b teilt (sonst kann
man a und b durch einen gemeinsamen Teiler dividieren, ohne die Zahl a/b zu verédndern).

In den reellen Zahlen besitzt jede Zahl r > 0 eine Quadratwurzel /r, die die einzige > 0
reelle Zahl ist, deren Quadrat gleich r ist. Der folgende Satz bedeutet, dass die reelle Zahl
v/2 keine rationale Zahl ist.

Satz 1.1.15. Es gibt keine rationale Zahl x mit 2% = 2.

Um diesen Satz zu beweisen brauchen wir wieder ein Lemma. Eine natiirliche Zahl heif3t
bekanntlich gerade, wenn sie durch 2 teilbar ist.

Lemma 1.1.16. Eine natiirliche Zahle n ist genau dann gerade, wenn ihr Quadrat n® gerade
1st.

Beweis. Das ist eine Aussage der Gestalt ¢ < 1. Um sie zu beweisen, brauchen wir beide
Implikationen ¢ = 1 und ¢ < ¥ zu beweisen.
Zu =. Sei n gerade. Das heif3t, es existiert eine natiirliche Zahl m, so dass n = 2m. Man
berechnet:
n? = (2m)? = 22m? = 2(2m?).

Also ist n? auch gerade.

Zu <. Wir verwenden das Gesetz der Kontraposition: Um eine Aussage der Form ¢ = 9
zu beweisen, geniigt es die Kontraposition =9 = —¢ zu beweisen. Es geniigt also zu zeigen,
dass n? ungerade ist, wenn n ungerade ist. Die Zahl n — 1 ist dann gerade, und hat somit
die Form 2m. Es gilt dann n = 2m + 1 und man berechnet:

n*=2m+1)?=2m+1)(2m+1) =2m(2m + 1) + 1(2m + 1)
=4m? +2m +2m+1=4m? +4m+ 1 =22m* + 2m) + 1.

Da 2(2m? + 2m) gerade ist, ist n? ungerade. O
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Beweis vom Satz[L 115 (Widerspruchsbeweis.) Angenommen, es existiert eine rationale
Zahl z mit 22 = 2. Nach Definition der rationalen Zahlen ldsst sich x als Bruch 4a/b mit
natiirlichen Zahlen a, b darstellen, wobei a und b teilerfremd sind. Es gilt dann (a/b)? = 2,
also a?> = 2b%. Insbesondere sind a? und daher a gerade, nach Lemma Es gilt also
a = 2n mit einer natiirlichen Zahl n. Dann ist 20 = 4n2, also b*> = 2n2, und damit ist
b? gerade. Nach Lemma ist auch b gerade. Dass a und b beide gerade sind, steht im
Widerspruch zur Annahme, dass a und b teilerfremd sind. O

1.2 Mengen

Ohne Axiome kann man nichts beweisen. Ebenfalls kann mann nichts aus nichts definieren.
Deswegen werden grundlegende mathematische Objekte nicht direkt definiert; stattdessen
muss man grundlegende mathematische Objekte indirekt durch ein Axiomsystem definieren.
Die Axiome sagen uns nicht, was genau diese Objekte sind, sondern wie man mit diesen
Objekten umgehen kann.

Es hat sich herausgestellt, dass Mengen gute primitive Objekte sind, auf denen fast alle
die Mathematik beruhen kann. Der moderne mathematische Begriff von ,,Menge“ wurde
von Georg Cantor am Ende des 19. Jahrhunderts eingefiihrt. Sein 1895 Artikel Beitrige zur
Begrindung der transfiniten Mengenlehre beginnt mit folgendem Absatz:

Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Wir werden mit so einem Begriff von ,Menge*“ arbeiten. Zum Beispiel, wenn man eine
bestimmte Liste a, b, ¢, ... von Objekten betrachtet, darf man diese Objekte in einer Menge
zusammenfassen. Diese Menge wird dann mit

{a,b,c,...}

bezeichnet. Wenn ¢(x) eine logische Aussage ist, darf man auch nach Cantors obiger Defini-
tion die Menge aller Objekte x betrachten, fiir die die Aussage ¢(x) gilt. Diese Menge wird
mit

{z]p(@)} oder {z:p(z)}

bezeichnet.

Notation 1.2.1. Die Aussage ,m ist ein Element von M“ wird mit der Notation m € M
abgekiirzt. Man sagt auch ,m liegt in M*“ oder ,M enthélt m*“ Man schreibt m ¢ M fiir
die gegenteilige Aussage, d.h., falls m kein Element von M ist.

Leider ist Cantors Definition einer Menge keine prézise mathematische Definition, und
sie fithrt sehr schnell zu einem beriihmten logischen Paradoxon:

Paradoxon 1.2.2 (Die Russelsche Antinomie). Wir betrachten die Menge
R :={z |z ist eine Menge und z ¢ z}.

In Worten ist R die Menge aller Mengen, die kein Element von sich selbst sind. Nach Defi-
nition von R gilt also
TER — xé¢zx

fiir alle Mengen z. Frage: Stimmt R € R oder nicht? Wenn wir  durch R in der obigen
Aquivalenz ersetzen, erhalten wir

ReR < R¢R.

Das ist eine Aussage der Gestalt ¢ < -y, also ein Widerspruch!
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Die Russelsche Antinomie zeigt folgendes: Um einen widerspruchfreien Begriff von Menge
zu erhalten, darf {z |z ¢ x} nicht eine Menge sein. Eine natiirliche Frage ist dann: Fiir welche
logischen Aussagen o(z) darf man die Menge {z | ¢(x)} bilden? Diese Frage ist schwierig,
aber sie kann durch die aziomatische Mengenlehre ausfithrlich beantwortet werden.

In der Praxis der Mathematik ist es gar nicht wichtig, die genauen Axiome der Mengen-
lehre zu kennen; ein gutes intuitives Verstdndnis von Mengen und Mengenoperationen ist
hinreichend. In diesem Abschnitt erkldren wir einige Konstruktionen mit Mengen, die durch
die axiomatische Mengenlehre begriindet werden kénnen, und die fiir den gréfiten Teil der
Mathematik ausreichen. Das unterliegende System von Axiomen, das wir implizit benutzen
werden, heifit die Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre mit Auswahlaziom|oder ZFC (das C steht
fiir ,,choice“, das englische Wort fir Auswahl).

Definition 1.2.3 (Gleichheit von Mengen). Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich,
in Zeichen X =Y, wenn sie dieselben Elemente enthalten.

Zum Beispiel: {0,0,1} = {0,1} = {1,0}.

Definition 1.2.4 (Die leere Menge). Die leere Menge, & oder {}, ist die Menge, die keine
Elemente enthélt.

Die letzten zwei Definitionen entsprechen Axiomen der Mengenlehre, ndmlich das Ez-
tensionalitdtsaxiom und das Leermengenaxiom. Nach Definition ist die leere Menge
eindeutig, d.h.: Enthalten A und B keine Elemente, so gilt A = B. Deswegen darf man
wirklich ,,die leere Menge“ sagen.

Definition 1.2.5 (Teilmenge). Seien A, B Mengen. Die Menge A heifit Teilmenge von B,
in Zeichen A C B, falls jedes Element von A ein Element von B ist. Man sagt auch ,A ist
in B enthalten®

Bemerkung 1.2.6. Manche Quellen verwenden die Notation A C B, wenn A eine Teil-
menge von B ist, und sie schreiben A C B, nur wenn A # B. In diesem Skript werden wir
C nicht verwenden.

Wie die Russelsche Antinomie zeigt, nicht alle logischen Aussagen o(z) bilden giiltige
Mengen {z | ¢(x)}. Aber wenn man die Objekte x nur innerhalb einer bestimmten Menge
A auswéhlen, dann gibt es keine Probleme, und man darf folgende Teilmenge von A immer
betrachten{l]

{z ]z € Aund p(z)}.

Diese Menge wird auch mit
{reAlp)}

bezeichnet.
Definition 1.2.7 (Vereinigung, Durchschnitt, Komplement). Seien A, B Mengen.
e Die Vereinigung von A und B ist die Menge
AUB :={z|z € Aoder z € B}
(gelesen ,, A vereinigt mit B“).
e Der Durchschnitt oder die Schnittmenge von A und B ist die Menge
ANB:={z|xz € Aund z € B}

(gelesen , A geschnitten mit B*). Die Mengen A und B heiflen disjunkt, falls ANB = @.

IDas folgt aus dem Aussonderungsaziom der Mengenlehre.
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e Das Komplement von B in A, oder die Differenz von A und B, ist die Menge
A\ B:={x|z € Aund z ¢ B}
(gelesen ,A ohne B“).

Bemerkung 1.2.8. In der obigen Definition haben wir das Symbol := geschrieben. Der
Doppelpunkt betont, dass die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird.

Proposition 1.2.9. Seien A, B,C' Mengen.
(i) Es gilt A= B genau dann, wenn A C B und B C A gelten.
(if) Ist AC Bund BC C, soist AC C.

(iii) Die Operationen U und N sind kommutativ, d.h.,

AUB=BUA, ANB=DBnNA.

(iv) Die Operationen U und N sind assoziativ, d.h.,

AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC.

(v) FEs gilt die de Morganschen Gesetze

AUBNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

(vi) Es gilt

A\(BUC) = (A\B)n(4\C)
A\ (BNC)=(A\B)uU(4\ ).

Beweis. Alle Aussagen folgen unmittelbar aus den Definitionen. Wir beweisen das erste de
Morgansche Gesetz
AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC)

als Beispiel. Nach (i) braucht man zu zeigen, dass beide Inklusionen C und D gelten.

Zu C. Sei x € AU (BNC). Das heifit, 2 € A oder z € BNC. Falls z € A, dann
x € AU D fir irgendeine Menge D; insbesondere gilt + € AU B und z € AU C, d.h.,
z€(AUB)N(AUC). Falls x € BN C, dann x € B und daher z € AU B, und auch x € C
und daher z € AUC, alsox € (AUB)N(AUC).

ZuD.Seix € (AUB)N(AUC). Das heifit, r € AUBund z € AUC. Ist x € A, so
folgt x € AU(BNC). Sonst muss es sein, dass ¢ € B und « € C, d.h., z € BNC. In diesem
Fall gilt dann auch x € AU (BNC). O

Bemerkung 1.2.10. Die erste Aussage in Proposition [1.2.9]ist trivial aber ganz wichtig in
der Praxis: Um zu beweisen, dass zwei Mengen A und B gleich sind, muss man eigentlich
zwei verschiedene Aussagen beweisen: dass jedes Element von A in B liegt, und umgekehrt
dass jedes Element von B in A liegt.

Definition 1.2.11 (Potenzmenge). Sei X eine Menge. Die Potenzmenge von X, P(X), ist
die Menge aller Teilmengen von X:

P(X):={A] A C X}.

Die Existenz der Potenzmenge einer beliebigen Menge ist wieder ein Axiom der Mengen-
lehre, das Potenzmengenaziom.
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Bemerkung 1.2.12. Die leere Menge ist eine Teilmenge jeder Menge, weil jedes Element der
leeren Menge ein Element aller anderen Mengen ist. Also fiir alle Mengen X gilt @ € P(X).
Fiir alle Mengen X gilt auch X € P(X), da X C X.

Seien a und b mathematische Objekte. Das Paar (a,b) ist ein neues Objekt mit folgender
Eigenschaft: Zwei Paare (a,b) und (a’,d") sind genau dann gleich, wenn a¢ = o’ und b =
b'. In der Mengenlehre kann man das Paar (a,b) als die Menge {{a},{a,b}} definieren.
Allgemeiner, aus n Objekten aq, ..., a, kann mann das n-Tupel (a1, ...,a,) bilden

Bemerkung 1.2.13. Das Paar (a,b) ist nicht mit der Menge {a, b} zu verwechseln. Zum
Beispiel: Es gilt immer {a,b} = {b,a}, aber (a,b) = (b,a) gilt nur, wenn a = b. Das heifit,
in einem Paar (a,b) ist die Reihenfolge von a und b relevant. Eine dhnliche Bemerkung gilt
fiir n-Tupel.

Definition 1.2.14 (Produkt, Summe). Seien A, B Mengen. Das (kartesische) Produkt von
A und B ist die Menge aller Paare (a,b) mit a € A und b € B:

Ax B:={(a,b)|a € Aund b € B}.
Die Summe oder disjunkte Vereinigung von A und B ist die Menge
AUB:= ({1} x A)U ({2} x B).

In der folgenden Tabelle sind die bisher eingefiihrten Notationen zusammengefasst:

Notation Bedeutung

ac A a ist ein Element von A, a liegt in A
ACB A ist eine Teilmenge von B

{r e A|p(x)} die Menge aller x € A, fiir die p(z) gilt
15 die leere Menge

AUB die Vereinigung von A und B

ANB der Durchschnitt von A und B

A\ B das Komplement von B in A

AXx B das Produkt von A und B

AUB die Summe von A und B

P(A) die Potenzmenge von A

Definitionen [1.2.7] und [I.2.14] kénnen auf mehr als zwei Mengen verallgemeinert werden.
Zum Beispiel ist das n-fache Produkt

A1><A2X-"><An

die Menge aller n-Tupel (a1, as,...,a,) mit a; € A; fir jedes i € {1,...,n}. Um diese
Konstruktionen auf sogar unendlich viele Mengen zu verallgemeinern, brauchen wir den
Begriff der Mengenfamilie. Eine Mengenfamilie (A;);c; mit Indexmenge I ordnet jedem
Element ¢ € I eine Menge A; zu. Dieses ,Zuordnen® kann préziser als eine Abbildung
i+ A; mit Definitionsbereich I definiert werden (siehe Abschnitt [1.3).

Definition 1.2.15 (Vereinigung, Durchschnitt, Summe und Produkt von Familien). Sei I
eine Menge und (A4;);cs eine Mengenfamilie mit Indexmenge I.

o Die Vereinigung der Familie (A;);¢cr ist die Menge

U A; = {x | es existiert i € I mit x € A;}.
iel

2Man kann zum Beispiel dieses n-Tupel als iteriertes Paar (a1, (a2, (...,an)...)) definieren.
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o Falls I # @, ist der Durchschnitt oder die Schnittmenge der Familie (A;);c; die Menge

ﬂ A; = {z|furalle: € I gilt x € A;}.
i€l

o Die Summe oder disjunkte Vereinigung der Familie (A;);cr ist die Menge

HAi ={(,z)]|ielund z € A;}.

il
o Das Produkt der Familie (A;);cs ist die Menge

HAi = {(a;)icr | fur alle ¢ € T gilt a; € A;}.
i€l

Die Definition der Vereinigung einer Familie wird durch das Vereinigungsariom der Men-
genlehre begriindet. Die anderen Konstruktionen in der obigen Definition kénnen wie folgt
begriindet werden: (),.; A; ist eine Teilmenge von irgendeinem A;, [[,.; Ai ist gleich der
Vereinigung J;¢; ({i} x A;), und [];.; A; kann priiziser als Teilmenge von P (I x J;c; 4i)
definiert werden.

Bemerkung 1.2.16. In der Definition von [, A; ist es notwendig, I # @ vorauszusetzen.
Sonst wiirde der Durchschnitt (), ; A; die ,universelle Menge* sein, d.h., die Menge aller
Objekte. Aber die universelle Menge existiert nicht, sonst wiirde die Russelsche Menge als
Teilmenge davon auch existieren, was bekanntlich nicht méglich ist.

Wenn man nur Familien von Teilmengen einer festen Menge X betrachtet (was fast
immer der Fall ist), ist es sinnvoll ihre Vereinigungen und Durchschnitte als {x € X | ...}
zu definieren. Mit dieser Verdnderung ist der Durchschnitt der Familie mit Indexmenge @
sinvoll und gleich X.

1.2.1 Die natiirlichen Zahlen

Die natirlichen Zahlen sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, usw. Die Menge aller natiirlichen Zahlen
wird mit N bezeichnet:
N:={0,1,2,3,... }.

Die genaue Beschaffenheit der natiirlichen Zahlen ist nicht wichtig, und es gibt mehrere
mogliche mengentheoretische Definitionen. Eine Standarddefinition ist:

0:=g, 1:={0}, 2:={0,1}, 3:={0,1,2}, usw.

Mit dieser Definition ist die gewohnliche Ordnungsrelation < zwischen natiirlichen Zahlen
einfach die Teilmengenrelation C.

Ubrigens wiirde die obige Definition von N in der formalen Mengenlehre nicht sinnvoll
sein (was bedeutet denn ,,...“?). Dass eine solche Menge N trotzdem existiert folgt aus der
Unendlichkeitsaxiom der Mengenlehre.

Bemerkung 1.2.17 (Ist 0 eine natiirliche Zahl?). In manchen Quellen werden die natiir-
lichen Zahlen als N = {1,2,3,...} definiert, d.h., die Null wird nicht als natiirliche Zahl
betrachtet. Dann wird N U {0} auch mit Ny bezeichnet. Diese alternative Konvention ist
populér in der Analysis, weil die Folge (1/n),en oft verwendet wird, in der 0 kein Element
von N sein darf. In der Algebra benutzt man eher unsere Konvention, so dass z.B. (N, +)

ein Monoid ist (siche Bemerkung [2.1.13]).

Bemerkung 1.2.18 (ganze, rationale, reelle, komplexe Zahlen). Es gibt bekanntlich meh-
rere Erweiterungen der natiirlichen Zahlen N:
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e die ganzen Zahlen Z;
o die rationalen Zahlen Q;
o die reellen Zahlen R;
¢ die komplexen Zahlen C.
Im Kapitel Q] werden wir erkléren, wie die Mengen Z, Q, R und C konstruiert werden kénnen.

Folgender Satz ist eine fundamentale Eigenschaft der natiirlichen Zahlen. Wir nehmen
diesen Satz ohne Beweis an, da ein Beweis eine detaillierte Beschreibung der unterliegenden
Axiome erfordern wiirde.

*Satz 1.2.19 (Wohlordnungsprinzip). Jede nichtleere Teilmenge A C N besitzt ein kleinstes
Element, d.h., ein Element a € A, so dass a < b fiir alle b € A.

Korollar 1.2.20 (Induktionsprinzip). Sei A C N eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) (Induktionsanfang) 0 € A.
(ii) (Induktionsschritt) Fir alle n € N gilt:

necA = n+1¢cA

Dann ist A = N.

Beweis. (Widerspruchsbeweis.) Angenommen, A # N. Dann ist das Komplement B := N\ A
nicht leer. Nach dem Wohlordnungsprinzip (Satz hat B ein kleinstes Element b € B.
Da 0 € A nach (i) ist b # 0. Also existiert n € N mit b = n + 1. Da b das kleinste Element
von B ist, ist n ¢ B, d.h., n € A. Nach (ii) ist dann b=n+1 € A. Also liegt bin ANB =&,
im Widerspruch zur Definition von @. O

Das Induktionsprinzip wird hiufig verwendet, um eine gegebene Aussage p(n) fir alle
natiirlichen Zahlen n € N zu beweisen. Dazu wenden wir das Induktionsprinzip auf die
folgende Menge an:

A={neN|pn)}.
Es geniigt also zu zeigen, dass ¢(0) gilt, und dass fur alle n € N die Implikation ¢(n) =
©(n 4+ 1) gilt. Dieses Beweisverfahren heifit Beweis durch Induktion. Wahrend die Impli-
kation ¢(n) = ¢(n + 1) im Induktionsschritt bewiesen wird, heifit die Aussage ¢(n) die
Induktionsvoraussetzung.

Beispiel 1.2.21. Als Beispiel zum Induktionsprinzip beweisen wir folgende Aussage: Fiir

alle n € N ist die Summe aller natiirlichen Zahlen < n gleich % In Zeichen:
n
1
Y k= @ (1.2.22)
k=0

Hierzu betrachten wir die Menge
A={neN|([2.29) gilt} C N.
o Induktionsanfang. Es gilt 0 € A, da 22:0 k=0= %.

o Induktionsschritt. Sei n € A. Dann gilt

=S n(n+1) o+ D) +2m+1)  (n+1)n+2)
’;k = <k_0 k) Hotl) = = —+(n+1) = : = 5 :

Dabei haben wir die Induktionsvoraussetzung in der zweiten Gleichung verwendet.
Diese Berechnung zeigt, dass n +1 € A.
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Nach dem Induktionsprinzip gilt dann A = N. Das heif3t, (1.2.22)) gilt fiir alle n € N, wie
behauptet.

Folgendes Korollar ist eine stirkere Variante des Induktionsprinzips: Um zu beweisen,
dass eine Aussage ¢(n) fur alle n € N gilt, darf man voraussetzen, dass p(m) fir alle m < n
gilt.

Korollar 1.2.23 (Prinzip der vollstandigen Induktion). Sei A C N eine Teilmenge, so dass
folgendes gilt fiir alle n € N:

{meN|m<n}CA = neA

Dann ist A = N.

Beweis. SeiN.,, := {m € N|m < n}. Wir wenden das Induktionsprinzip1.2.20|mit folgender
Menge an:
A":={neN|N,, C A} CN.

o Induktionsanfang. Es gilt 0 € A’, da N.g = @ C A.

o Induktionsschritt. Es sei n € A’, d.h., N.,, C A. Dann folgt aus der Voraussetzung,
dassn € A. Also Nepy1 =N, U{n} C A, dh,n+1e A"

Aus dem Induktionsprinzip folgt, dass A’ = N. Insbesondere, fiir jedes n € N, liegt n + 1 in
A’ dh., N,y C A, und daher n € A. O

Der Beweis vom Lemma [1.1.12] war eine Anwendung des Prinzips der vollstdndigen In-
duktion.

1.3 Abbildungen

Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y soll etwas sein, das jedem Element x von
X ein Element f(x) von Y zuordnet. Folgende Definition ist der prizise mengentheoretische
Ausdruck dieser Idee:

Definition 1.3.1 (Abbildung, Wert, Urbild, Definitionsmenge, Zielmenge, Graph). Eine
Abbildung ist ein Tripel f = (X,Y,T"), wobei X und Y Mengen sind und I' C X X Y eine
Teilmenge ihres kartesischen Produkts ist, mit folgender Eigenschaft:

Zu jedem z € X gibt es genau ein y € Y mit (x,y) € .

Man sagt ,,f ist eine Abbildung von X nach Y. Das einzige Element y € Y mit (z,y) € T
heifit der Wert von f in x und wird mit f(z) bezeichnet. Man sagt auch, dass x ein Urbild
von y unter f ist.

Die Menge X heifit Definitionsmenge oder Definitionsbereich von f.

Die Menge Y heifit Zielmenge oder Zielbereich von f.

Die Menge I' heifit Graph von f und wird auch mit I's bezeichnet.

Notation 1.3.2. Die Notation f: X — Y bedeutet, dass f eine Abbildung von X nach Y
ist. In diesem Zusammenhang, die Notation x  y bedeutet, dass y der Wert von f in x ist,
d.h., y = f(x). Man sagt auch ,f bildet x auf y ab®

Notation 1.3.3. Wir bezeichnen die Menge aller Abbildungen von X nach ¥ mit Abb(X,Y)
oder YX. Sie ist eine Teilmenge von {X} x {Y} x P(X x Y).

Bemerkung 1.3.4. Abbildungen heiflen auch Funktionen, aber das Wort ,,Funktion“ wird
oft fiir Abbildungen nach R oder C vorbehalten.
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Beispiel 1.3.5. Abbildungen kénnen auf verschiedene Weise definiert werden.

(i) Wenn die Definitionsmenge endlich ist, kann man einfach alle Werte ausdriicklich ge-
ben. Zum Beispiel, folgende Liste definiert eine Abbildung f von {0,1,2} nach N:

f:{0,1,2} = N,
0+ 5,
11,
2 5.

(ii) Man kann auch eine Abbildung durch eine ,,Formel“ definieren. Zum Beispiel:

f:R—=R,
z 222 + 1.

(iii) Man kann Abbildungen durch Fallunterscheidung definieren. Zum Beispiel:
fR—=R,
222 +1, falls z >0,
T
x4+ 1, falls z < 0.

Hier ist es wichtig, dass die beide Félle ,x > 0 und ,,x < 0 miteinander ausschliellich
sind und den ganzen Definitionsbereich tiberdecken.

(iv) Ein weiteres Beispiel ist:

f:P(N)\ {2} =N,
A 5 das kleinste Element von A.

Diese Definition ist sinnvoll, da jede nichtleere Teilmenge von N ein kleinstes Element
enthélt (nach dem Wohlordnungsprinzip [1.2.19)), und dieses Element eindeutig ist.

(v) Die folgende Variante von (iv) ist keine wohldefinierte Abbildung, weil die leere Teil-
menge kein kleinstes Element besitzt:
f:P(N) = N,
A+ das kleinste Element von A.
Auch folgende Variante ist nicht sinnvoll, da die meisten Teilmengen von N mehr als
ein Element enthalten:
[ PMN)\ {2} =N,
A+ ein Element von A.

Beispiel 1.3.6. Algebraische Operationen zwischen Zahlen, wie +, — oder -, kénnen mithilfe
des kartesischen Produkts als Abbildungen aufgefasst werden. Zum Beispiel, die Addition
und Multiplikation von natiirlichen Zahlen sind Abbildungen

+:NxN-=N, (n,m)—n+m,
< NxN—=N, (n,m)—n-m.
Bemerkung 1.3.7. Zu jeder Menge X gibt es genau eine Abbildung von @ nach X. Denn
das kartesische Product @ x X = @ hat genau eine Teilmenge, ndmlich @&, und das Tripel

(2, X, @) ist eine Abbildung, weil eine Aussage der Gestalt ,fiir alle x € @ ... “ immer wahr
ist. Auf der anderen Seite gibt es eine Abbildung von X nach @, nur wenn X leer ist.
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Bemerkung 1.3.8 (Gleichheit von Abbildungen). Zwei Abbildungen f und ¢ sind genau
dann gleich, wenn sie dieselbe Definitionsmenge und dieselbe Zielmenge haben, und aufler-
dem gilt f(x) = g(x) fir alle z aus der gemeinsamen Definitionsmenge.

Definition 1.3.9 (Bild, Urbild). Sei f: X — Y eine Abbildung von X nach Y.

e Sei A C X eine Teilmenge. Das Bild von A unter f ist die Menge

fA):={f(z) |z A} CY.
Das Bild von X selbst, f(X), heiit die Bildmenge oder das Bild von f.

e Sei B CY eine Teilmenge. Das Urbild von B unter f ist die Menge
fYB):={zxcX|f(x)eB}CX.

Bemerkung 1.3.10. Sei f: X — Y eine Abbildung. Die Notation f(z) hat jetzt zwei
verschiedene Bedeutungen: Wenn z ein Element von X ist, dann ist f(z) ein Element von
Y, ndmlich der Wert von f in z. Aber wenn z eine Teilmenge von X ist, dann ist f(z) eine
Teilmenge von Y, ndmlich das Bild von x unter f. Es kdnnte leider sein, dass x ein Element
sowie eine Teilmenge von X ist (z.B. X = {@} und z = @). In diesem Fall haben wir einen
Problem, da f(x) nicht wohldefiniert ist. Zum Gliick ist das kein ernstes Problem: in der
Praxis wird es immer klar sein, ob wir = als Element oder als Teilmenge von X auffassen. In
der Mathematik sind solche harmlosen Zweideutigkeiten ziemlich haufig, weil es viel mehr
mathematische Begriffe als verfiigbare Symbole/Namen gibt. Ein anderes Beispiel Das Wort
,Urbild“ hat schon zwei verschiedene Bedeutungen (Definitionen u 11.3.1 und [1.3.9 '

Proposition 1.3.11 (Eigenschaften des Bilds und des Urbilds). Sei f: X — Y eine Abbil-
dung.

(i) Fiir jede Teilmenge A C X gilt A C f=*(f(A)).
(ii) Fiir jede Teilmenge B CY gilt f(f~1(B)) C B.
(i) Fir jede Teilmengen A, A’ C X gelten:
fLAUA) = f(A) U f(A),
fLANAY) C f(A) N f(A),
FLANA) D f(A)\ fA).

(iv) Fir jede Teilmengen B, B’ CY gelten:

U BUB) = fH(B)U fH(B),
fHBNB)=f1B)nf (B,
fUBA\B) = f7H(B)\ fTY(B).

Beweis. Jede Aussage folgt unmittelbar aus den Definitionen. O

Definition 1.3.12 (Identitéit, Komposition).

e Sei X eine Menge. Die Identitit auf X ist die Abbildung

idx: X — X,

T = T.

Das heifit: idx = (X, X, Ax), wobei Ax = {(z,2) |z € X} die diagonale Teilmenge
ist.
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e Seien f: X — Y und ¢g: Y — Z Abbildungen. Die Komposition oder Verkettung von
f und g ist die Abbildung

gof: X — Z,
z = g(f(2)).
Die Notation g o f wird als ,,g nach f*“ gelesen.
Proposition 1.3.13 (Eigenschaften der Komposition).
(i) Sei f: X =Y eine Abbildung. Dann foidx = f und idy of = f.

(ii) (Assoziativitdt der Komposition) Seien f: X =Y, g:Y — Z und h: Z — W drei
Abbildungen. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Um zu beweisen, dass zwei Abbildungen mit derselben Definitions- und Zielmenge
gleich sind, ist zu zeigen, dass sie denselben Wert in jedem Element ihrer Definitionsmenge
nehmen (Bemerkung . Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen von id und o. Zum
Beispiel, fur jedes z € X gilt:

(foidx)(z) = f(idx(x)) (Definition von o)
= f(=) (Definition von idx). O

Definition 1.3.14 (Einschrankung). Sei f: X — Y eine Abbildung und A C X eine
Teilmenge. Die Finschrinkung von f auf A ist die wie folgt definierte Abbildung:

f|A: A—)Y,
x = f(x).

Das heifit: fla = (A, Y, TyN(AXY)).

Definition 1.3.15 (Inklusionsabbildung). Sei X eine Menge und A C X eine Teilmenge.
Die Abbildung

iA: A— X,
T,
heifit die Inklusionsabbildung oder Inklusion von A in X.
Bemerkung 1.3.16. Es gilt i4 =idx |4 und f|a = foia.

Definition 1.3.17 (kanonische Projektionen). Seien A, B Mengen. Die Abbildungen

m:AX B — A, mo: AX B — B,
(a,b) — a, (a,b) =0,

heiflen die kanonischen Projektionen aus A x B auf die Faktoren.
Allgemeiner, sei (A;);cr eine Mengenfamilie mit Indexmenge I und sei ¢ € I. Die e-te
kanonische Projektion ist die Abbildung

me: [ Ai = A,
icl

(ai)iel = Ge.
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Bemerkung 1.3.18. Das Wort ,kanonisch“ hat keine prézise Bedeutung in der Mathe-
matik, aber es ist trotzdem héufig verwendet. Es konnte viele verschiedene Abbildungen
A x B — A sein, aber ohne weitere Informationen gibt es nur eine, die ,besonders® ist,
namlich 7. Deswegen ist 7 die ,kanonische Abbildung* A x B — A. Ein anderes Bei-
spiel: Wenn A eine Teilmenge von X ist, dann wiirde die kanonische Abbildung A — X die
Inklusionsabbildung sein.

Definition 1.3.19 (injektiv, surjektiv, bijektiv). Sei f: X — Y eine Abbildung.
e f heifit injektiv, wenn jedes Element von Y hdéchstens ein Urbild unter f besitzt.
e f heifit surjektiv, wenn jedes Element von Y mindestens ein Urbild unter f besitzt.
o f heifit bijektiv, wenn jedes Element von Y genau ein Urbild unter f besitzt.

Nach Definition gilt also: bijektiv <= injektiv und surjektiv. Eine injektive/surjektive/
bijektive Abbildung wird auch als Injektion/Surjektion/Bijektion bezeichnet.

Beispiel 1.3.20.

(i) Die Abbildung f: {0,1,2} — N aus Beispiel [I.3.5(i) ist nicht injektiv, da sie denselben
Wert 5 in zwei verschiedenen Elementen nimmt (d.h., 5 hat zwei Urbilder unter f,
namlich 0 und 2). Sie ist nicht surjektiv, da 57 ¢ f({0,1,2}) (d.h., 57 hat kein Urbild
unter f).

(ii) Folgende Abbildung ist injektiv (und nicht surjektiv):
f:{0,1,2} = N,
05,

11,
2 0.

(iii) Die Abbildung f: R — R aus Beispiel ii) ist weder injektiv noch surjektiv. Die
aus Beispiel iii) ist bijektiv.
(iv) Die Abbildung f: P(N)\ {@} — N aus Beispiel [1.3.5(iv) ist surjektiv aber nicht injek-

tiv.
(v) Die Abbildung
7 — N,
2n, falls n > 0,
n
—(2n+1), fallsn <0,
ist bijektiv.
(vi) Die einzige Abbildung @ — X ist injektiv (es gibt nichts zu zeigen!). Sie ist genau
dann surjektiv, wenn X leer ist.

Beispiel 1.3.21. Seien A und B zwei Mengen. Es gibt eine kanonische Abbildung
AUB— AUB,
(1,a) = a,
(2,b) > b.
(Nach Definition [1.2.14]ist AU B eine Teilmenge von {1,2} x (AU B), und diese Abbildung

ist die Einschrankung der zweiten kanonischen Projektion ms.) Diese Abbildung ist immer
surjektiv. Sie ist genau dann injektiv (und damit bijektiv), wenn A und B disjunkt sind.
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Definition 1.3.22 (Umkehrabbildung). Sei f: X — Y eine Abbildung. Eine Abbildung
g: Y = X heifit Umkehrabbildung oder inverse Abbildung von f, falls

gof=idx und fog=idy.

Wenn sie existiert, eine Umkehrabbildung von f: X — Y ist eindeutig bestimmi, denn:
Sind g und ¢’ zwei Umkehrabbildungen von f, so gilt

g=goidy (Proposition [1.3.13(1i))
=go(fog) g invers zu f)
=(gof)og Proposition [1.3.13[ii))

(
(

=idx og’ (g invers zu f)
(Proposition [1.3.13]1)).

Deswegen kann man von der Umkehrabbildung von f sprechen, und sie mit f~! bezeichnen.

/

:g.

Satz 1.3.23. Sei f: X = Y eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist bijektiv.
(if) f besitzt eine Umkehrabbildung.
Beweis. Zu (i) = (ii). Sei f = (X,Y,T") bijektiv. Wir betrachten die Menge
I'":={(y,z) €Y x X | (z,y) €T}

Dann ist g = (Y, X,I) eine Abbildung, denn: Sei y € Y. Da f injektiv ist, gibt es hochstens
ein © € X mit (y,x) € IV. Da f surjetiv ist, gibt es mindestens ein € X mit (y,x) € I'".
Also gibt es genau ein x € X mit (y,x) € I, d.h., g ist eine Abbildung. Nach Konstruktion
gilt go f =idx und fog =idy, d.h., g ist die Umkehrabbildung von f.

Zu (ii) = (i). Sei g eine Umkehrabbildung von f, und sei y € Y. Zu zeigen ist, dass y
genau ein Urbild unter f besitzt. Da f o g = idy ist g(y) ein Urbild von y unter f, also
gibt es mindestens ein Urbild. Seien x, 2’ zwei Urbilder von y unter f, d.h., f(z) = y und

f(z')=y.Dago f =idx gilt
v =g(f(x)) = g(y) = g(f(2')) = 2".
Also ist das Urbild von y eindeutig, wie gewiinscht. O
Beispiel 1.3.24. Zu jeder Menge X gibt es eine bijektive Abbildung
Abb(X,{0,1}) — P(X),
fe .

Die Umkehrabbildung bildet eine Teilmenge A € P(X) auf die Abbildung x4: X — {0,1}
ab, die durch
1, fallsz € A,

Xalw) = {0, andernfalls

definiert wird. Die Abbildung x4 heifit die charakteristische Funktion der Teilmenge A.

Proposition 1.3.25. Seien X,Y, Z Mengen und seien f: X =Y und g: Y — Z Abbildun-
gen.

(i) Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.

(ii) Sind f und g surjektiv, so ist go [ surjektiv.
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(iii) Ist go f injektiv, so ist f injektiv.
(iv) Ist go f surjektiv, so ist g surjektiv.
Beweis. Wir beweisen stellvertretend (i) und (iv).

Zu (i). Zu zeigen ist, dass jedes z € Z hochstens ein Urbild unter g o f besitzt. Seien
z,x’ € X zwei Urbilder von z, d.h., g(f(z)) = g(f(2’)) = 2. Aus der Injektivitit von g folgt
f(z) = f(2'), und aus der Injektivitdt von f folgt wiederum z = z'.

Zu (iv). Zu zeigen ist, dass jedes z € Z mindestens ein Urbild unter g besitzt. Da g o f

surketiv ist, gibt es ein € X mit g(f(z)) = z. Insbesondere ist f(z) ein Urbild von z unter
g- O

Notation 1.3.26. Wenn wir die Injektivitat bzw. Surjektivitiat einer Abbildung f: X — Y
betonen wollen, schreiben wir manchmal f: X < Y bzw. f: X —» Y. Eine alternative
Notation fiir injektive Abbildungen ist f: X = Y. Wenn f bijektiv ist schreiben wir auch
f: X2y

Es ist oft niitzlich, eine Abbildung I — X als eine ,Familie von Elementen von X*
aufzufassen:

Definition 1.3.27 (Familie, Folge). Seien I und X Mengen. Eine Familie (x;);c; in X mit
Indexmenge [ ist einfach eine Abbildung

I— X,
1= x;.

Eine Folge (x,)nen in X ist eine Familie in X mit Indexmenge N.

1.3.1 Machtigkeit

Definition 1.3.28 (Gleichméachtigkeit). Zwei Mengen X and Y sind gleichmdchtig, in Zei-
chen | X| = |Y|, wenn eine bijektive Abbildung X — Y existiert.

Definition 1.3.29 (Endlichkeit, Abzahlbarkeit). Sei X eine Menge.

e X heifit endlich, wenn eine natiirliche Zahl n existiert, so dass X und {1,2,...,n}
gleichméchtig sind. Die natiirliche Zahl n ist dann eindeutig bestimmt; sie heifit die
Machtigkeit oder Kardinalitat von X, und wird mit | X| bezeichnet.

e X heifit unendlich, wenn sie nicht endlich ist.
e X heifit abzdhlbar, wenn entweder X endlich ist oder X und N gleichméchtig sind.
e X heifit dberabzdhlbar, wenn sie nicht abzédhlbar ist.

Bemerkung 1.3.30. In der Definition [1.3.29 betrachten wir die Menge {1,2,...,n} mit
n einer beliebigen natiirlichen Zahl. Wenn n = 0 verstehen wir {1,2,...,n} als die leere
Menge. Insbesondere ist eine Menge genau dann leer, wenn ihre Méchtigkeit gleich Null ist.

Beispiel 1.3.31.

(i) N, Z, und Q sind paarweise gleichméchtig, und damit abzéhlbar. Eine bijektive Abbil-
dung zwischen N und Z wurde im Beispiel [1.3.20(v) gegeben. Die Abzihlbarkeit von
Q folgt aus [Cantors erstem Diagonalargumentl.

(ii) R und C sind gleichméchtig und tiberabzéhlbar. Die Unabzahlbarkeit von R folgt aus
Cantors zweitem Diagonalargument.
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(iii) Eine Menge X und ihre Potenzmenge P(X) sind nie gleichméchtig, d.h., P(X) ist
ywirklich grofier als X. Denn es wire eine surjektive Abbildung f: X — P(X). Sei
M={ze X |z ¢ f(z)}. Da f surjektiv ist, existiert ein m € X mit f(m) = M. Nach
Definition von M gilt dann: m € M <= m ¢ M, was ein Widerspruch ist.

(iv) Man kann zeigen, dass die Menge NN aller Abbildungen von N nach N (alias Folgen in
N) zu R gleichméchtig ist. Die Teilmenge N (V) = NN aller Folgen, die schlieflich null
sind, ist aber abzahlbar. Man kann eine bijektive Abbildung von N nach N explizit
definieren:

N N,
(@n)nen = (Pp°P1'P5>...) — 1,

wobei pg = 2, p1 = 3, p2 = 5, usw. alle Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge sind.
Hierbei werden der Satz von Fuklid und der Fundamentalsatz der Arithmetik verwendet
(Satze|l.1.11)und [1.1.14)): Es gibt unendlich viele Primzahlen, und jede natiirliche Zahl
> 1 lasst sich eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen.

Bemerkung 1.3.32. Seien A, B endliche Mengen und seien a,b € N ihre jeweiligen Méch-
tigkeiten. Dann:

¢ Die Méachtigkeit der Summe A U B ist a + b.

o Die Méchtigkeit des Produkts A x B ist ab.

o Die Méchtigkeit der Menge Abb(A, B) ist b®. (Deswegen wird diese Menge auch mit
B bezeichnet.)

Seien X und Y endliche Mengen. Es gilt |X| < |Y| genau dann, wenn eine injektive
Abbildung X < Y existiert. Also wenn injektive Abbildungen von X nach Y sowie von Y
nach X existieren, dann sind X und Y gleichméchtig. Folgender Satz verallgemeinert diese
Beobachtung auf unendliche Mengen:

Satz 1.3.33 (Satz von Cantor-Bernstein—Schroder). Seien X, Y Mengen. Wenn injektive
Abbildungen f: X =Y und g: Y < X existieren, dann sind X und Y gleichmdchtig.

*Beweis. Wir definieren eine Folge von Teilmengen Ay, A1, As, ... C X wie folgt:

Ao =X\ g(Y),
Any1 = g(f(An)),

und wir setzen
A= U A, C X.
neN
Nach Definition gilt

g(f(4) =g <f (U An)) = U 9(f(An)) = U Aps,

neN neN neN

und daher
A=AgUg(f(A)). (1.3.34)

Es gilt X\ g(Y) = Ao C A, und daher X \ A C g(Y). Das heift, jedes z € X \ A liegt im
Bild von g. Da g injektiv ist, gibt es eigentlich genau ein Urbild von x unter g, das wir mit
g~ () bezeichnen. Ebenso hat jedes y € f(A) genau ein Urbild f~!(y) unter f. Deswegen
darf man definieren:

h: X =Y, k:Y — X,

), falls z € A, a(y), falls y e Y\ f(A),
e {gl(ac), falls 2 € X \ A. v {fl(y), falls y € f(A).

Wir behaupten, dass h bijektiv ist, mit Umkehrabbildung k.
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e koh=idx: Seixz € X.Ist x € A, so ist f(x) € f(A), und daher k(h(z)) = =
FUf(@) =2 Istz ¢ A, soist g~ (z) ¢ f(A) sonst wiire x = g(g~1(x)) € g(f(A)) C
A nach (1.3.34). Also gilt k(h(x)) = k(g (z)) = g(¢g ' (x)) = .

o hok = idy: Sei y €Y. Ist y € f(A), so ist f~1(y) € A, und daher h(k(y)) =
R(f~ ) = f(fYy) =vy. Ist y & f(A), soist g(y) ¢ g( (A ) nach der Injektivitét
von g und g(y) ¢ Ao nach Definition von Ay, also g(y) ¢ A nach (1.3.34). Also gilt

h(k(y)) = h(g(y) = 9 (9(y)) = - O

Bemerkung 1.3.35. Es ist auch der Fall, dass X und Y gleichméchtig sind, wenn surjektive
Abbildungen f: X - Y und ¢g: Y — X existieren, oder wenn eine injektive Abbildung
f+ X < Y sowie eine surjektive Abbildung g: X —» Y existieren. Diese Aussagen folgen aus
dem Satz [1.3.33] weil jede surjektive Abbildung f: X —» Y einen Schnitt s: ¥ — X besitzt,
der eine injektive Abbildung ist (siehe Proposition [[.4.14]1)).

Nach dem Satz von Cantor-Bernstein—Schroder kann man von der Machtigkeit unendli-
cher Mengen verniinftig sprechen. Man sagt zum Beispiel, dass die Méchtigkeit von X kleiner
oder gleich der von Y ist, in Zeichen |X| < |Y|, wenn eine injektive Abbildung von X nach
Y existiert. Dann sind zwei Mengen X und Y genau dann gleichméchtig, wenn |X| < |Y|
und |Y| < |X]|. Eine Menge X ist genau dann abzéhlbar, wenn |X| < |N|, und sie ist genau
dann unendlich, wenn |N| < |X|. Man kann auch zeigen, dass je zwei Mengen X,Y ver-
gleichbare Michtigkeiten haben, d.h., es gilt | X| < |Y| oder |Y| < |X| (dazu braucht man
das Auswahlaxiom, sieche Abschnitt .

Man soll beachten, dass sich der Begriff der Méchtigkeit bei unendlichen Mengen manch-
mal anders als bei endlichen Mengen verhélt. Zum Beispiel:

*Satz 1.3.36 (Méchtigkeit unendlicher Vereinigungen). Sei (A;);c; eine Mengenfamilie
mit Vereinigung A = U,.; Ai. Ist I unendlich und gilt |A;| < |I| fir alle i € I, so gilt auch
1] < 1.

i€l
Insbesondere: Eine abzahlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen ist wieder abzéhlbar.

1.4 Relationen

Definition 1.4.1 (Relation, reflexiv, transitiv, symmetrisch, antisymmetrisch, total). Sei
X eine Menge. Eine Relation R auf X ist eine Teilmenge R C X x X. Man sagt ,,x steht in
Relation zu y bzgl. R“ und schreibt xRy, falls (x,y) € R.

Eine Relation R auf X heifit:

o reflexiv, wenn xRz fur alle z € X

o transitiv, wenn fur alle z,y,z € X,

xRy und yRz — zRz;

o symmetrisch, wenn fur alle z,y € X,
rRy = yRuz;
o antisymmetrisch, wenn fir alle x,y € X,
rRy und yRr — = = y;

e total, wenn fiir alle z,y € X, xRy oder yRz.

Definition 1.4.2 (Aquivalenzrelation, partielle Ordnung, totale Ordnung). Sei R eine Re-
lation auf einer Menge X.
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e R heift Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

e R heif3t partielle Ordnung, falls R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Man sagt
dann auch, dass das Paar (X, R) eine partiell geordnete Menge ist.

¢ R heifit totale Ordnung, falls R eine partielle Ordnung ist und auflerdem total ist. Man
sagt dann auch, dass das Paar (X, R) eine total geordnete Menge ist.

Beispiel 1.4.3.

(i) Die Identitiits- oder Gleichheitsrelation = zwischen Elementen von X ist eine Aquiva-
lenzrelation auf X. Sie entspricht der diagonalen Teilmenge

Ax ={(z,x)|ze X} C X x X.

(ii) Die gewohnliche Relation < auf N, Z, Q bzw. R ist eine totale Ordnung.

(iif) Die Inklusionsrelation C auf der Potenzmenge P(X) ist eine partielle Ordnung. Hat
X mindestens zwei Elemente, so ist diese Ordnung nicht total.

(iv) Gleichméchtigkeit ist eine Aquivalenzrelation auf P(X). Denn seien A, B, C' Teilmen-
gen von X:

o Zur Reflerivitdt: Die Identitéit id4: A — A ist bijektiv, also ist A zu sich selbst
gleichmaéchtig.

o Zur Symmetrie: Nach Satz[1.3.23] besitzt jede bijektive Abbildung eine Umkehr-
abbildung, die wieder bijektiv ist.

o Zur Transitivitat: Nach Proposition [1.3.25(1,ii) ist die Komposition zweier bijek-
tiven Abbildungen wieder bijektiv.

(v) Die Teilbarkeitsrelation | auf N ist so definiert:
n|m <= es existiert k € N mit m = kn.

Sie ist eine partielle Ordnung auf N, die nicht total ist.

Man kann ebenso die Teilbarkeitsrelation | auf Z definieren. Auf Z ist diese Relation
immer noch reflexiv und transitiv, aber sie ist nicht mehr antisymmetrisch, weil z.B.
2|—2 und —2|2.

1.4.1 Quotient einer Menge modulo einer Aquivalenzrelation

Definition 1.4.4 (Aquivalenzklasse, Quotientenmenge, Quotientenabbildung). Sei ~ eine
Aquivalenzrelation auf einer Menge X.

e Sei z € X. Die Menge
[] ={yeX|y~z}CX

heifit die Aquivalenzklasse von x bzgl. ~. Ein Element y € [z] heifit auch Reprisentant
der Aquivalenzklasse von z.

o Die Quotientenmenge von X bzgl. ~ ist die Menge aller Aquivalenzklassen
X/~ ={[z] |z e X} CP(X)

(gelesen , X modulo ~“ oder , X durch ~*).
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¢ Die surjektive Abbildung

X » X/~
x - [x],

heifit die Quotientenabbildung oder die kanonische Abbildung.

Definition 1.4.5 (Partition). Sei X eine Menge. Eine Partition von X ist eine Menge A
von nichtleeren Teilmengen von X, d.h., A C P(X) \ {@}, so dass jedes Element von X in
genau einem Element von A liegt.

Proposition 1.4.6. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Dann ist X/~ eine
Partition von X.

Beweis. Da ~ reflexiv ist, liegt jedes x in seiner Aquivalenzklasse [z]. Insbesondere besteht
X/~ aus nichtleeren Teilmengen von X. Seien [z1], [z2] € X/~ zwei Aquivalenzklassen mit
x € [x1] und x € [z2]. Ziel ist zu zeigen, dass [z1] = [x2]. Da die Situation symmetrisch ist,
geniigt es zu zeigen, dass [z1] C [z2]. Sei y € [z1]. Nach Definition von [—] gilt  ~ x1, z ~ x4
und y ~ x1. Da ~ symmetrisch ist, gilt x; ~ 2. Da ~ transitiv ist und y ~ 1 ~ x ~ x2,
gilt y ~ 29, d.h., y € [23]. O

Bemerkung 1.4.7. Umgekehrt, wenn A C P(X) eine Partition von X ist, ist dann die
Relation
T~y < esexistiert A €A mit x,y € A

eine Aquivalenzrelation auf X, so dass X/~,4 = A.

Die Abbildungen ~ X/~ und A - ~4 bilden eigentlich zueinander inverse Bijektio-
nen zwischen der Menge aller Aquivalenzrelationen auf X und der Menge aller Partitionen
von X.

Definition 1.4.8 (Repriisentantensystem). Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge
X. Ein Reprdsentantensystem fiir ~ ist eine Teilmenge Y C X, so dass die auf Y einge-
schrinkte Quotientenabbildung Y — X/~ bijektiv ist (d.h., jede Aquivalenzklasse enthélt
genau ein Element von Y).

Beispiel 1.4.9 (Kongruenzrelation). Sei n eine natiirliche Zahl und sei
nZ :={nx |z € Z}.
Man definiert eine Relation =,, auf Z wie folgt:
T=p,Y <= T —yEnl.

Man schreibt tiblicherweise
r=y modn

(gelesen . ist kongruent zu y modulo n*) statt  =,, y. Man kann leicht nachpriifen, dass
=, eine Aquivalenzrelation auf Z ist. Die Quotientenmenge Z/=,, wird mit Z/nZ bezeichnet,
und ihre Elemente heiflen Restklassen modulo n. Falls n # 0, ist die Menge Z/nZ endlich
der Machtigkeit n: Die Komposition der Inklusionsabbildung und der Quotientenabbildung

{0,....n =1} S Z > Z/nZ
ist bijektiv. Das heiit, {0,...,n — 1} ist ein Reprasentantensystem fiir =,.

Satz 1.4.10 (universelle Eigenschaft der Quotientenmenge). Sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf einer Menge X, q: X — X/~ die Quotientenabbildung, und f: X — Y eine beliebige
Abbildung. Folgende Aussagen sind aquivalent:
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(i) Fir alle x,2’ € X gilt
r~r = f(x)= f(2'). (1.4.11)

(i) Es existiert eine Abbildung f: X/~ —Y mit f = foq.
Auperdem ist die Abbildung f eindeutig bestimmt (wenn sie existiert).

Beweis. Wir miissen die beiden Implikationen (i) = (ii) und (ii) = (i) beweisen, und dann
auch die letzte Aussage.
Zu (i) = (ii). Wir betrachten die Teilmenge

[ = {(Ay) € X/~ x Y|y e f(A)} C X/~ x Y,

und wir setzen f := (X/~,Y,T'). Nach Definition liegt ein Paar (A4,y) in T’ genau dann, wenn
es ein Element x € A gibt, so dass f(x) = y. Sind z,2’ € A zwei solche Elemente, so gilt
r ~ 2’ und daher f(z) = f(2') nach (1.4.11)). Dies zeigt, dass es zu jeder Aquivalenzklasse
A € X/~ genau einem y € Y mit (A,y) € ' gibt. Also ist f eine Abbildung, und es ist jetzt
klar, dass foq = f.

Zu (i) = (ii). Angenommen, f existiert. Seien z,2’ € X mit x ~ 2. Dann gilt:

fl@) = fla(x)) = fla(z')) = f(2).

Also ist die Bedingung (1.4.11)) erfiillt. B
Zur Eindeutigkeit. Seien f und f zwei Abbildungen X/~ — Y, so dass f = f o ¢ und

f = foq.Sei [z] € X/~ eine beliebige Aquivalenzklasse. Dann gilt:
F(l2]) = f(a(x)) = f(x) = fla(x)) = f([a]).
Also gilt f = f. O

Die folgende Situation kommt sehr hiufig vor: man mochte eine Abbildung f: X/~ =Y
durch

f([2]) = g(2)

definieren, wobei g eine gewisse Abbildung von X nach Y ist. Bei einer solchen Definition
muss man immer nachpriifen, dass g der Bedingung geniigt, d.h., dass v ~ 2/ =
g(x) = g(2’). In diesem Fall sagt man, dass f durch die obige Gleichung wohldefiniert ist.
Sonst wére eine solche Definition nicht einmal sinnvoll.

Bemerkung 1.4.12. Die Aussage vom Satz kann man auch auf folgende Weise
formulieren. Die Abbildung
Abb(X/~,Y) — Abb(X,Y),
grgoq,

ist injektiv, und ihr Bild besteht genau aus diesen Abbildungen f: X — Y, die die Bedingung
(1.4.11)) erfiillen.

Bemerkung 1.4.13 (kommutative Diagramme). Eine Situation mit mehreren Mengen und
Abbildungen zwischen denen l&dsst sich oft gut durch ein Diagramm veranschaulichen. Zum
Beispiel: Das Dreieck

Xtz
fl/
Y

stellt drei Mengen X,Y,Z und drei Abbildungen f,g,h mit gegebenen Definitions- und
Zielmengen dar. Ein solches Dreieck heif3it kommutativ, wenn h = go f. Im Allgemeinen heif3t
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ein Diagramm von Mengen und Abbildungen kommutativ, wenn folgendes gilt: Fiir alle zwei
Mengen X,Y im Diagramm stimmen alle moglichen Kompositionen von Abbildungen von
X nach Y iiberein. Beispielsweise ist das Quadrat

X M,z

| I»

YT>W

genau dann kommutativ, wenn go f = ko h.

Die universelle Eigenschaft der Quotientenmenge lisst sich dann wie folgt formulieren:
Wenn f: X — Y die Implikation z ~ 2’ = f(z) = f(a’) erfiillt, dann existiert genau eine
Abbildung f: X/~ — Y, so dass folgendes Dreieck kommutiert:

x 1 v

A
|
7aF

X/~

1.4.2 Das Auswahlaxiom und das Zornsche Lemma
Ein besonderes Axiom der Mengenlehre ist das Auswahlaziom:

Sei (A;)ier eine Mengenfamilie nichtleerer Mengen. Dann existiert eine Abbil-
dung w: I — U;c; Ai mit w(i) € A; fiir alle 4 € 1.

Eine solche Abbildung w heiit Auswahifunktion fiir die Mengenfamilie (A;);c. Die Auswahl-
funktion w wahlt ein Element w(4) aus jedem A; aus. Dieses Axiom scheint sehr intuitiv zu
sein, und eigentlich kann man es aus den anderen Axiomen herleiten, wenn die Indexmenge
I endlich ist. Es gibt viele hilfreiche Folgerungen des Auswahlaxioms:

Proposition 1.4.14 (Folgerungen des Auswahlaxioms).

(i) Sei f: X = Y eine surjektive Abbildung. Dann existiert ein Schnitt von f, d.h., eine
Abbildung s: Y — X mit fos=idy.

(ii) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Dann existiert ein Reprisentanten-
system fiir ~.

(iii) Sei (A;)ier eine Mengenfamilie nichtleerer Mengen. Dann ist das Produkt [[,.; A
nicht leer.

Beweis. Zu (i). Wir betrachten die Mengenfamilie (f~!({y}))yey, deren Vereinigung gleich
X ist. Da f surjektiv ist, ist kein Urbild f~!({y}) leer. Nach dem Auswahlaxiom existiert
also eine Abbildung s: Y — X mit s(y) € f~'({y}) fir alley € Y, d.h., fos=idy.

Zu (ii). Die Quotientenabbildung 7: X — X/~ is surjektiv. Nach (i) existiert ein Schnitt
s von 7. Das Bild s(X/~) C X ist dann ein Repréisentantensystem fir ~.

Zu (iii). Sei w eine Auswahlfunktion fiir die Familie (A4;);er. Dann (w(i));er ist ein
Element des Produkts J],.; A;. O

In diesem Abschnitt erklédren wir eine weitere Folgerung des Auswahlaxioms, das soge-
nannte Zornsche Lemma, das viele Anwendungen in der gesamten Mathematik hat. Dazu
bendtigen wir ein paar Definitionen zu geordneten Mengen.

Definition 1.4.15 (kleinstes/grofites Element, minimales/maximales Element, untere/obere
Schranke). Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und A C X eine Teilmenge.

o Ein kleinstes Element von A ist ein Element a € A mit a < b fir alle b € A.
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e Ein griofites Element von A ist ein Element a € A mit b < a fir alle b € A.

o Ein minimales Element von A ist ein Element a € A mit folgender Eigenschaft: Fir
alle b € A mit b < a gilt b = a.

e Ein mazimales Element von A ist ein Element a € A mit folgender Eigenschaft: Fir
alle b € A mit a < b gilt b = a.

o Eine untere Schranke von A ist ein Element z € X mit x < a fur alle a € A.
o Eine obere Schranke von A ist ein Element x € X mit a < z fur alle a € A.

Bemerkung 1.4.16. Wenn A ein kleinstes Element a besitzt, dann ist auch a das eindeuti-
ge minimale Element von A sowie eine untere Schranke von A. Aber im Allgemeinen ist ein
minimales Element kein kleinstes Element, und A kann mehrere minimale Elemente enthal-
ten. Falls (X, <) eine total geordnete Menge ist, gibt es aber keinen Unterschied zwischen
»kleinstes Element“ und ,minimales Element*.

Definition 1.4.17 (Kette). Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Kette in X ist
eine Teilmenge K C X, so dass die Einschriankung von < auf K eine totale Ordnung ist.

Definition 1.4.18 (Wohlordnung). Eine Wohlordnung auf einer Menge X ist eine partielle
Ordnung < mit folgender Eigenschaft: Jede nichtleere Teilmenge A C X besitzt ein kleinstes
Element. Man sagt dann auch, dass (X, <) eine wohlgeordnete Menge ist.

Beispiel 1.4.19. Das Wohlordnungsprinzip [1.2.19] ist genau die Aussage, dass (N, <) eine
wohlgeordnete Menge ist. Wenn man N ein neues Element oo hinzufigt, so dass n < oo fiir
alle n € N, dann ist (NU {oo}, <) auch eine wohlgeordnete Menge.

Bemerkung 1.4.20. Eine Wohlordnung ist insbesondere eine totale Ordnung, da jede Teil-
menge der Gestalt {z, y} ein kleinstes Element besitzt. Jede Teilmenge einer wohlgeordneten
Menge ist wieder wohlgeordnet.

Beispiel 1.4.21. Die total geordneten Mengen (Z, <), (Q, <) und (R, <) sind nicht wohlge-
ordnet, weil sie selbst kein kleinstes Element besitzen. Die total geordneten Mengen (Q>g, <)
und (Rx>g, <) sind auch nicht wohlgeordnet. Zum Beispiel besitzen die Teilmengen Q¢ und
Rs¢ kein kleinstes Element.

Satz 1.4.22 (das Zornsche Lemma). Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge, in der jede
Kette eine obere Schranke besitzt. Dann besitzt (X, <) ein mazimales Element.

Der Beweis ist ziemlich kompliziert, und es ist jetzt nicht wichtig, ihn zu verstehen.

*Beweis. (Widerspruchsbeweis.) Wir nehmen an, dass X kein maximales Element besitzt.
Sei W C P(X) die Menge aller Teilmengen von X, die bzgl. < wohlgeordnet sind. Insbe-
sondere ist jedes K € W eine Kette. Zu jedem K € W sei X>k die Menge aller oberen
Schranken von K, d.h., aller x € X mit k < x fir alle k € K.

Nach Voraussetzung ist X> g nicht leer. Behauptung: X \ K ist nicht leer. Sonst wére
jede obere Schranke von K in K liegen. Da K total geordnet ist, wiirde es daraus folgen,
dass jedes v € X> ein maximales Element von X ist, im Widerspruch zur Annahme.

Also besteht die Mengenfamilie (Xs>x \ K)gew aus nichtleeren Mengen. Nach dem
Auswahlaxiom existiert eine Abbildung s: W — X mit s(K) € X>x \ K fir alle K € W.
Anders gesagt, s wihlt zu jedem K € W eine obere Schranke s(K), die auflerhalb von K
liegt.

Eine Teilmenge K C X nennen wir s-induktiv, falls K € W und = = s(K.,) fur alle
x € K, wobei

Ko, ={ye K|y <zundy # z}.
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Zum Beispiel, die leere Teilmenge ist s-induktiv, {s(&)} ist s-induktiv, und ist K s-induktiv,
so ist KU {s(K)} s-induktiv. Sei V' C X die Vereinigung aller s-induktiven Teilmengen von
X. Wir zeigen im Folgenden, dass V' s-induktiv ist. Dann ist V U {s(V)} eine s-induktive
Menge, die keine Teilmenge von V ist, im Widerspruch zur Definition von V. Damit wird
der Satz bewiesen.

Ist A eine Teilmenge von K € W, so schreibt man A < K, falls A nach unten abgeschlos-
sen ist, das heifit: Fiir alle a € A und k € K, ist k < a, so ist k € A.

Behauptung. Seien K, L C X s-induktive Teilmengen. Dann gilt K < L oder L < K.

Mithilfe dieser Behauptung kénnen wir beweisen, dass V' s-induktiv ist:

e V ist wohlgeordnet. Sei A C V eine nichtleere Teilmenge. Nach Definition von V'
existiert eine s-induktive Menge K, so dass A N K # &. Da K wohlgeordnet ist,
existiert ein kleinstes Element a € A N K. Wir beweisen, dass a ein kleinstes Element
von A ist. Sei b € A ein beliebiges Element. Liegt b auch in K, so ist a < b. Andernfalls,
sei L eine s-induktive Menge mit b € L \ K. Nach der Behauptung gilt dann K < L,
und daher a < b.

o V ist s-induktiv. Sei x € V und sei K eine s-induktive Teilmenge mit x € K. Aus der
Behauptung folgt V., = K.,. Also s(V<,) = s(K<z) = x.

Beweis der Behauptung. Nach Definition von < ist eine beliebiege Vereinigung von < K
Teilmengen wieder < K. Sei A die Vereinigung aller Mengen, die < K und < L sind. Dann
ist A wieder < K und < L. Zu zeigen ist, dass A = K oder A = L. Angenommen, A # K
und A # L. Da K wohlgeordnet ist, existiert ein kleinstes Element k € K \ A; insbesondere
gilt Ko € A. Da A in K nach unten abgeschlossen ist, gelten auch A U {k} < K und
A C Ky, also A = K. Insbesondere ist s(A) = s(K<x) = k, und daher AU {s(A)} < K.
Wenn wir in diesem Argument K durch L ersetzen, erhalten wir AU {s(A)} < L. Das steht
aber im Widerspruch zur Definition von A, da AU {s(A4)} keine Teilmenge von A ist. O

Korollar 1.4.23 (Wohlordnungssatz). Sei X eine beliebige Menge. Dann existiert auf X
eine Wohlordnung.

*Beweis. Dieser Beweis ist eine typische Anwendung des Zornschen Lemmas. Wir betrachten
folgende Menge:

W={Y,R)|Y C X und RCY xY ist eine Wohlordnung auf Y} C P(X) x P(X x X),
und definieren auf W die folgende Relation <:

(Y,R) < (Y',R) «=>Y CY', R=R N (Y xY)
und Y ist in Y’ bzgl. R’ nach unten abgeschlossen.

Man kann leicht nachpriifen, dass < eine partielle Ordnung auf W ist. Als néchstes tiber-
priifen wir, dass (W, <) der Bedingung des Zornschen Lemmas geniigt, d.h., dass jede Kette
in W eine obere Schranke besitzt. Sei K C W eine Kette. Wir setzen

Vo= |J ¥ wmd Re= (J R
(Y,R)EK (Y,R)eK

Dann ist das Paar (Yoo, R ) ein Element von W, und es ist eine obere Schranke von K:

o R, ist eine Wohlordnung auf Y. Sei A C Y, eine nichtleere Teilmenge. Es gibt
(Y,R) € K, so dass ANY # @. Sei a das kleinste Element von ANY bzgl. R. Dann ist
a eigentlich das kleinste Element von A bzgl. Ry.. Dennseib € A, und sei (Y',R') € K
mit b € Y. Falls b auch in Y liegt, gilt aR..b. Andernfalls, da K eine Kette ist, gilt
(Y,R) < (Y,R)und be Y'\Y.DaY in Y’ nach unten abgeschlossen ist, gilt dann
auch aR .b.
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o Fiir jedes (Y,R) € K gilt (Y,R) < (Yoo, Roo). Die Inklusion R C Roo N (Y x Y) ist
klar. Zur anderen Inklusion, sei (y,z) € R N (Y xY). Es existiert dann (Y, R') € K
mit yR'z. Da K eine Kette ist, gilt R C R oder R = R' N (Y xY). In beiden Féllen
folgt yRz. Es bleibt zu zeigen, dass Y in Y, nach unten abgeschlossen ist. Sei y € Y
und z € Yo, mit 2Ry, und sei (Y',R’) € K mit z € Y'. Falls (Y',R) < (Y, R) ist
z € Y. Andernfalls, Y ist in Y’ enthalten und nach unten abgeschlossen, und somit ist
auch z € Y.

Nach dem Zornschen Lemma besitzt W ein maximales Element (Y, R). Es bleibt zu zeigen,
dass Y = X; dann ist R eine Wohlordnung auf ganz X, wie gewiinscht. Sei also z € X. Auf
Y U {«} kann man folgende Relation R’ definieren:

(y,2) € R < (y,z) € Roder (z ¢ Y und z = z).

Dann ist R’ eine Wohlordnung auf Y U {z}, und (Y, R) < (Y U{z}, R’). Da (Y, R) maximal
bzgl. < ist, erhalten wir Y =Y U {z}, dh,z €Y. O
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Kapitel 2

Gruppen und Korper

2.1 Gruppen

Definition 2.1.1 (Gruppe). Eine Gruppe ist ein Paar (G, -), bestehend aus einer Menge G
und einer Abbildung
2 GE@xG—=G, (¢g,h)—=g-h

(die Verkniipfung der Gruppe), mit folgenden Eigenschaften:
(i) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h., fir alle g, h, k € G gilt

g-(h-k)={(g-h)- k.
(ii) Es existiert ein neutrales Element bzgl. -, d.h., ein Element e € G so dass
e-g=¢g und g-e=g
fir alle g € G.

(iii) Jedes g € G besitzt ein inverses Element, d.h., ein Element h € G so dass
g-h und h-g
neutrale Elemente sind.

Beispiel 2.1.2. (Z, +) ist eine Gruppe: Die Addition von ganzen Zahlen ist assoziativ, 0 € Z
ist ein neutrales Element bzgl. +, und —n ist ein inverses Element von n. In &hnlicher Weise,
(Q,+), (R,+) und (C,+) sind Gruppen.

Andererseits ist (N, +) keine Gruppe. Die Bedingungen (i) und (ii) der Definition [2.1.1]
sind erfiillt, aber (iii) nicht: Eine positive natiirliche Zahl hat kein inverses Element bzgl. +
in N.

Proposition 2.1.3 (Eindeutigkeit von neutralen und inversen Elementen). Sei (G,-) eine
Gruppe.

(i) Sind e,e’ € G neutrale Elemente bzgl. -, so gilt e = €.
ii) Sei g € G. Sind h,h' € G inverse Elemente von g, so gilt h =h'.
(i) Seig ; g, 80 g

Beweis. Zu (i). Seien e, e’ € G neutrale Elemente. Dann

wobei die erste Gleichung gilt, weil ¢’ ein neutrales Element ist, und die zweite Gleichung
gilt, weil e ein neutrales Element ist.
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Zu (ii). Seien h,h’ € G inverse Elemente von g, und sei e € G das eindeutige neutrale
Element (nach (i)). Dann

h=h-e (e neutral)
=h-(g-1) (h/ invers zu g)
=(h-g)-h (- assoziativ)
=e-h (h invers zu g)
=n (e neutral). O

Notation 2.1.4. Wegen Proposition[2.1.3|darf man ,,das neutrale Element“ und ,,das inverse
Element von ¢g“ sagen, da die entsprechenden mathematischen Objekte eindeutig sind. Das
neutrale Element einer Gruppe wird mit e oder 1 bezeichnet, und das inverse Element von
einem Element ¢ wird mit g~! bezeichnet. Das Symbol - schreibt man normalerweise gar
nicht, d.h., man schreibt eher gh statt g - h.

Bemerkung 2.1.5. In einer Gruppe gilt (gh)~! = h='g~! (Reihenfolge beachten!). Nach
der Eindeutigkeit des inversen Element geniigt es zu zeigen, dass h~'¢g~! ein inverses Element
von gh ist. Tatséchlich gilt:

(htg")(gh) =h~ (g g)h) = h~'(eh) = h'h =,
und ebenso (gh)(h~1g™!) =e.

Notation 2.1.6. Wegen der Assoziativitdt der Verknupfung in einer Gruppe (G, -), darf man
unmissverstandlich g-h-k schreiben: Es macht keinen Unterschied, ob wir die Klammern um

g-h oder um h-k setzen. Allgemeiner, fiir jede endliche Liste von Elementen ¢4, g2, ..., g, € G,
darf man das Produkt g1 - g2 - ... g, € G ohne Klammern schreiben. Man schreibt auch

n

Hgi =9g1°92°---"Yn-

i=1

Wenn n = 0 verstehen wir das ,leere Produkt“ als das neutrale Element e € G. Wenn alle
Elemente g; dasselbe Element g sind, schreibt man einfach ¢” fiir das n-fache Produkt von
g mit sich selbst. Man setzt auch ¢° := e und g=" := (¢g")~!. So wird die Potenz g" fiir alle
ganzen Zahlen n € Z definiert.

Proposition 2.1.7 (Eigenschaften der Potenzen). Sei (G,-) eine Gruppe und sei g € G.
(i) Fiir alle m,n € Z gilt g™ - g™ = g™*".
(ii) Fir alle m,n € Z gilt (g™)™ = g™™.

Beweis. Zu (i). Wir betrachten zunéchst den Fall m € N, in dem wir Induktion iiber m
verwenden.

o Induktionsanfang. Wenn m = 0, gilt ¢° - g" = e - g = g™ = g"™".

o Induktionsschritt. Es gilt

gm—i-l gn =g gm gn :ggm+n _ gm+1+n
wobei die zweite Gleichung aus der Induktionsvoraussetzung folgt.

Damit ist (i) bewiesen fiir alle m > 0. Der Fall n > 0 wird mit einem &hnlichen Argument
erledigt. Wenn m < 0, dann gilt

gregt =g g T = (T )T = g,

Dabei haben wir die Formel (gh)™! = h='g~! in der ersten Gleichung und den Fall n > 0
(mit —m anstelle von n) in der zweiten Gleichung verwendet.
Zu (ii). Wir beweisen zunéchst den Fall m € N durch Induktion tiber m.
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o Induktionsanfang. Wenn m = 0, gilt (")’ =e=¢"=g
o Induktionsschritt. Es gilt

(g7z)m+1 — gn . (gn)m — gn . gmn —_ gn+mn — g(m—&-l)n’

wobei die zweite Gleichung aus der Induktionsvoraussetzung folgt, und die dritte aus
(i)-
Damit ist (ii) bewiesen fiir alle m > 0. Wenn m < 0 ist der Beweis mit der folgenden
Berechnung abgeschlossen:

(") =((g")™) =) T =g m

Bemerkung 2.1.8. Sei (G,-) eine Gruppe, g,h € G und n € Z. Im Allgemeinen gilt die
Gleichung (gh)™ = g"h™ nur fiir n = 0 und n = 1. Zum Beispiel, (gh)? = ghgh muss nicht
gleich g2h? = gghh sein. Diese Gleichung gilt aber fiir alle n € Z, wenn die Gruppe abelsch
ist (siehe Definition [2.1.9).

Definition 2.1.9 (abelsche Gruppe). Eine Gruppe (G, -) heifit abelsch, falls ihre Verkniip-
fung kommutativ ist, d.h., fir alle g, h € G gilt

g-h=h-g.

Beispiel 2.1.10. Die Gruppe (Z,+) ist abelsch, da n +m = m + n fiir alle ganzen Zahlen
n, m. In &hnlicher Weise, (Q, +), (R,+) und (C, +) sind abelsche Gruppen.

Notation 2.1.11. Bei abelschen Gruppen verwendet man héufig die additive Notation statt
der multiplikativen Notation (Notation : d.h., man schreibt + fiir die Verkniipfung, 0
fiir das neutrale Element und —a fiir das Inverse von a. Man schreibt auch a—b als Abkiirzung
von a + (—b). Ist a1, as, ..., a, eine Liste von Elementen, so schreibt man

n
Zai =a1t+ax+ -+ ap.
i=1

Wenn n = 0 verstehen wir die ,,leere Summe* als das neutrale Element 0. Wenn alle a; gleich
a sind, schreibt man einfach n - a oder na fiir diese Summe. Man setzt auch 0-a := 0 und
(—n) - a = —(n-a). So wird n - a fir alle ganzen Zahlen n € Z definiert.

Notation 2.1.12. Oft unterdriickt man die Verkniipfung in der Notation fiir eine Gruppe
(G,-). Das heifit, man sagt iiblicherweise ,Sei G eine Gruppe“ und nicht ,Sei (G,-) eine
Gruppe*“. In diesem Fall wird die Verkniipfung standardméBig mit - bezeichnet (oder mit +
im Fall einer abelschen Gruppe).

Bemerkung 2.1.13. Wenn wir in der Definition einer Gruppe (Definition auf das
dritte Axiom verzichten, erhalten wir den Begriff des Monoids. In einem Monoid ist das neu-
trale Element immer noch eindeutig bestimmt: Der Beweis von Proposition i) bendtigt
keine inverse Elemente. Zum Beispiel ist (N, +) ein (abelsches) Monoid aber keine Gruppe.

2.2 Beispiele von Gruppen

2.2.1 Die ganzen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen N bilden keine Gruppe beziiglich Addition, denn die positiven na-
tiirlichen Zahlen besitzen keine inverse Elemente. Um (N, 4) zu einer Gruppe zu erweitern,
brauchen wir die negativen Zahlen hinzuzufiigen. Dann erhalten wir die ganzen Zahlen Z,
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und (Z, +) ist eine abelsche Gruppe. In diesem Abschnitt erkliren wir, wie Z aus N eigentlich
konstruiert werden kann.

Die Idee ist, dass jede ganze Zahl als Differenz zweier natiirlichen Zahlen n, m dargestellt
werden kann. Auf diese Weise bestimmt jedes Paar (n,m) € N x N eine ganze Zahl, ndmlich
n—m. Aber diese Darstellung ist nicht eindeutig: Es gilt n —m = n’ —m/ genau dann, wenn
n+m’ =n' + m. Deswegen fithren wir folgende Relation ~ auf N x N ein:

(n,m)~ (n',m') < n+m'=n"+m.

Man kann leicht nachpriifen, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf N x N ist. Als Beispiel
tiberpriifen wir die Transitivitdt: Falls (n,m) ~ (n/,m’) und (n/,m’) ~ (n”,m’), dann gilt

Assoziativitidt und Kommutativitat von +)

da (n,m) ~ (n',m’))

( (
( (
= +m")+m (Assoziativitit und Kommutativitit von +)
( (
( (

da (n',m’) ~ (n",m"))

Assomatlwtat und Kommutativitit von +)

und daher n + m” = n” + m, d.h., (n,m) ~ (n”,m”) (hierbei wurde benutzt, dass fiir
naturliche Zahlen n,m,p gilt: n+p=m+p = n=m).
Wir setzen nun
Z:= (N xN)/~.

Mit dieser Definition ist N keine Teilemenge von Z, was eher unangenehm ist. In der Praxis
mochten wir auf jeden Fall N als Teilmenge von Z auffassen. Hierzu betrachten wir die
Abbildung
i:N—=Z, nt[(n,0).

Die Abbildung ¢ ist injektiv. Denn seien n,n’ € N mit [(n,0)] = [(n’,0)]; dann gilt (n,0) ~
(n',0), dh. n+0=n’+0, also n = n’. Insbesondere induziert ¢ eine Bijektion zwischen N
und seinem Bild ¢(N) C Z, und so kénnen wir N mit einer Teilmenge von Z identifizieren.
Dementsprechend fithren wir folgende Notation ein:

Notation 2.2.1. Sei n € N. Die Aquivalenzklasse [(n,0)] € Z bezeichnen wir auch mit n.
Die Aquivalenzklasse [(0,n)] € Z bezeichnen wir mit —n.

Wir mochten jetzt die arithmetischen Operationen + und - von N auf Z fortsetzen, sowie
die totale Ordnungsrelation <. Die Definitionen sind klar, wenn man sich die Aquivalenz-
klasse [(n,m)] als die Differenz n — m vorstellt:

[(n1, m1)] + [(n2, m2)] = [(n1 + n2, M1 + ma2)],
[(n1,m1)] - [(n2, m2)] = [(ning + mima, nima 4+ namy)],

[(n1,m1)] < [(n2, m2)] <= n1 +ma < ng + my.

Da es Aquivalenzklassen auf der linken Seite dieser Definitionen gibt, muss man hier nach-
priifen, dass alles wohldefiniert ist. Zum Beispiel, um zu zeigen, dass + auf Z wohldefiniert
ist, ist folgendes zu beweisen:

(n1,m1) ~ (nf,m}) und (ng, ma) ~ (nh,mh) = (n1+n2, mi+ms) ~ (] +nb,mj +mj).
Dies folgt unmittelbar aus der Definition von ~.

Bemerkung 2.2.2. Diese Konstruktion von Z aus N ist ein Sonderfall einer allgemeineren
Konstruktion, die eine Gruppe aus irgendeinem Monoid liefert.
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2.2.2 Symmetrische Gruppen

Definition 2.2.3 (Permutation). Sei X eine Menge. Eine Permutation von X ist eine
bijektive Abbildung von X nach X. Die Menge aller Permutationen von X wird mit Sx
bezeichnet.

Proposition 2.2.4. Sei X eine Menge. Dann ist (Sx,0) eine Gruppe. Falls X mindestens
drei verschiedene Elemente besitzt, ist diese Gruppe nicht abelsch.

Beweis. Komposition von Abbildungen ist assoziativ und die Identitét idx ist ein neutra-
les Element (Proposition [1.3.13). Jedes Element von Sx hat ein inverses Element nach

Satz[1.3.23] Also ist (Sx,o) eine Gruppe.
Zu je zwei Elementen a,b € X gibt es eine bijektive Abbildung 7, € Sx, die wie folgt

definiert wird:

b, falls z = a,
Tap(x) = a, fallsz =0,

z, andernfalls.
Sind a, b, c € X drei verschiedene Elemente, so gilt 75 c © 74,5 7 Tab © Tp,c, denn:

Toe(Tap(a)) =c aber 7,3(mc(a)) =b.
Also ist (Sx, o) nicht abelsch. O

Definition 2.2.5 (symmetrische Gruppe). Die Gruppe (Sx,o) heifit die symmetrische
Gruppe von X. Falls X = {1,...,n} mit n € N schreibt man S,, (auch %,, &,) statt
Sx. Die Gruppe (S, 0) heifit die symmetrische Gruppe vom Grad n.

Beispiel 2.2.6. Die Gruppe S> hat genau zwei Elemente: die Identitat id und die Abbildung
7:{1,2} — {1,2}, die 1 und 2 austauscht. Es gilt 7 o 7 = id.

Bemerkung 2.2.7. Durch Induktion kann man leicht nachpriifen, dass die Méchtigkeit von
Sy, gleich n! ist (wobei 0! = 1).

Bemerkung 2.2.8 (indizierte Summen in einer abelschen Gruppe). Sei A eine abelsche
Gruppe (allgemeiner, ein abelsches Monoid) und aq,...,a, € A. Nach der Kommutativitit
von + ist die Summe Y, _, a; unabhingig von der Reihenfolge dieser Elemente. Genauer
heifit das folgendes: Fiir jede Permutation o € S,, der Indexmenge {1,...,n} gilt:

Z ap = Z ag(k) .
k=1 k=1

Sei nun [ eine endliche Menge und (a;);¢c; eine Familie von Elementen von A mit Indexmenge
I. Dann kann man die Summe Y ._;a; € A wie folgt definieren. Man wéhlt eine Bijektion

iel
f:{1,...,n} = I und setzt
D aii= ) asa-
i€l k=1

Die rechte Seite ist unabhingig von der Wahl von f, denn: Seien f,g: {1,...,n} — I zwei
Bijektionen. Dann ist ¢ = f~! o g eine Permutation von {1,...,n}, und es gilt

Z Qrk) = Z Afok)) = Z Gg(k)-
k=1 k=1 k=1
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2.3 Korper

Der Begriff des Korpers ist eine Abstraktion der arithmetischen Struktur der rationalen,
reellen und komplexen Zahlen.

Definition 2.3.1 (Korper). Ein Korper ist ein Tripel (K, 4+, -), bestehend aus einer Menge
K und Abbildungen

+ KxK—>K, (r,y)bx+y,
2 KxK—K, (z,y)—z-y,

die als Addition und Multiplikation bezeichnet werden, mit folgenden Eigenschaften:

(i) (K,+) ist eine abelsche Gruppe. Das heifit, die Verkniipfung + ist assoziativ und
kommutativ, sie besitzt ein neutrales Element 0, und jedes Element von K besitzt ein
inverses Element bzgl. +.

Die Verkniipfung - ist assoziativ, kommutativ, und besitzt ein neutrales Element 1.

)
(iii) Jedes Element von K \ {0} besitzt ein inverses Element bzgl. -.
) Es gilt 0 # 1.

)

Es gilt das Distributivgesetz: Fir alle z,y, 2z € K,

z-(y+z)=z-y+x- 2.
Beispiel 2.3.2. (Q,+,"), (R,+,:) und (C,+,) sind Korper. Siehe Abschnitt fiir die
formalen Konstruktionen von Q, R und C.

Bemerkung 2.3.3. Da die Verkniipfung - kommutativ ist, gilt auch in einem Ko&rper das
umgekehrte Distributivgesetz

(x+y)-z=z-2+y- =z

Durch Induktion kann man aulerdem folgendes verallgemeinertes Distributivgesetz bewei-

sen:
i=1 i=1
Dies gilt auch fir n = 0 nach Proposition i).

Bemerkung 2.3.4. Nach Definition gilt in einem Korper 0 # 1. Ein Kérper enthélt deshalb
mindestens zwei Elemente. Eigentlich existiert ein Korper mit genau zwei Elementen, siehe

Abschnitt 2.4.41

Bemerkung 2.3.5. Wenn wir in der Definition auf Axiome (iii) und (iv) verzichten,
erhalten wir den Begriff des kommutativen Ringes. Zum Beispiel ist (Z, 4+, -) ein kommuta-
tiver Ring, aber kein Kérper. Kommutative Ringe spielen eine wichtige Rolle in mehreren
Bereichen der Mathematik, und sie werden in der spateren Vorlesung Kommutative Algebra
untersucht.

Notation 2.3.6. In einem Korper verwenden wir ausschlieflich die additive Notation|2.1.11]
fiir die erste Verkniipfung und die multiplikative Notation 2.1.4] fiir die zweite Verkniipfung.
Insbesondere schreiben wir —z fiir das inverse Element von x bzgl. + und (falls z # 0) 2~ 1
fiir das inverse Element bzgl. -. Aulerdem verwenden wir die Bruchnotation

falls y # 0.
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Notation 2.3.7. Wie bei Gruppen unterdriickt man oft die Verkniipfungen in der Notation
fiir einen Korper (K, +,-). Das heifit, man sagt iiblicherweise ,,Sei K ein Koérper” und nicht
»Sei (K, +,-) ein Korper®.

Proposition 2.3.8 (Rechnen in Korpern). Sei (K, +,-) ein Korper.
(i) Fir allex € K ¢ilt0-2 = 0.
(ii) Fir alle x € K gilt (—1) - © = —x. Insbesondere ist (—1) - (—1) = 1.
(iii) (Nullteilerfreiheit) Sind z,y € K\ {0}, so ist x -y € K \ {0}.
Beweis. Zu (i). Nach dem Distributivgesetz gilt (04+0)- 2 =0-2+0-2. Da0+0 =0,

erhalten wir
0-2=0-2+0-x.

Da (K, +) eine Gruppe ist, diirfen wir 0 - z von beiden Seiten subtrahieren. Also 0 =0 - z.

Zu (ii). Nach der Eindeutigkeit des inversen Element (Proposition genligt es zu
zeigen, dass (—1) - = ein inverses Element von x beziiglich + ist, d.h., dass (—1) -z 4+ 2 = 0.
Wir berechnen:

(-)rz+axz=(-1)-z+1-x (1 neutral)
=(-1)+1) =z (Distributivitét)
=0z
=0. (nach (i))

Zu (iii). Wir beweisen die Kontraposition. Seien z,y € K mit = -y = 0. Zu zeigen ist,
dass x = 0 oder y = 0. Falls y # 0, existiert ein inverses Element y~!, so dass y -y~ = 1.

Also gilt
r=u-1 (1 neutral)
=z (y-y ")
=(z-y)-y! (Assoziativitat)
=0-y~! (da z-y=0)
=0, (nach (i))
wie gewiinscht. O

Korollar 2.3.9. Ist (K,+,-) ein Korper, so ist (K \ {0},-) eine abelsche Gruppe.

Beweis. Zuerst muss man beobachten, dass die Multiplikation (K \ {0}) x (K \ {0}) auf
K \ {0} abbildet. Dies folgt aus Proposition [2.3.8[(iii). Nach Definition eines Korpers ist die
Verkniipfung - assoziativ und kommutativ, und sie besitzt ein neutrales Element 1 € K\ {0}.
Es bleibt zu zeigen, dass jedes z € K \ {0} ein inverses Element in K \ {0} besitzt. Nach
Definition eines Korpers gibt es ein inverses Element 271 € K. Da 272 = 1 # 0, folgt aus

Proposition i), dass 271 #£ 0. O

Notation 2.3.10. Sei (K, +,-) ein Korper. Die Menge K \ {0} wird oft mit K* oder K*
bezeichnet, besonders wenn man diese Menge als abelsche Gruppe bzgl. - betrachtet.

Bemerkung 2.3.11. Wenn wir in der Definition die Axiome (ii) und (iii) durch das
einfachere Axiom (K, -) ist eine abelsche Gruppe® ersetzen, dann erhalten wir einen Begriff,
der keine Beispiele besitzt. Denn in einem solchen K wiirde 0 ein Inverses 0~! haben, so
dass 0- 07! = 1. Auf der anderen Seite ist 0- 0~ = 0 nach Proposition [2.3.8(i), und somit
0 =1, im Widerspruch zum Axiom (iv).
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Zur Erinnerung (Notation [2.1.11)) haben wir in der additiven Gruppe (K, +) eines Kor-
pers das ganzzahlige Vielfache n - z fiir alle n € Z und = € K definiert. Insbesondere gibt es
eine Abbildung

7Z— K,
nk—n-1,

wobei 1 € K das neutrale Element bzgl. - ist. Man schreibt oft einfach n fiir das Element
n-1von K. Wenn K = Q, R oder C, ist diese Abbildung injektiv, und zwar die gewohnliche
Inklusion von Z in diesen Kérpern. Im Abschnitt [2:4.4] geben wir Beispiele von Korpern,
in denen n -1 = 0 mit einem n # 0. Im Vorgriff auf diese Beispiele fithren wir folgende
Definition ein:

Definition 2.3.12 (Charakteristik eines Korpers). Sei K ein Korper. Die Charakteristik
von K, char(K), ist die wie folgt definierte natiirliche Zahl:

o Fallsn-1#0 fiir alle n € N\ {0}, ist char(K) = 0.
o Andernfalls ist char(K) das kleinste n € N\ {0} mit n-1=0.

In einem Koérper K der Charakteristik n #£ 0 gilt n -« = 0 fiir alle € K, denn:
nr=x+--+rx=1+4+---+1)-2=(Mn-1)-2=0-2=0.

Proposition 2.3.13. Sei K ein Korper. Dann ist die Charakteristik von K entweder 0 oder
eine Primzahl.

Beweis. Sei n = char(K). Wir nehmen an, dass n # 0. Da 1 # 0 in K, ist auch n # 1. Es
sei n = rs mit natiirlichen Zahlen r, s € N. Zu zeigen ist, dass r = n oder s = n. Es gilt

O=n-1=r-(s-1)=(r-1)-(s-1),

wobei die letzte Gleichung aus dem Distributivgesetz folgt. Aus der Nullteilerfreiheit von K
(Proposition iii)) folgt -1 =0 oder s-1 = 0. Aber n ist nach Definition die kleinste
natiirliche Zahl mit n -1 = 0. Es muss also r = n oder s = n sein, wie gewiinscht. O

Beispiel 2.3.14. In einem Korper K der Charakteristik 2 gilt (a + b)? = a? + b? fiir alle
a,b € K. Denn in einem beliebigen Korper gilt (a +b)? = a? + 2ab + b2, wobei 2ab = ab+ ab
(dies folgt aus der Distributivitét von - iiber + und der Kommutativitét von -), aber 2ab = 0
in K.

Allgemeiner: Wenn die Charakteristik von K eine Primzahl p ist, folgt aus dem binomi-
schen Lehrsatz, dass (a + b)P = a? + bP fiir alle a,b € K.

2.4 Beispiele von Korpern

2.4.1 Die rationalen Zahlen

Die ganzen Zahlen Z bilden keinen Korper beziiglich Addition und Multiplikation, denn
die ganzen Zahlen auler +1 besitzen keine inverse Elemente beziiglich Multiplikation. Um
(Z,+,-) zu einem Korper zu erweitern, brauchen wir Briiche ganzer Zahlen hinzuzufiigen.
Dann erhalten wir die rationalen Zahlen @, und (Q, +, -) ist ein Korper. In diesem Abschnitt
erklaren wir, wie QQ aus Z eigentlich konstruiert werden kann.

Die Konstruktion von Q aus Z ist ganz analog zu der Konstruktion von Z aus N, wobei
die Multiplikation die Rolle der Addition iibernimmt. Jede rationale Zahl kann als Bruch
zweier ganzen Zahlen a,b mit b # 0 dargestellt werden, aber diese Darstellung ist nicht
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eindeutig: Es gilt a/b = a' /b genau dann, wenn ab’ = a’b. Deswegen fiithren wir folgende
Aquivalenzrelation ~ auf Z x (Z\ {0}) ein:

(a,b) ~ (a',b') < ab' =d'b,
und setzen wir:

Q :=(Z x (Z\{0}))/~-
Durch die injektive Abbildung

Z — Q,
a = [(a,1)],
kénnen wir Z mit einer Teilmenge von Q identifizieren.

Weiter definieren wir die arithmetischen Operationen + und - und die totale Ordnungs-
relation < wie folgt (nach den tiblichen Bruchregeln):

[(a1,b1)] + [(az, b2)] = [(a1b2 + azb1, b1b2)],
[(a1,b1)] - [(az,b2)] = [(a1az2,b1b2)],
{a1b2 < agby, falls biby > 0,

,b1)] < ,b
;b)) < [(a2,b2)] arby > agby, falls byby < 0.

J

Man sollte natiirlich nachpriifen, dass +, - und < durch diese Formeln wohldefiniert sind, was
nicht schwierig ist. Aulerdem setzen +, - und < auf Q die entsprechenden Verkniipfungen
bzw. Relation von Z fort.

2.4.2 Die reellen Zahlen

Im Vergleich zu den Konstruktionen von Z und Q ist die Konstruktion der reellen Zahlen R
deutlich komplizierter, und sie benotigt etwas analytisch.

Die Idee ist, dass es in der Menge Q der rationalen Zahlen ,Locher® beziiglich der ge-
wohnlichen Ordnung < gibt, und dass wir die reellen Zahlen erhalten, indem wir diese Locher
ausfiillen. Zum Beispiel gibt es keine rationale Zahl z mit 22 = 2 (Satz . Trotzdem
kann man die rationalen Zahlen in zwei Teilmengen unterteilen, je nachdem z? kleiner als
oder grofler als 2 ist:

Q<\/§::{x€@\x<00derx2<2},
Q>\/§::{J;€Q|x20undm2>2}.

Dann ist jede Zahl in Q_, /5 kleiner als jede Zahl in Q. /3, und es gilt:

QU s=Q Q. znQ, z=2.

Aber Q_, 5 hat kein grofites Element, und Q. 5 hat kein kleinstes Element. In diesem Sinne
gibt es ein ,Loch® zwischen Q_ vz und Q. /3, und dieses Loch wird durch die reelle Zahl
V2 ausgefillt.

Wir erkléren jetzt die zwei hdufigsten Konstruktionen von R: die ,,Dedekindschen® reellen
Zahlen Rpegekina und die ,,Cauchyschen® reellen Zahlen Rcaucny. Die zweite Konstruktion
wird in der Volesung Analysis I ausfiihrlicher behandelt. Es gibt noch weitere Konstruk-
tionen von R, aber die gewidhlte Konstruktion ist nicht wichtig, solange die Ausgabe ein
vollstandiger angeordneter Korper ist.

Definition 2.4.1 (Dedekindscher Schnitt). Ein Dedekindscher Schnitt auf Q ist eine Teil-
menge A C Q mit folgenden Eigenschaften:

e A und A#Q.

43



e A ist in Q nach unten abgeschlossen, d.h., ist a € A und ist b < a, so ist b € A.
e A enthélt kein grofites Element.

Ein Dedekindscher Schnitt heifit rational, falls das Komplement von A ein kleinstes Element
besitzt.

Man kann die reellen Zahlen als die Menge aller Dedekindschen Schnitte auf Q definieren:
Rpedekind := {A | A ist ein Dedekindscher Schnitt auf Q} C P(Q).

Mit dieser Definition gibt es eine injektive Abbildung

Q — Rpedekind, ¢+ Qg ={r € Q|2 < g},

deren Bild genau aus den rationalen Schnitten besteht. Die Addition auf Rpegekind, Sowie
die Ordnungsrelation <, kann man auch leicht definieren:

A+B={a+b|la€ Aundbec B},
A< B<— ACB,

wobei + auf der rechten Seite die gewthnliche Verkniipfung auf Q ist. Die Multiplikation
ist etwas mithsamer zu definieren. Falls Q.9 C A und Qo C B (d.h., A und B entsprechen
> 0 reellen Zahlen), setzen wir

A-B=QcoU{a-blac ANQ>pund b€ BNQx>p}.

Mithilfe der iiblichen Vorzeichenregeln kann man diese Multiplikation auf ganz Rpedekind
fortsetzen. Man kann dann beweisen, dass (Rpedekind, 1 ) ein Korper ist. Die obige injektive
Abbildung Q — Rpedekind identifiziert zudem Q mit einem Teilkérper von Rpedekind -

Definition 2.4.2 (Cauchyfolge in Q). Eine Folge (z,)nen in Q heifit Cauchyfolge wenn
folgendes gilt: Zu jeder rationalen Zahl € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N € N, so dass fiir
alle n,m > N gilt |z, — .| < &. Sei Cauchy(Q) die Menge aller Cauchyfolgen in Q.

Zum Beispiel ist die konstante Folge (¢)nen mit g € Q eine Cauchyfolge. Man definiert
eine Aquivalenzrelation ~ auf Cauchy(Q) wie folgt: (2, )nen ~ (Yn)nen genau dann, wenn
folgendes gilt: Zu jeder rationalen Zahl € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N € N, so dass fiir
alle n > N gilt |z, — y,| < e. Man kann dann die reellen Zahlen als die Quotientenmenge

Rcauchy := Cauchy(Q)/~

definieren. Mit dieser Definition gibt es eine injektive Abbildung

Q — RCauchyv qt [(Q)nGN]v

(Zur Injektivitat: Falls ¢ # ¢/, sei e = |¢ — ¢’|/2 € Q. Dann |q¢ — ¢'| £ e. Aus der Definition
von ~ folgt, dass (¢)nen % (¢')nen.) Die Addition und Multiplikation auf Rcauchy werden
folgendermafle definiert:

[(Zn)nen] + [(Un)nen] = [(Tn + Yn)nen],
[(wn)neN] : [(yn)neN] = [(wn : yn)neN]'

Hier ist es notwendig, ein paar Tatsachen nachzupriifen; erstens, dass (2, + Yn)nen bzw.
(zn * Yn)nen eine Cauchyfolge ist, wenn (z,,)neny und (y,)nen Cauchyfolgen sind, und zwei-
tens, dass + und - auf ~-Aquivalenzklassen wohldefiniert sind. Man kann auch die strenge
Ordnungrelation < wie folgt definieren: [(zy)nen] < [(Yn)nen] genau dann, wenn es ein
N € N und ein € € Qs ¢ gibt, so dass x,, + & < y,, fur alle n > N.
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Die Mengen Rpedekind Und Rcauchy sehen ganz verschieden aus. Um sie zu vergleichen,
definieren wir eine Abbildung

v: Cauchy(Q) — Rpedekind,
(Zn)nen > {x € Q] es existiert N € N, so dass x < x,, fiir alle n > N}.

Man kann leicht nachpriifen, dass

(xn)nEN ~ (yn)nEN - v((zn)nEN) = U((yn)HGN)'

Nach der universellen Eigenschaft der Quotientenmenge (Satz [1.4.10]) erhalten wir eine in-
duzierte Abbildung
v CaUChY(Q)/N = RCauchy — RDedekind-

Man kann dann zeigen, dass v bijektiv ist, und zwar ein Isomorphismus von angeordneten
Korpern, d.h., v ist kompatibel mit den arithmetischen Operationen und den Ordnungsrela-
tionen, die wir auf beiden Seiten definiert haben. Es gilt zum Beispiel v(z+y) = v(z) +0(y),
wobei + auf der linken Seite die Addition von Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen ist, und
+ auf der rechten Seite die Addition von Dedekindschen Schnitten ist.

2.4.3 Die komplexen Zahlen
Eine komplexe Zahl ist ein Ausdruck der Gestalt a + bi mit a,b € R:

C:={a+bi|la,becR}

Die reelle Zahl a bzw. b heifit der Realteil bzw. der Imagindrteil der komplexen Zahl a + bi.
Mengentheoretisch kann man einfach C als R x R definieren, wobei ein Paar (a,b) als die
komplexe Zahl a + bi aufgefasst wird. Geometrisch kann man sich also die komplexe Zahl
a + bi als einen Punkt auf der Ebene vorstellen:

Mit folgenden Definitionen ist (C,+,-) ein Korper:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(a+ i) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Insbesondere ist i2 = —1, wobei i := 0+ 1i. Umgekehrt folgen die obigen Formeln fiir 4+ und
- aus i2 = —1 und den Kérperaxiomen. Wir identifizieren R mit einem Teilkérper von C mit
Hilfe der injektiven Abbildung

R—C, ar>a+0i.

Bemerkung 2.4.3. Im Gegensatz zu N, Z, Q und R, gibt es auf C keine verniinftige totale
Ordnung <. Insbesondere gibt es keine ,positive“ und ,negative“ komplexe Zahlen.
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Beispiel 2.4.4. Eine komplexe Zahl a + bi heifit rational, falls a,b € Q. Die rationalen
komplexen Zahlen bilden einen Teilkorper Q(i) C C.

Man kann die Konstruktion der Zahlenmengen 7Z und Q damit motivieren, dass man
bestimmte algebraische Gleichungen 16sen will. Gleichungen der Gestalt

r+a=>b, abeN,

since nicht immer mit x € N 16sbar. Deswegen fiihren wir die ganzen Zahlen Z ein, und dann
haben alle Gleichungen
r4+a=b, abeZ,

eine Losung = € Z. In dhnlicher Weise, Gleichungen der Gestalt
a-x=0b, a,beZ, a#0,

sind nicht immer mit x € Z l6sbar. Deswegen fiihren wir die rationalen Zahlen Q ein, mit
denen alle solchen Gleichungen l6sbar sind. Der Ubergang von Q nach R ist von anderer
Art: Es handelt sich um eine analytische und nicht algebraische Konstruktion (obwohl es
auch algebraische Gleichungen gibt, die in R aber nicht in Q lésbar sind, z.B. 22 = 2). Nun

ist die Gleichung

2> =a, ack,

nur mit x € R 16sbar, wenn a > 0. Dies motiviert die Einfiihrung der komplexen Zahlen.
Es stellt sich heraus, dass in C alle algebraische Gleichungen losbar sind, und deswegen
benotigen wir keine weitere Erweiterung von C. Das ist der Fundamentalsatz der Algebra,
den wir jetzt genauer formulieren.

Definition 2.4.5 (algebraisch abgeschlossener Korper). Ein Koérper K heifit algebraisch
abgeschlossen, falls jede Gleichung der Gestalt

2"+ ap 12" P+ taxt+ar=0
mit n > 1 und a; € K eine Losung x € K besitzt.
*Satz 2.4.6 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

Im Gegensatz dazu sind Q und R nicht algebraisch abgeschlossen.

2.4.4 Endliche Korper

Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Zur Erinnerung ist die Menge der Restklassen modulo n,
Z/nZ, die Quotientenmenge von Z beziiglich der Kongruenzrelation =,, (Beispiel [1.4.9)). Sie
ist eine endliche Menge der Machtigkeit n:

Z/nZ = {[0],[1],...,[n—1]}.
Die Aquivalenzrelation =,, ist kompatibel mit den arithmetischen Operationen + und - im
folgenden Sinne: Sind z =, 2’ und y =, ¢/, sosind z+y =, 2’ +y und z -y =, 2’ - ¥/
Daraus folgt, dass die wie folgt definierten Operationen auf Z/nZ wohldefiniert sind:
[z] + [y] := [z + ],
[2] - [y] =[x - y].
Mann kann sogar zeigen, dass das Tripel (Z/nZ,+,-) ein kommutativer Ring ist (siche Be-

merkung |2.3.5)).

Bemerkung 2.4.7. Wenn n = 24, ist uns die Addition auf Z/247Z vom Rechnen mit Uhr-
zeiten sehr bekannt. Zum Beispiel kénnen wir die Gleichung [5] — [8] = [21] in Z/24Z als
,,8 Stunden vor 5 Uhr ist 21 Uhr“ verstehen.
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*Satz 2.4.8. (Z/nZ,+,") ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Der Kérper Z/pZ mit p € N eine Primzahl wird auch mit F,, bezeichnet. Die Charakte-
ristik von I, ist gleich p.

Beispiel 2.4.9. Der Korper Fo hat genau zwei Elemente, ndmlich 0 und 1. Die Addition
und Multiplikation werden in folgenden Tabellen explizit dargelegt:

| 0
0

0 1

+
Fy = {0,1} 0
1

_ OO

1 .
1 0
0

Die Operationen + und - in diesem Kérper konnen auch als logische Operationen aufgefasst
werden: Wenn wir 0 als ,falsch® und 1 als ,wahr® interpretieren, dann entspricht + dem
exklusiven Oder und - der Konjunktion A.

Beispiel 2.4.10. Hier sind die Additions- und Multiplikationstabellen des Korpers Fs:

+ 1 -1 0 1 -1

Fy = {0,1,~1} 0 0 1 -1 00 0 0
1 1 -1 0 110 1 -1

-1| -1 0 1 -1]0 -1 1

Bemerkung 2.4.11. In der Vorlesung Algebra wird gezeigt, dass ein endlicher Korper
mit ¢ Elementen genau dann existiert, wenn ¢ eine Primzahlpotenz ist, d.h., wenn ¢ = p"
mit einer Primzahl p und einer natiirlichen Zahl n > 1. Auflerdem ist ein solcher Korper
eindeutig bis auf Isomorphie und wird mit IF, bezeichnet. Die Charakteristik von [Fp» ist
gleich p. Zum Beispiel gibt es einen Korper F4 mit vier Elementen und folgender Addition
bzw. Multiplikation:

+10 1 « §p 0 1 o pB
00 1 «a g 010 0 0 O
F, ={0,1,a, 5} 11 0 B « 1170 1 a pB
al|la g 0 1 all0 a g 1
8|18 a 1 0 610 B 1 «

Bemerkung 2.4.12. Die endlichen Korper F, sind nicht algebraisch abgeschlossen. Es
existiert aber auch algebraisch abgeschlossene Korper der Primcharakteristik p.
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Kapitel 3

Vektorraume

In diesem Kapitel legen wir einen Kérper K fest. Der Kérper K heifit der Grundkdrper, und
die Elemente von K heiflen Skalare. Wir verwenden tublicherweise griechische Buchstaben
A, i, ... fur Skalare.

3.1 Das prototypische Beispiel

Sei n € N. Das prototypische Beispiel eines Vektorraums iiber K ist die Menge K" aller
n-Tupel von Elementen von K:

K'=Kx--xK={(x1,...,z,) | x; € K}.
1
n ma.

Wir werden oft ein n-Tupel (21,2, ...,2,) € K™ als Spaltenvektor

Z1
€2

Ln

darstellen. Der Grund fiir eine solche Darstellung wird spéter im Zusammenhang mit der
Multiplikation von Matrizen begriindet werden (siche Abschnitt [4.2.1))
Sei i € {1,...,n}. Die i-te kanonische Projektion von K™ auf K ist die Abbildung

mi: K" — K,
Z1
T2
= x;.
LTn

Ist z € K™, so schreibt man tiblicherweise z; fir m;(z), so dass

T
T2

Tn

Das Element z; € K heifit die i-te Koordinate des n-Tupels z € K.
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Bemerkung 3.1.1. Wenn n = 0 ist K™ das Produkt einer Mengenfamilie mit leerer Index-
menge. Nach Definition [1.2.15[iv) besteht also K° aus genau einem Element, dem ,leeren
Spaltenvektor*. Wenn n =1 ist K" = K.

Definition 3.1.2 (Addition und Skalarmultiplikation auf K™).
o Die Addition auf K™ ist die wie folgt definierte Abbildung:
+: K"x K" = K",

1 Y1 1+
: —

o Die Skalarmultiplikation auf K™ die wie folgt definierte Abbildung:

K x K" — K™,
T ATy

Al = :
Ty AT,

Lemma 3.1.3. Seien Gy, ...,G, Gruppen. Dann ist das Produkt G1 X --- X G,, eine Gruppe
mit der komponentenweisen Verkniipfung

(g1y--y9n) - (h1y. oo shn):==(g1 - h1,. ., gn - hn).
Die Gruppe Gy X --- X Gy, ist abelsch, falls alle Gruppen Gy, ...,G, abelsch sind.

Beweis. Alle Gruppenaxiome fiir G X - - - X Gy, folgen unmittelbar aus den Gruppenaxiomen
fiir die einzelnen Faktoren G;. Zur Assoziativitat gilt nach Definition der Verkniipfung:

((91s -2 ) (B h)) (B - Ben) = ((g1ha) K1 - - (G P ) n),
(91, s 7gn)((hla B hn)(kh . akn)) = (gl(hlkl)a te agn(hnkn))a

und die rechten Seiten sind gleich nach der Assoziativitit in jedem G;. Im abelschen Fall wird
die Kommutativitat auf dhnliche Weise nachgepriift. Das neutrale Element ist das n-Tupel
der neutralen Elemente (e, ...,e). Das Inverse von (g1,...,gn) ist (gfl, e g ). O

Bemerkung 3.1.4. Keine dhnliche Aussage gilt fiir Korper: Das Produkt Ky x Ky zwei-
er Korper ist kein Korper bzgl. der komponentweisen Verkniipfungen, da z.B. (1,0) kein
multiplikatives Inverses besitzt (es ist jedoch ein kommutativer Ring).

Proposition 3.1.5 (Eigenschaften der Addition und der Skalarmultiplikation auf K™).
(i) (K™, +) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) Fir alle \,p € K und x € K™ gilt

A-p)-z=X(u-a)

(iii) Fir alle x € K™ gilt

(iv) Fir alle \,u € K und xz,y € K™ gilt

Aty =AztAy,
A+p)-z=Xz+pu-z
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Beweis. Aussage (i) ist der Sonderfall von Lemma mit G; = -+ = G, = K. Die
Beweise der Eigenschaften (ii)—(iv) sind dhnlich: Sie lassen sich komponentweise nachrechnen
und folgen aus den entsprechenden Eigenschaften der Verkniipfungen + und - des Korpers
K. Wir beweisen stellvertretend Aussage (ii):

(A-p) -1
Aep)-x= (Definition der Skalarmultiplikation)
(A-p) -2
A (pa)
= : (Assoziativitdt von - in K)
A ()
-
=X : (Definition der Skalarmultiplikation)
[t Ty
=X (u-x). (Definition der Skalarmultiplikation) O

Definition 3.1.6 (Standardeinheitsvektoren). Seii € {1,...,n}. Der i-te Standardeinheits-
vektor in K™ ist

wobei 1 in der i-ten Zeile liegt und alle anderen Koordinaten null sind.

Wenn K = R kénnen wir R? und R3 als die 2-dimensionale Ebene und den 3-dimensio-
nalen Raum der Euklidischen Geometrie auffassen. Das heifit, wir kénnen Elemente von R?
und R® mit Punkten der Ebene und des Raums identifizieren. Manchmal stellt man auch
ein Element x aus R? oder R? mit einem Pfeil von dem Nullpunkt nach dem Punkt  dar:

A

T
o F----— Tr =
T2

Y

Diese Darstellung ist hilfreich, um die Addition und Skalarmultiplikation auf geometrische
Weise zu beschreiben: Man erhélt die Summe x + y zweier Elemente « und y, indem man
der Pfeil von y ldngs des von x verschiebt, und man erhilt das A-fache A - x von z, indem
man der Pfeil von z um den Faktor A skaliert:

A

e Tty

Diese geometrische Anschauung ist auch hilfreich in héherer Dimension oder bei anderen
Korpern, selbst wenn man nicht zeichnen kann.
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3.2 Vektorraiime

Wir abstrahieren jetzt die in Proposition [3.1.5] bewiesenen Eigenschaften von K™ zum Begriff
des Vektorraums:

Definition 3.2.1 (Vektorraum). Ein Vektorraum iiber K, oder K - Vektorraum, ist ein Tripel
(V,+, "), bestehend aus einer Menge V und Abbildungen

+:VxV =V, (vw)bov+w,

S KxV oV, (AMv)es Ao,

die als Addition und Skalarmultiplikation bezeichnet werden, mit folgenden Eigenschaften:
(i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) Fir alle A\, p € K und v € V gilt

(Ap)-v=A(u-v).

(iii) Fir alle v € V gilt

(iv) Fir alle A\, u € K und v,w € V gilt

A(v+w)=X-v+ A w,
A+p) v=Av+pu-v.

Elemente von V heiflen Vektoren. Das neutrale Element 0 bzgl. 4+ heifit der Nullvektor.

Bemerkung 3.2.2. Im zweiten Axiom, (A-u)-v = A-(u-v), das erste - ist die Multiplikation
auf K, und die anderen drei - sind Skalarmultiplikation. Wegen diesem Axiom darf man
einfach \ -y - v schreiben. Allgemeiner, sind Ay, ..., \, Skalare, so darf man Ay -...- A, v
ohne Klammern schreiben. Wie tiblich wird das Symbol - oft ganz unterdriickt.

Beispiel 3.2.3 (Vektorraum der n-Tupel). Fiir jedes n € N ist (K™, +,-) ein Vektorraum
iiber K, wobei + und - die Addition und Skalarmultiplikation von n-Tupeln sind (Definition

3.1.2)). Dies folgt aus Proposition

Beispiel 3.2.4 (Korpererweiterungen als Vektorrdume). Sei L ein Korper. Ein Teilmenge
K C L heif3t Teilkorper, wenn sich die Addition und Multiplikation auf L zu K einschrianken
und K mit diesen eingeschrinkten Verkniipfungen einen Kérper bildet. Man sagt dann auch,
dass L eine Kérpererweiterung von K ist. Zum Beispiel: R und C sind Korpererweiterungen
von Q, und C ist auch eine Koérpererweiterung von R.

Wenn L eine Korpererweiterung von K ist, dann bildet L mit seiner Addition und seiner
auf K x L eingeschriankten Multiplikation einen K-Vektorraum: Die Axiome (i)—(iv) der
Definition [3.2.1] sind Sonderfille der Kérperaxiome fiir L.

Beispiel 3.2.5 (Vektorrdume von Abbildungen). Sei V ein K-Vektorraum und X eine
beliebige Menge. Dann ist die Menge Abb(X, V) aller Abbildungen von X nach V ein K-
Vektorraum beziiglich der punktweisen Addition bzw. Skalarmultiplikation:

+: Abb(X,V) x Abb(X,V) — Abb(X, V),
(f,9) = (@ f(2) +g(2)),

-+ K x Abb(X,V) — Abb(X,V),
A ) (2= A f(z).
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Alle Axiome der Definition [3:2.3] kénnen punktweise nachgepriift werden und folgen aus den
entsprechenden Axiomen fiir V.

Insbesondere haben wir den K-Vektorraum Abb(X, K) aller Abbildungen von X nach
K, der auch mit KX bezeichnet wird. Der K-Vektorraum K™ kann als Sonderfall dieser
Konstruktion aufgefasst werden, ndmlich mit X = {1,...,n}: Effektiv ist ein n-Tupel in K
nichts anderes als eine Abbildung {1,...,n} — K.

Proposition 3.2.6 (Rechnen in Vektorrdumen). Sei V' ein Vektorraum tber K.
(i) Fir alle A € K gilt A-0 =0, wobei 0 € V' der Nullvektor ist.

(ii) Fir alle v € V gilt 0-v = 0. Dabei bezeichnet 0 auf der linken Seite den Nullskalar
und auf der rechten Seite den Nullvektor.

(i) Fir alle € K undv €V gilt (=X)-v=—(-v) und A- (—v) = —(A-v).
(iv) Sind A € K\ {0} und v € V\ {0}, so ist \-v € V \ {0}.
Beweis. Zu (i). Nach Axiom (iv) gilt

A-0=X-(0+0)=X-0+X-0.

Da (V,+) eine Gruppe ist, konnen wir A - 0 von beiden Seiten subtrahieren, und erhalten
wir 0= X - 0.
Zu (ii). Ahnlicher Beweis: Nach Axiom (iv) gilt

0-v=(04+0)-v=0-v+0-v,

und daher 0 =0-v.
Zu (iii). Nach der Eindeutigkeit von inversen Elementen geniigt es zu zeigen, dass (—\)-v
und A - (—v) inverse Elemente von A - v bzgl. + sind. Nach Axiom (iv) gilt

(=) v+Av=((-N)F+A)-v=0-0v,
und 0 - v ist gleich Null nach (ii). Nach Axiom (iv) gilt ebenfalls
A(=v)+ X v=A-((—v)+v)=X-0,

und A - 0 ist gleich Null nach (i).
Zu (iv). Wir beweisen die dquivalente Aussage: Ist A-v = 0 und X # 0, so ist v = 0. Da
K ein Korper ist hat A ein Inverses A~! bzgl. -. Dann gilt:

v=1-wv (Axiom (iii))
=\t (A7 invers zu \)
=21 (\w) (Axiom (ii))
=110 (Annahme)
=0. (nach (i)) O

3.2.1 Untervektorraume

Definition 3.2.7 (Untervektorraum). Sei (V,+,-) ein Vektorraum tiber K. Eine Teilmenge
U C V heifit Untervektorraum, wenn sich die Abbildungen +: VxV — Vund -: KxV =V
zu Abbildungen +: U x U — U und -: K x U — U einschrédnken, und U mit diesen
eingeschréankten Verkniipfungen ein K-Vektorraum ist.

Ist U ein Untervektorraum eines K-Vektorraums (V, +, ), so betrachten wir immer U als
K-Vektorraum mit den eingeschrinkten Verkniipfungen. Um Untervektorrdume zu erkennen
verwenden wir folgendes Kriterium:
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Proposition 3.2.8 (Kriterium fiir Untervektorrdume). Sei V' ein Vektorraum tber K. Eine
Teilmenge U C V ist genau dann ein Untervektorraum, wenn folgende drei Bedingungen
erfiullt sind:

(i) U ist nicht leer.
(ii) Fir allev,w e U giltv+weU.
(i) Fir alleveU und A€ K gilt A\-v e U.
Auferdem gilt in diesem Fall:
(iv) Der Nullvektor 0 € V liegt in U, und ist auch der Nullvektor von U.

(v) Fir allev € U, der inverse Vektor —v € V liegt in U, und ist auch das Inverse von v

nU.

Beweis. Ist U ein Untervektorraum, so sind Bedingungen (ii) und (iii) nach Definition erfiillt.
AuBlerdem ist U nicht leer, da es als Vektorraum einen Nullvektor enthélt.

Umgekehrt, sei U C V eine Teilmenge, die die Bedingungen (i)—(iii) erfiillt. Nach (ii) und
(iii) schrinken sich die Verkniipfungen + und - auf U ein, und es ist zu zeigen, dass (U, +, -)
ein K-Vektorraum ist. Die Axiome (ii)—(iv) in der Definition eines Vektorraums, wie
auch die Assoziativitdt und Kommutativitdt von +, gelten fiir alle v,w € V und A\, 4 € K;
insbesondere gelten sie fir alle v,w € U und \,u € K. Es bleibt also zu zeigen, dass in U
ein neutrales Element und inverse Elemente bzgl. 4 existieren. Dazu gentigt es (iv) und (v)
zu beweisen. Nach Proposition iii) und dem Vektorraumaxiom 1 v = v gilt

(=) v=—=(1-v)=—v
fir alle v € V. Aus (iii) folgt, dass —v € U fiir alle v € U, d.h., es gilt (v). Nach (i) existiert
ein u € U. Da u+ (—u) =0, liegt 0 in U nach (v) und (ii), d.h., es gilt (iv). O

Beispiel 3.2.9. Sei V ein beliebiger K-Vektorraum. Dann sind {0} und V' Untervektorrau-
me von V.

Beispiel 3.2.10 (Ursprungsgeraden). Sei V ein K-Vektorraum und v € V' \ {0}. Dann ist
die Teilmenge
K-vi={Av|AeK}CV

ein Untervektorraum. Dieser Untervektorraum heiflt die von v aufgespannte Gerade in V.
Wenn K = R und V = R? oder R?, dann ist R - v eine Gerade im {iblichen Sinn: Sie ist
namlich die Gerade, die durch den Ursprung und v l4uft:

A

Beispiel 3.2.11 (Ursprungsgeraden iiber endlichen Korpern). Sei p eine Primzahl. Eine
Ursprungsgerade in einem IF,-Vektorraum besteht aus genau p Elementen. Folgendes Bild
zeigt alle vier Ursprungsgeraden in F3:
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Beispiel 3.2.12. Sei I eine beliebige Menge. Wir betrachten den K-Vektorraum K! =
Abb(I, K) aller Abbildungen von I nach K (siehe Beispiel |3.2.5). Sei K/) seine Teilmenge
bestehend aus aller Abbildungen, die auerhalb einer endlichen Teilmenge von I null sind:

KW = {f: I — K | es existiert J C I endlich, so dass f(I\J) C {0}}.

Dann ist K ein Untervektorraum von K’, denn: (i) Er enthélt den Nullvektor; (ii) falls
f1 auBerhalb J; und fy auBlerhalb Jo null sind, dann ist f; + fo auBlerhalb J; U Jo null; (iii)
falls f auflerhalb J null ist, dann ist A - f ebenfalls aulerhalb J null. Man beachte, dass
K = KT wenn I endlich ist.

Beispiel 3.2.13 (konvergente Folgen). Sei RY der R-Vektorraum aller Folgen in R. Dann
ist die Teilmenge

Konv(R) := {(2,)nen € RY | (2,,)nen konvergiert} ¢ RY

ein Untervektorraum. Dies folgt aus dem Kriterium[3:2.8] da die Summe zweier konvergenten
Folgen konvergiert, wie auch die Skalarmultiplikation einer konvergenten Folge mit einer
reellen Zahl.

Beispiel 3.2.14 (Funktionenrdume). Sei K = R und seien a < b reelle Zahlen. Nach Beispiel
ist die Menge Abb(][a, b], R) aller reellen Funktionen auf [a, b], versehen mit der punkt-
weisen Addition bzw. Skalarmultiplikation, ein R-Vektorraum. In der Analysis betrachtet
man viele verschiedene Sorten solcher Funktionen, und die entsprechenden Teilmengen von
Abb([a, b], R) sind oft Untervektorrdume. Das gilt zum Beispiel fiir stetige, differenzierbare,
stetig differenzierbare, beliebig oft differenzierbare und Riemann-integrierbare Funktionen.

Bemerkung 3.2.15 (Abhéngigkeit vom Grundkorper). Sei K C L eine Korpererweiterung
(siehe Beispiel. Dann kénnen wir jeden L-Vektorraum V als K-Vektorraum betrachten,
indem wir die Skalarmultiplikation -: LxV — V auf K xV einschranken. Ob eine Teilmenge
U C V ein Untervektorraum ist, hdngt davon ab, iiber welchem Koérper wir V' als Vektorraum
betrachten. Zum Beispiel ist R ein Untervektorraum von C, wenn wir C als R-Vektorraum
betrachten, aber nicht wenn wir C als C-Vektorraum betrachten. Deswegen sollten wir eher
von K-Untervektorrdumen sprechen, wenn solche Mehrdeutigkeiten moglich sind.

Proposition 3.2.16 (Durchschnitt von Untervektorraumen). Sei V' ein Vektorraum dber
K. Sind U W CV Untervektorriume, so ist U NW CV ein Untervektorraum.

Allgemeiner, ist (Us;)ier eine beliebige Familie von Untervektorrdumen von V, so ist
Nic; Ui CV ein Untervektorraum.

Beweis. Wir beweisen die allgemeinere Aussage mithilfe der Proposition Der Durch-
schnitt (;; U; ist nicht leer, da jedes U; den Nullvektor von V enthélt. Die Bedingungen
(ii) und (iii) fiir alle U; implizieren dieselben Bedingungen fiir ;. U;. O

Definition 3.2.17 (erzeugter Untervektorraum, Erzeugendensystem). Sei V' ein Vektor-
raum lber K und E C V eine Teilmenge.

o Der von E erzeugte Untervektorraum, oder die lineare Hiille von E, ist

Spang (E) := ﬂ U,
UEU(E)

wobei U(E) die Menge aller Untervektorrdume U C V mit E C U ist. Nach Propositi-
on 3.2.16|ist Spang (E) ein Untervektorraum von V, und zwar der kleinste Untervek-
torraum, der E enthalt.

o FE heifit Erzeugendensystem von V| falls Spang (E) = V.
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Ein Ausdruck der Gestalt .
S
i=1

mit n € N, \; € K und v; € V heiit Linearombination der Vektoren v;. Die folgende Pro-
position gibt eine explizite Beschreibung des Untervektorraums Spang (E) als die Menge
aller Linearkombinationen von Vektoren aus E. Insbesondere ist E genau dann ein Erzeu-
gendensystem von V', wenn jeder Vektor aus V eine Linearkombination von Vektoren aus E
ist.

Proposition 3.2.18. Sei V' ein Vektorraum dber K und E C V' eine Teilmenge. Dann gilt

Spang (E) = {Z i - v

i=1

neN, \; € K, vieE}.

(Dabei ist die leere Summe Z?:1 i - v; gleich 0, nach Notation|2.1.11})

Beweis. Zu D. Nach Definition gilt £ C Spang (F). Da Spang (E) ein Untervektorraum ist,
jede Summe Y7 | A; - v; auf der rechten Seite liegt in Spang (E).

Zu C. Sei U die Menge auf der rechten Seite. Es gilt £ C U. Nach Definition von
Spang (F) geniigt es also zu zeigen, dass U ein Untervektorraum von V ist. Dazu verwenden
wir das Kriterium Es gilt 0 € U, insbesondere ist U nicht leer. Bedingung (ii) ist
offensichtlich, und Bedingung (iii) folgt aus den Vektorraumaxiomen, da

i=1
Beispiel 3.2.19.
(i) Es gilt Spang (@) = {0}, weil {0} bereits ein Untervektorraum ist, der & enthélt.
(ii) Die Menge der Standardeinheitsvektoren {eq,...,e,} C K™ ist ein Erzeugendensystem
von K", da jeder Vektor z € K™ als
r=x1-€1+ - +Tp- ey
dargestellt werden kann.
(iii) Sei E C Q™ die Menge aller n-Tupel (z1,...,2,) mit z; > 7 fir alle 4, d.h., F =
(Q=7)™. Dann ist E ein Erzeugendensystem des Q-Vektorraums Q™, denn: Sei U C Q"

ein Untervektorraum, der E enthélt. Es gilt (8,...,8) € Fund e; + (8,...,8) € E fiir
alle 7 € {1,...,n}, und damit e; € U. Aus (ii) folgt, dass U = Q".

(iv) Sei I eine Menge und sei K’ der Vektorraum aller Abbildungen von I nach K (sie-
he Beispiel [3.2.5). Man kann jedem i € I einen ,Standardeinheitsvektor e; € K’
zuordnen, wobei

ei: I - K,

. 1, falls j =1,
J = .
0, fallsj #1.

Im Gegensatz zu (ii), wenn I unendlich ist, ist die Menge {e; | i € I} kein Erzeugen-
densystem von K. Denn jede Abbildung f: I — K, die eine Linearkombination der
Abbildungen e; ist, ist gleich Null auflerhalb einer endlichen Teilmenge von I. Es gilt
also

Spang ({e; |i € I}) = K c K7,

wobei K) der im Beispiel [3.2.12] definierte Untervektorraum ist.
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Beispiel 3.2.20. Sei K = R und seien u, v,w € R? drei Vektoren. Es gibt vier verschiedenen
geometrischen Moglichkeiten fiir Spang ({u, v, w}):

o Falls u =v =w =0, dann ist Spang({u, v, w}) = {0}.

e Falls die drei Vektoren auf derselben Ursprungsgerade G liegen, und nicht alle null
sind, dann ist Spang ({u,v,w}) = G.

o Falls die drei Vektoren auf derselben Ursprungsebene E liegen, aber nicht auf irgend-
einer Ursprungsgerade, dann ist Spang ({u,v,w}) = E.

o Falls die drei Vektoren auf keiner gemeinsamen Ursprungsebene liegen, dann ist
Spang ({u, v, w}) = R3, d.h., {u,v,w} ist ein Erzeugendensystem.

Definition 3.2.21 (endlich erzeugt). Ein K-Vektorraum V heiit endlich erzeugt, falls er
ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

Beispiel 3.2.22.

(i) Fir alle n € Nist K™ endlich erzeugt, da {ey, ..., e,} ein endliches Erzeugendensystem

von K™ ist (siehe Beispiel [3.2.19((ii)).

(ii) Ist I eine unendliche Menge, so sind K! und KD nicht endlich erzeugt. Das werden
wir spiter beweisen: Siehe Bemerkung [3.3.28

3.2.2 Quotientenvektorriume

Im Abschnitt haben wir den wichtigen Begriff des Quotienten einer Menge modulo
einer Aquivalenzrelation eingefiihrt. Wenn ~ eine Aquivalenzrelation auf einem Vektorraum
V ist, die mit der Vektorraumstruktur in geeigneter Weise vertriglich ist, dann vererbt
sich die Vektorraumstruktur auf die Quotientenmenge V/~. Dies fiihrt zum Begriff des
Quotientenvektorraum.

Proposition 3.2.23. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Sei ~y
die wie folgt definierte Relation auf V:

vepw <= v—w e U

(i) ~y ist eine Aquivalenzrelation auf V.

(ii) Die Aquivalenzklasse eines Vektors v bzgl. ~y ist

v+ U :={v+ulueU}

(iii) Die Quotientenmenge V/~y hat die Struktur eines K-Vektorraums mit folgender Ad-
dition und Skalarmultiplikation:

(v+U)+(w+U)=@w+w)+U,
A-(v4+U)= +U.

Das neutrale Element ist die Aquivalenzklasse von 0 € V, d.h., 0+ U = U, und das
inverse Element von v+ U ist (—v) + U.

Beweis. Zu (i). Die Reflexivitat von ~y folgt aus 0 € U und die Symmetrie folgt aus der
Implikation v € U = —u € U. Zur Transitivitdt: Es seien v ~y w und w ~y =z, d.h.,
v—w € U und w — z € U. Da die Addition zweier Vektoren aus U wieder in U liegt, gilt
v—z=w—w)+ (w—2z) €U, dh, v~y x.
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Zu (ii). Nach Definition ist die Aquivalenzklasse von v gleich
{lweV|w—veU}={weV|esexistiert u € U mit w=v+u}=v+U.

Zu (iii). Wir zeigen zunéchst, dass die Verkniipfungen + und - auf V/~g wohldefiniert
sind. Danach folgen die Vektorraumaxiome fiir V/~y unmittelbar aus den entsprechenden
Axiomen fiir V. Seien v ~y v/ und w ~y w'. Zu zeigen ist, dass

v4+w e~y v +w

und v~y v’

Dies folgt aus den Gleichungen (v +w) — (v +w') = (v — ') + (w — w') und Av — A’ =
Ao —0"). O

Definition 3.2.24 (Quotientenvektorraum). Sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein
Untervektorraum. Der in Proposition definierte K-Vektorraum V/~g heifit der Quo-
tientenvektorraum von V nach U und wird mit V/U (gelesen ,V modulo U“ oder ,,V durch
U“) bezeichnet.

Eine Teilmenge A C V der Gestalt A = v + U mit einem Untervektorraum U heifit
affiner Unterraum von V. Affine Unterrdume sind also verschobene Untervektorrdume. Der
Untervektorraum U ist eindeutig durch A bestimmt, da fiir jedes v € A gilt U = A — v. Der
Quotientenvektorraum V/U ist nach Definition die Menge aller affinen Unterrdume von V|
die parallel zu U sind.

Folgendes Bild stellt einen Untervektorraum U von R? und einen affinen Unterraum v+U
dar. Der Quotientenvektorraum R?/U ist die Menge aller Geraden, die parallel zu U sind:

A

v+ U
v U
3.3 Basen und Dimension
Im K-Vektorraum K™ spielt die Familie der Standardeinheitsvektoren (eq,...,e,) aus Defi-

nition[3.1.6]eine besondere Rolle. Ein Grund dafiir ist die folgende Eigenschaft: Jeder Vektor
x € K™ kann als eine Summe

x:x1.61+...+1’n.6n

dargestellt werden, mit eindeutig bestimmten Skalaren z1,...,x, € K. Wegen dieser Eigen-
schaft sagt man, dass die Familie (eq,...,e,) eine Basis von K™ ist. In diesem Abschnitt
werden wir Basen in allgemeinen Vektorraumen definieren. Wir werden beweisen, dass jeder
Vektorraum V' eine Basis besitzt, und auflerdem dass je zwei Basen von V dieselbe Léange
haben. Die Lédnge einer Basis von V heifit dann die Dimension von V. Beispielsweise ist die
Dimension von K™ gleich n.

3.3.1 Lineare Unabhiangigkeit

Definition 3.3.1 (lineare Unabhéngigkeit). Sei V' ein Vektorraum iiber K und sei (v;)ics
eine Familie von Elementen von V' (d.h., eine Abbildung I — V', i i v;).
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e Die Familie (v;);er heifit linear unabhdingig, wenn folgendes gilt: Fiir jede endliche
Teilmenge J C I und Skalarfamilie (\;);cs, ist ZjeJ)‘j -v; = 0, so folgt bereits
A; =0 fiir alle j € J.

e Die Familie (v;);er heifit linear abhdngig, wenn sie nicht linear unabhéngig ist, d.h.,
wenn es eine endliche Teilmenge J C I und eine Skalarfamilie (););es existiert, so dass
ZjEJ Aj-v; =0 und A; # 0 fiir mindestens ein j € J.

Z)\j"l)j

jeJ

Ein Ausdruck der Gestalt

mit J C I einer endlichen Teilmenge heifit Linearkombination der Familie (v;);er. Die
Definition der linearen Unabhéngigkeit wird oft folgendermafien formuliert: Es gibt keine
nicht-triviale Linearkombination der Familie (v;);cr, die gleich Null ist. Dabei heifit eine
Linearkombination ), ; A; - v; nicht-trivial, falls A; # 0 fiir mindestens ein j € J.

Beispiel 3.3.2. Die leere Familie (v;);cp ist immer linear unabhéngig.
Beispiel 3.3.3. Sei V ein K-Vektorraum und (v;);c; eine Familie von Vektoren aus V.

(i) Gibt es ¢ € I mit v; = 0, so ist die Familie (v;);er linear abhéngig: Die Linearkombi-
nation 1 - v; ist nicht-trivial aber gleich Null.

(ii) Gibt es i # j mit v; = vj, so ist die Familie (v;);¢r linear abhéngig, da v;+(—1)-v; = 0.

(iii) Folgendes Beispiel ist eine Verallgemeinerung von (i) und (ii). Es gebe einen Index
i € I und eine endliche Teilmenge J C I\ {i}, so dass v; eine Linearkombination von
(vj)jes ist, d.h., v; = EjeJ Aj - v; mit A\; € K. Dann ist die Familie (v;);es linear
abhingig.

Beispiel 3.3.4. Sei n € N. Die Familie der Standardeinheitsvektoren (e;);cq1,....n} in K"
ist linear unabhéngig. Denn seien Ay, ..., A\, € K mit ., A; - ¢; = 0. Nach Definition von
e; gilt

A1

i /\1 e = :
i=1 )\n

Ein n-Tupel ist genau dann gleich Null, wenn alle seinen Koordinaten gleich Null sind. Es
folgt also Ay =--- = A, =0.
Allgemeiner, die Familie (e;);e; im K-Vektorraum K7 ist linear unabhiingig (siche Bei-

spiel [3.2.19(iv)).

Bemerkung 3.3.5. Ob eine Familie (v;);e; linear unabhéngig ist kann nicht ,paarweise®
iiberpriift werden. Zum Beispiel sind alle drei Familien (e, es), (e1,e1 +e2) und (e, e1 +¢e2)
in K2 linear unabhiingig, aber die Familie (e1, e2, 1 + e2) ist linear abhiingig.

Beispiel 3.3.6. Sei K =R und V = R3.

« Ein einzelner Vektor v € R3 ist genau dann linear unabhingig, wenn v # 0, d.h., wenn
der von {v} erzeugter Untervektorraum eine Gerade ist.

o Zwei Vektoren v,w € R?® sind genau dann linear unabhingig, wenn der von {v,w}
erzeugter Untervektorraum eine Ebene ist.

e Drei Vektoren u, v, w € R3 sind genau dann linear unabhéngig, wenn der von {u, v, w}
erzeugter Untervektorraum der ganze Raum R? ist.

« Ein Familie bestehend aus mehr als drei Vektoren in R? kann nicht linear unabhingig
sein.
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Proposition 3.3.7 (Charakterisierung der linearen Abhéngigkeit). Sei (v;);cr eine Familie
in einem K-Vektorraum V. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) (vi)ier ist linear abhdngig.

(ii) FEiner der Vektoren in (v;);ecs ist eine Linearkombination der anderen. Das heifit: Es
existiert k € I, eine endliche Teilmenge J C I\ {k} und eine Familie (\;)je; von
Skalaren, so dass vg = _c; Aj - vj.

(iii) Es existiert eine Teilmenge J G I, so dass Spang ({v; |i € I}) = Spang ({v; | i € J}).

Beweis. Wir beweisen die Implikationen (i) = (ii) = (iii) = (i).

Zu (1) = (ii). Nach Definition gibt es eine endliche Teilmenge J C I und eine Familie
von Skalaren (A;);e.s, die nicht alle null sind, so dass ZjeJ Aj-v; =0.Sei k € J ein Index

mit Ay # 0. Dann gilt
—\:
Vi = Z ERAS Uj.

, Ak
jeI\{k}
Zu (ii) = (iii). Es seien k, J und (\;);es wie in (ii). Wir zeigen, dass
Spang ({v; | i € I'}) = Spang ({v; | i € I\ {k}}).

Zur Erinnerung ist Spang (E) der Durchschnitt aller Untervektorraume von V', die E ent-
halten. Die Inklusion D ist klar. Um die Inklusion C zu iiberpriifen, ist also zu zeigen, dass
folgendes fiir alle Untervektorraume U gilt:

{vilieI\{k}} CU = v, €U.

Nach Voraussetzung ist vp = > .y Aj - vj. Da J C I\ {k}, jedes v; mit j € J liegt in U.
Daraus folgt, dass v € U.
Zu (iil) = (i). Sei k € I\J. Da vy, € Spang ({v;]i € J}) kann man nach Proposition|3.2.18

schreiben:
v = Z As + Vs,
seS
wobei S C J eine endliche Teilmenge ist und die A; Skalare sind. Dann gilt

(-1 -’Uk—I-Z)\S -vg = 0.
seS

Da —1 # 0 ist diese Linearkombination nicht trivial, also ist (v;);es linear abhéngig. O

Um eine Charakterisierung der linearen Unabhéngigkeit zu erhalten, brauchen wir eine
wichtige Konstruktion.

Konstruktion 3.3.8. Sei F' = (v;);es eine Familie von Vektoren in einem Vektorraum V
iiber K. Diese Familie induziert eine Abbildung

pp: KO =V,
(Aier = Y Ai - v,

iel

Dabei ist KD die Menge aller Abbildungen I — K, die auerhalb einer endlichen Teilmenge
von I null sind (siehe Beispiel [3.2.12)). Obwohl I eine unendliche Menge sein konnte, ist die
obige Summe Zie ; Ai-v; sinnvoll, da nur endlich viele Summanden nicht null sind. Genauer

kénnte man schreiben:
or((Ni)ier) = Z PYRE N
ie{iel | X\;#0}
Man bemerkt, dass man die Familie F' aus der Abbildung ¢ zuriickbekommen kann, da
v; = gop(ei).
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Proposition 3.3.9 (Charakterisierung der linearen Unabhéngigkeit). Sei F' = (v;);er eine
Familie in einem K-Vektorraum V. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) F ist linear unabhdngig.
(ii) Die von F induzierte Abbildung or: K1) — V ist injektiv.

Beweis. Zu (i) = (ii). Bs seien (\;)ier und (u;)ies zwei Elemente von K mit

ZM'%ZZM'%-

iel iel

Diese Gleichung bedeutet, dass

ZM'WZZM'MA

ieJ ieJ

wobei J C I eine endliche Teilmenge ist, so dass \; = p; = 0 fir alle ¢ € I'\ J. Daraus folgt:

Z()\i — pi) v = 0.

icJ

Aus der linearen Unabhéngigkeit von (v;);cs folgt jetzt A; — pu; = 0 fiir alle ¢ € J. Also gilt
i = p fiir alle i € 1, d.h., (A\y)ier = (pi)icr-

Zu (ii) = (i). Sei J C I eine endliche Teilmenge und 3, ; A;-v; eine Linearkombination,
die gleich Null ist. Zu zeigen ist, dass \; = 0 fiir alle j € J. Man kann die Familie ();),cs zu
einer Familie (\;);e; € K fortsetzen, indem man \; = 0 setzt, falls i € I'\J. Die Abbildung
op: KO =V bildet dann (\;);e; auf 0 ab. Sie bildet auch die Nullfamilie (0);c; auf 0 ab.
Aus der Injektivitit von pp folgt, dass (A;)ier = (0)ier- O

3.3.2 Basen

Definition 3.3.10 (erzeugende Familie). Sei V ein Vektorraum tiber K. Eine Familie (v;);cr
in V heifit erzeugend, wenn {v; | i € I} ein Erzeugendensystem ist. Man sagt auch, dass die
Familie (v;);cs selbst ein Erzeugendensystem ist.

Definition 3.3.11 (Basis). Sei V ein Vektorraum tiber K. Eine Basis von V ist eine erzeu-
gende linear unabhéngige Familie in V.

Beispiel 3.3.12. Die Familie der Standardeinheitsvektoren (eq,...,e,) ist eine Basis von
K™: Sie ist erzeugend (Beispiel [3.2.19(ii)) und linear unabhéingig (Beispiel [3.3.4)). Diese Basis
heit Standardbasis von K™.

(ei)ier in K ist linear unabhéngig (Beispiel [3.3.4) und erzeugt den Untervektorraum K )

(Beispiel [3.2.19(iv)). Sie ist also eine Basis von

Bemerkung 3.3.14 (Unabhingigkeit der Reihenfolge). Sei (v;);es eine Basis von V' und
o: 1 — I eine Permutation von I (Definition [2.2.5)). Dann ist (v,(;))ics wieder eine Basis
von V. Insbesondere, fiir alle o € Sy, ist die Familie (e(1),...,€q(n)) eine Basis von K.

Beispiel 3.3.13. Sei I eine beliebige Menge. Die Familie der Standardeinheitsvektoren
K

Beispiel 3.3.15.
(i) Die folgenden Familien sind Basen von K2: (ea,e1), (—e1,e2), (e1,e1 + e2).

(ii) Ob die Familie (e; + e2,e1 — e2) eine Basis von K? ist, hingt von der Characteristik
von K ab. Falls die Charakteristik von K gleich 2 ist, dann gilt e; +e3 = €7 — e, und
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damit ist die Familie linear abhéngig. Falls die Charakteristik von K nicht gleich 2 ist,
also falls 2 # 0 in K, dann existiert 1/2 in K, und es gilt

e = %((61 +ez)+(e1 —e2)) und ex= %((61 +e2) — (e1 — e2)).

Dies zeigt, dass die Familie (e; + e, e1 — ea) erzeugend ist. Sie ist auch linear unab-
héngig, denn: Sei A\, p € K mit

Aep +e2) +pler —ex) =0, dh, (A+pler + (A —pes =0.

Nach der linearen Unabhéngigkeit von (e1,ez) gilt A+ p =0 und A — = 0. Aus der
zweiten Gleichung folgt A = u, und aus der ersten 2A = 0. Da 2 = 0 in K, folgt A = 0.

(iii) Die folgenden Familien sind Basen von K?®: (ea,es3,e1), (e1,e1 + ea,e1 + ea + e3),
(e1+e2,e1 +e3,e1 + €2 + e3).

(iv) Die Familie (e; + e, €1 + e3,e2 + e3) ist genau dann eine Basis von K32, wenn die
Charakteristik von K nicht gleich 2 ist.

Proposition 3.3.16. Sei (v;)ics eine Basis von einem K-Vektorraums V. Zu jedem Vektor
v € V gibt es eine eindeutige Familie (\;);c; von Skalaren, die null auferhalb einer endlichen

Teilmenge von I sind, so dass v =7, ; \i - v;.

Beweis. Da v € Spang ({v; | i € I}), eine solche Familie (\;);cs existiert nach Propositi-
on [3.2.18] Die Eindeutigkeit der Familie folgt aus Proposition [3.3.9 O

Definition 3.3.17 (Koordinatenvektor). Sei B = (v;)er eine Basis eines K-Vektorraums V
und sei v € V. Die Familie (\;);es € K@ aus Proposition [3.3.16|heif3t der Koordinatenvektor
von v bzgl. der Basis B und wird mit [v]p bezeichnet.

Bemerkung 3.3.18. Sei F' = (v;);er eine Familie von Vektoren in V. Ob diese Familie
erzeugend, linear unabhéngig oder eine Basis ist, ldsst sich durch die induzierte Abbildung

op: KU -V,
(Nidier = Y Ai - v,

iel
aus Konstruktion [3.3.§ durchsichtig ausdriicken. Es gilt ndmlich:
(i) F ist genau dann erzeugend, wenn @p surjektiv ist (nach Proposition .
(ii) F ist genau dann linear unabhéngig, wenn ¢p injektiv ist (nach Proposition .
(iii) F' ist genau dann eine Basis, wenn ¢p bijektiv ist (nach (i) und (ii)).

Falls F' eine Basis ist, ist der Koordinatenvektor von einem v € V bzgl. F' gleich ga}l(v) €
KW,

Proposition 3.3.19 (Charakterisierung von Basen). Sei V' ein Vektorraum dber K und
(vi)ier eine Familie in V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) (vi)ier ist eine Basis von V.

(ii) (v;)ier st eine maximale linear unabhingige Familie, d.h., sie ist linear unabhdngig,
und fiir jede linear unabhdngige Familie (vj)jes mit I C J gilt I = J.

(iii) (v;)ier ist eine minimale erzeugende Familie, d.h., sie ist erzeugend, und fiir jede
erzeugende Familie (vj)jey mit J C I gilt I = J.
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Beweis. Wir beweisen die beide Aquivalenzen (i) < (ii) und (i) < (iii).

Zu (i) = (ii). Sei (v;)icr eine Basis und (v;);ecs eine Familie mit I C J. Falls I # J,
dann ist (vj);ecs linear abhéngig nach Proposition (iii) = (i).

Zu (ii) = (i). Zu zeigen ist, dass die Familie (v;);c; erzeugend ist. Sei v € V ein beliebiger
Vektor. Wenn man v zu der Familie (v;);cr hinzufiigt, erhilt man aufgrund der Maximalitét
von (v;);cs eine Familie, die linear abhéngig ist. Es gibt also eine nicht-triviale Linearkom-
bination der Vektoren v; und v, die gleich Null ist. Da (v;);er linear unabhéngig ist, muss
der Koeflizient von v in einer solchen Linearkombination nicht null sein. Daraus folgt, dass
v eine Linearkombination der Vektoren v; ist, wie gewiinscht.

Zu (i) = (iii). Sei (v;)ics eine Basis und J C I eine Teilmenge mit J # I. Zu zeigen
ist, dass die Familie (v;);jes nicht erzeugend ist. Aber wenn sie erzeugend wére, dann wére
(v;)ier linear abhéngig sein, nach Proposition [3.3.7] (iii) = (i).

Zu (iii) = (i). Man hat zu zeigen, dass die Familie (v;);es linear unabhéngig ist. Wenn
nicht, dann existiert nach Proposition m (i) = (iii) eine Teilmenge J G I, so dass die
Familie (v;);es erzeugend ist. Aber das steht im Widerspruch zur Minimalitit von (v;);e;.

O

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Struktursétze fiir Vektorrdume. Wir werden
ihn sehr haufig verwenden.

Satz 3.3.20 (Basiserginzungssatz). Sei V ein K-Vektorraum.

(i) Sei (v;)icr eine erzeugende Familie in V' und sei J C I eine Teilmenge, so dass (v;)ic.
linear unabhdngig ist. Dann existiert eine Menge L mit J C L C I, so dass (v;)icL
eine Basis von V ist.

Insbesondere:

(ii) Jede erzeugende Familie (v;)icr in 'V kann zu einer Basis eingeschrinkt werden, d.h.,
es existiert eine Teilmenge J C I, so dass (v;);cy eine Basis ist.

(iii) Jede linear unabhingige Familie (v;);cr in V kann zu einer Basis erginzt werden, d.h.,
es existiert eine Indexmenge J O I und Vektoren v; fir j € J\ I, so dass (vj)jes eine
Basis ist.

Beweis. Aussage (ii) ist der Sonderfall von (i) mit J = &. Aussage (iii) folgt aus (i), indem
wir zuerst die gegebene Familie (v;);er zu einer erzeugenden Familie ergéinzen, z.B. zu einer
Familie, die alle Vektoren aus V' enthélt.

Wir beweisen (i) zunéchst im Spezialfall, dass I endlich ist, da der Beweis in diesem
Fall einfacher ist. Wir beweisen die Existenz von L durch vollstdndige Induktion tiber die
Miéchtigkeit von I'\ J (Korollar [1.2.23)). Falls (v;);cs bereits erzeugend ist, kann man L = J
nehmen. Andernfalls gibt es einen Index k € I'\ J, so dass vy ¢ Spang ({v; |7 € J}). Dann
ist die Familie (v;);ejuix) linear unabhéngig, denn: Sei

i€ JU{k}
mit \; € K. Es gilt A\, = 0, sonst wére
Ai
ieJ

und damit wiirde vy in Spang ({v; | i € J}) liegen. Alle anderen \; sind dann auch null,
da (v;)ies linear unabhingig ist. Die Méchtigkeit von I\ (J U {k}) ist kleiner als die von
I'\ J. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es eine Menge L mit JU{k} C L C I, so dass
(vi)ier, eine Basis von V ist. Damit ist (i) im Fall einer endlichen Menge I bewiesen.
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Wir beweisen jetzt den allgemeinen Fall. Sei
A:={L|JCLCIund (v;)icr ist linear unabhingig} C P(I).

Wir betrachten A als partiell geordnete Menge beziiglich der Inklusionsrelation C. Wir
behaupten, dass A ein maximales Element L.y besitzt, und dass die Familie (v;)icr,,..
eine Basis ist. Um zu zeigen, dass A ein maximales Element besitzt, verwenden wir das
Zornsche Lemma |1.4.22} Es geniigt zu zeigen, dass jede Kette B C A eine obere Schranke
besitzt. Falls B = &, dann ist J eine obere Schranke von B. Andernfalls betrachten wir die
Vereinigung B = J; .5 L. Da B total geordnet und nicht leer ist, gibt es zu jeder endlichen
Teilmenge E C B ein L € B mit £ C L (das kann mann leicht durch Induktion tiber
|E| nachpriifen). Fiir jede endliche Teilmenge F C B ist also die Familie (v;);cg linear
unabhéngig, und daher ist die ganze Familie (v;);ep linear unabhingig. Das heifit: Es gilt
B € A, und damit ist B eine obere Schranke von B.

Nach dem Zornschen Lemma existiert also ein maximales Element L., € A. Es bleibt
zu zeigen, dass {v; |7 € Lax} ein Erzeugendensystem ist. Nach Voraussetzung ist {v; |i € I}
ein Erzeugendensystem. Deswegen geniigt es zu zeigen, dass vy, € Spang ({v; |7 € Liax}) fiir
jedes k € I'\ Linax. Da Lyax maximal in A ist, ist die Familie (v;);er,,..u{x} linear abhéngig:
Es gibt Skalare A;, i € Lyax U {k}, die nicht alle null sind, so dass

1€ LimaxU{k}

Es muss eigentlich A, # 0 gelten, da (v;);cr,,., linear unabhingig ist. Wir diirfen also durch
Ak dividieren, und erhalten
Ai
Vg = — Z )\7 c V.

1€ Lmax k

Also gilt vg, € Spang ({v; | © € Limax}), wie gewiinscht. O

Bemerkung 3.3.21. Die Beweise des obigen Satzes im Fall einer endlichen Teilmenge I und
im allgemeinen Fall waren sehr d&hnlich. Der Unterschied war nur, dass wir im allgemeinen
Fall das Induktionsprinzip durch das Zornsche Lemma ersetzen mussten. Das ist eigentlich
ein typisches Anwendung des Zornschen Lemmas: Es ist oft der Fall, dass Aussagen, die bei
endlichen Mengen durch Induktion bewiesen werden kénnen, auch bei unendlichen Mengen
mit dem Zornschen Lemma bewiesen werden kénnen.

Beispiel 3.3.22. Die Familie (e1, e2,e3,e1+ea+e3) in K3 ist erzeugend, und die Teilfamilie
(e1,€1 + e + e3) ist linear unabhéngig. Nach Satz i) gibt es eine Basis zwischen den
beiden Familien. In diesem Fall sind beide Familien (ey, ea, e1+es+e3) und (eq, e3, e1+ex+e3)
Basen von K3.

Korollar 3.3.23 (Existenz von Basen).
(i) Jeder K-Vektorraum besitzt eine Basis.
(ii) Jeder endlich erzeugte K -Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

Beweis. Sei V ein K-Vektorraum und sei (v;);er eine erzeugende Familie, z.B. (v),ecy. Nach
Satz ii), kann diese Familie zu einer Basis eingeschrinkt werden. Falls V' endlich
erzeugt ist, gibt es eine solche Familie mit einem endlichen I, and damit erhalten wir eine
endliche Basis. O

Lemma 3.3.24 (Austauschlemma). Sei V' ein K-Vektorraum, (v;)icr eine Basis von V
und w € V. Sei I' C I eine Teilmenge, so dass w ¢ Spang ({v; | i € I'}); zum Beispiel,
I' = @ und w # 0. Dann existiert ein Index k € I\ I', so dass die Familie, die sich aus
(vi)icr ergibt, wenn vg gegen w ausgetauscht wird, wieder eine Basis von V ist.
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Beweis. Da (v;);cr eine Basis ist, kann man schreiben

w="\i-v, (3.3.25)

el

wobei die Skalare \; € K alle null sind, aufler endlich viele. Es gibt dann ein k € I\ I’ mit
Ak # 0, sonst wiirde w in Spang ({v; | i € I'}) liegen. Sei (9;);e; die Familie mit

v =
w, fallsi=k.

~ {Ui, falls i # k,

Die Famile (9;);c; ist erzeugend, da

1 I
vk:)\—k w—_ Z Ai+v; | € Spang ({0; | € I}).
i€I\{k}

Die Familie (;);e; ist linear unabhéngig, denn: Sei

D pi B =0 (3.3.26)

el
mit (p;)ier € KD, Aus (3.3.25) und (3.3.26)) folgt:

0=pu-w+ Z ti - vi = (k- Ak) - vk + Z (1k = Ai + i) - vi.
ieI\{k} iel\{k}

Da (v;)ier linear unabhéngig ist, sind uy - A, und py - A; + p; mit ¢ € I'\ {k} alle null. Aus
Ak # 0 folgt jetzt, dass pp = 0, und daher auch dass p; = 0 fiir alle ¢ € T\ {k}. O

Satz 3.3.27 (alle Basen haben dieselbe Lénge, endlicher Fall). Sei V' ein endlich erzeugter
K-Vektorraum.

(i) Ist (vi)ier eine Basis von V., so ist die Menge I endlich.
(ii) Sind (v1,...,v,) und (w,...,wy) 2wei Basen von 'V, so gilt n = m.

Beweis. Da V endlich erzeugt ist, existiert nach Korollar [3.3.23| eine Basis (by,...,b,) von
V mit n € N. Sei (v;);er eine beliebige Basis von V. Wir behaupten, dass es paarweise
verschiedene Indizes i1, ...,i, € I gibt, so dass die Familie (7;);c; mit

. b, fallsi =1, mit k€ {1,...,n},
vV =
v;  andernfalls,

eine Basis von V ist. Dazu verwenden wir n-mal das Austauschlemma: Sind die Indizes

i1,...,15—1 schon gefunden, wenden wir das Austauschlemma mit I’ = {41,...,4,—1} und
w = by an, um das Index i zu erhalten. Da (by,...,b,) eine mazimale linear unabhingige
Familie ist (Proposition[3.3.19), folgt daraus, dass I = {iy, ..., i, }. Insbesondere ist I endlich
der Méchtigkeit n, was beide (i) und (ii) beweist. O

Bemerkung 3.3.28. Ist I eine Menge, so hat K!) die Basis (e;);e; (Beispiel [3.3.13). Nach
Satz[3.3.27(1), falls I unendlich ist, dann ist K /) nicht endlich erzeugt. Da die Familie (e;);cr
zu einer Basis von K ergéinzt werden kann (Satz [3.3.20[(iii)), ist K! ebenfalls nicht endlich
erzeugt.

Man kann Satz[3.3.27|(ii) auf beliebige Vektorrdaume verallgemeinern, mithilfe des Begriffs
der Gleichméchtigkeit (Definition [1.3.28)):
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Satz 3.3.29 (alle Basen haben dieselbe Lénge, allgemeiner Fall). Seien (v;)ier und (w;);es
zwet Basen eines K-Vektorraums V. Dann sind I und J gleichmdchtig.

Beweis. Falls V' endlich erzeugt ist, folgt dies bereits aus dem Satz [3.3.27] Wir diirfen
deshalb annehmen, dass I und J unendlich sind. Jedes v; ldsst sich eindeutig als Line-
arkombination der Vektoren w; schreiben. Sei J; C J die endliche Teilmenge aller Indizes
J, so dass der Koeffizient von w; in dieser Linearkombination nicht null ist. Es gilt dann

v; € Spang ({w, | j € J;}) und daher
i€l J}) :
iel

Da (w;);es eine Basis ist, und damit eine minimale erzeugende Familie (PI‘OpOSitiOH,
gilt U;c; Ji = J. Aus dem Satz folgt, dass |J| < |I]. Auf symmetrische Weise folgt
|I| < |J|. Nach dem Satz von Cantor-Bernstein—Schréder (Satz sind also I und J
gleichméchtig. O

V = Spang ({v; | i € I}) C Spang <{wj

3.3.3 Dimension

Definition 3.3.30 (Dimension, endlich-dimensional, unendlich-dimensional). Sei V ein K-
Vektorraum. Die Dimension von V,

dimg (V) € NU {0},
wird wie folgt definiert:

o Falls V endlich erzeugt ist, ist dimg (V) € N die Linge irgendeiner Basis von V, die
nach Satz [3.3.27] eine wohldefinierte natiirliche Zahl ist. In diesem Fall sagt man auch,
dass V' endlich-dimensional ist.

o Falls V nicht endlich erzeugt ist, setzt man dimg (V') := oo. In diesem Fall heifit V
unendlich-dimensional.

Bemerkung 3.3.31 (Dimension als Méchtigkeit). Die Dimension eines unendlich-dimensio-
nalen K-Vektorraums V kann genauer als die Méchtigkeit irgendeiner Basis von V' definiert
werden, die nach Satz [3.3.29] wohldefiniert ist.

Beispiel 3.3.32.

(i) Es gilt dimg(K™)

n, da (e1,...,e,) eine Basis von K™ ist. Insbesondere gilt

(ii) Es gilt dimg (V) = 0 genau dann, wenn V' = {0} (die leere Familie ist eine Basis des
trivialen Vektorraums {0}).

(iii) Ist (vy,...,vy) eine linear unabhéngige Familie in einem K-Vektorraum V', so ist die
Dimension des Untervektorraums Spang ({v1,...,v,}) gleich n.

(iv) Sei I eine Menge. Der K-Vektorraum K () hat dann die Basis (e;);cs. Falls I unend-
lich ist, ist also dimg (K)) = co. Im Sinne der Bemerkung [3.3.31| ist genauer die
Dimension von K gleich der Méchtigkeit von I.

Bemerkung 3.3.33 (Abhéngigkeit vom Grundkérper). Wenn K C L eine Korpererweite-
rung ist, kann jeder L-Vektorraum V als K-Vektorraum betrachtet werden (siche Bemer-
kung [3.2.15)). Es gilt dann dimz(V) < dimg(V), da jede L-Basis von V auch K-linear
unabhéngig ist, und daher zu einer K-Basis erginzt werden kann (nach Satz iii)). Im
Allgemeinen ist aber dimy, (V) # dimy (K). Zum Beispiel, dim¢(C) = 1 aber dimg(C) = 2:
(1,4) ist eine Basis von C als R-Vektorraum.
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Proposition 3.3.34 (Basen in endlich-dimensionalen Vektorrdumen). Sei V' ein Vektor-
raum Gber K mit dimg (V) =n < oo, und sei B = (vy,...,vy) eine Familie von n Vektoren
aus V. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) B ist eine Basis.
(ii) B ist erzeugend.
(iii) B ist linear unabhdngig.

Beweis. Nach Definition gelten (i) = (ii) und (i) = (iii). Falls B erzeugend bzw. linear
unabhéngig ist, dann kann B nach Satz zu einer Basis B’ eingeschriankt bzw. erginzt
werden. Die Basis B’ muss nach Satz aus n Vektoren bestehen, also gilt B = B'.
Insbesondere war B bereits eine Basis. O

Proposition 3.3.35 (Dimension von Untervektorrdumen). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann ist U auch endlich-dimensional und
dimg (U) < dimg (V). Falls U #V gilt eigentlich dimg (U) < dimg (V).

Beweis. Nach Korollarbesitzt U eine Basis (u;);ecr. Die Familie (u;);¢ ist insbesonde-
re linear unabhéngig, und kann nach Satz iii) zu einer Basis von V ergénzt werden, die
endlich ist nach Satz[3.3.27](i). Dies zeigt, dass I endlich ist und dass dimg (U) < dimg (V).

Zur letzten Aussage beweisen wir die Kontraposition. Falls dimg (V) = dimg (U), dann
muss (u;);es bereits eine Basis von V' sein, und daher muss U = V sein. O]

Definition 3.3.36 (Summe von Untervektorrdumen). Sei V' ein K-Vektorraum und seien
U, W C V zwei Untervektorrdume. Die Summe von U und W ist der Untervektorraum

U+ W :=Spang(UUW) C V.

Nach Proposition [3.2.18] gilt
U+W={u+w|ueUund we W}

Satz 3.3.37 (Dimensionsformel fiir Untervektorrdume). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K -Vektorraum und seien U, W C V' Untervektorraume. Dann gilt

dimg (U + W) = dimg (U) + dimg (W) — dimg (U NW).

Es ist hilfreich, diese Dimensionsformel im Fall K = R und V = R? explizit zu unter-
suchen. Untervektorraiime von R? sind {0}, Ursprungsgeraden, Ursprungsebenen, und R3
selbst. Seien zum Beispiel U, W C R3 zwei Ursprungsebenen. Falls U # W, dann ist U N W
eine Gerade und ist U + W = R3, und die Dimensionsformel lautet 3 = 2 + 2 — 1. Falls
U=W,danngilt U =W = UNW = U+ W, und die Dimensionsformel lautet 2 = 24+2—2.
Es ist natiirlich unmoglich, dass UNW = {0}; das lisst sich auch aus der Dimensionsformel
ableiten, da 2 + 2 — 0 = 4 aber dimg(U + W) < dimg(R?®) = 3. In héherer Dimension
gibt es jedoch Ebenen, die nur in einem Punkt treffen, z.B. die Ebenen Spang({e1,e2}) und
Spang ({es, eq}) in R

Beweis. Es folgt aus Proposition [3.3.35] dass U, V, U + V, und U NV endlich-dimensional
sind. Sei (vy,...,v,) eine Basis von U N W. Nach Satz [3.3.20(iii) konnen wir diese Basis zu
einer Basis (v1,...,Un, u1,...,up) von U und zu einer Basis (v1,..., v, w1,...,w,) von W
ergianzen. Dann gilt dimg (U) = n + p, dimg (W) = n + ¢, dimg (U N W) = n. Wir miissen
also zeigen, dass

dimg(U4+W)=(n+p)+(n+q¢) —n=n+p+q.
Dazu zeigen wir, dass die Familie

(V1se ey Uny Uty e e ey Uy W, e 5 W)
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eine Basis von U + W ist. Sie erzeugt U + W, weil sie Basen von U sowie W enthilt. Es
bleibt die lineare Unabhéngigkeit nachzupriifen. Sei also

n P q
STNicvid piui+ Y vwp =0 (3.3.38)
i=1 j=1 k=1

N——— N— —
ceunw cU ew

mit A;, 5, v, € K. Aus dieser Gleichung folgt, dass die Summe Z§:1 pj-uy in UNW liegt.

Da (v1,...,v,) eine erzeugende Familie von U NV ist, gibt es Skalare \; € K, so dass
n
Donug =) A
j=1 i=1
Aus der linearen Unabhéngigkeit von (vi,...,vn,u1,...,up) folgt insbesondere, dass p1 =
-+ = pt, = 0. Wenn wir die Rollen von U und W vertauschen, erhalten wir gleichfalls
v =--- =14 = 0. Von der Gleichung (3.3.38) bleibt iibrig
Z )\i UV = 0.
i=1
Da (v1,...,v,) linear unabhéngig ist, folgt schlieflich A\; = --- =\, = 0. O

Definition 3.3.39 (komplementére Untervektorrdume). Sei V' ein K-Vektorraum. Zwei
Untervektorraume U, W C V heiflen komplementdr, wenn folgende Bedingungen gelten:

U+W =V und UNW ={0}.

Man sagt auch, dass W zu U in V' komplementér ist, oder dass W ein direktes Komplement
von U in V ist.

Beispiel 3.3.40. Sei (v;);er eine Basis eines K-Vektorraums V' und seien I’ I” C T dis-
junkte Teilmengen mit I = I'UI”. Dann sind die Untervektorrdume Spang ({v;|i € I'}) und
Spang ({v;]i € I"}) komplementér. Beispielsweise sind Spang ({e1, es}) und Spang ({e2, e4})
komplementére Untervektorrdume von K*4.

Proposition 3.3.41 (Charakterisierung von komplementéiren Untervektorrdumen). Sei V
ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und seien U, W C V Untervektorraume. Die fol-
genden Aussagen sind daquivalent:

(i) U und W sind komplementdr.
(ii) U+ W =V und dimg (V) = dimg (U) + dimg (W).
(iif) UNW = {0} und dimg (V) = dimg (U) + dimg (W).

Beweis. Die Implikationen (i) = (ii) und (i) = (iii) folgen aus dem Satz [3.3.37| und der
Definition von komplementéren Untervektorraumen. Wir nehmen jetzt an, dass dimg (V) =
dimg (U) 4+ dim g (W). Nach dem Satz [3.3.37| gilt dann

dimg (V) = dimg (U + W) + dimg (U N W).

Falls U+ W =V, dann gilt dimg (UNW) =0, d.h.,, UNW = {0}. Falls UNnW = {0}, dann
gilt dimg (U + W) = dimg (V), und daher U + W = V nach Proposition [3.3.35 O

Beispiel 3.3.42. Eine Ursprungsgerade G und eine Ursprungsebene E in R3 sind genau
dann komplementéar, wenn G N E = {0}.
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Proposition 3.3.43 (Existenz von komplementédren Untervektorrdumen). Sei V' ein K-
Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum. Dann existiert ein Untervektorraum W C 'V,
der komplementdir zu U in V ist.

Beweis. Sei (v;);cs eine Basis von U. Nach Satz [3.3.20[(iii) gibt es eine Menge J O I und
Vektoren v; € V fiir alle j € J\ I, so dass die ergénzte Familie (v;);c eine Basis von V ist.
Sei dann W der von {v; | j € J \ I'} erzeugte Untervektorraum von V. Nach Konstruktion
gilt U+ W =V, und es bleibt zu zeigen, dass U N W = {0}. Jedes v € U N W kann als

U:Z)\jwj und v = Z Aj U5

jel jeINI

dargestellt werden. Aus der linearen Unabhéngigkeit von (v;);e.s folgt, dass alle A; null sind,
und daher dass v = 0. O

Bemerkung 3.3.44. Im Allgemeinen hat ein Untervektorraum U C V viele verschiedene
komplementire Untervektorrdume. Zum Beispiel, wenn U C K? die von e; aufgespannte
Gerade ist, dann ist jede andere Ursprungsgerade komplementir zu U. Man darf also nicht
von dem komplementidren Untervektorraum sprechen.

Es ist moglich, je zwei Vektorrdume U und W als komplementire Untervektordume eines
grofleren Vektorraum U @& W zu betrachten:

Definition 3.3.45 (direkte Summe). Seien U und W Vektorrdume iiber K. Die direkte
Summe U @ W von U und W ist das kartesische Produkt U x W, versehen mit den kompo-
nentenweisen Addition und Skalarmultiplikation, d.h.:

(u,w) + (v, w") = (u+ v, w+w)
A (u,w) = (Au, Aw).

Man kann leicht nachpriifen, dass U & W mit diesen Verkniipfungen ein K-Vektorraum
ist (siehe Lemma fiir einen dhnlichen Beweis). Die direkte Summe U @& W heifit auch
das Produkt von U und W, und kann auch mit U x W bezeichnet werden. Nach Proposition
sind U x {0} und {0} x W Untervektorrdume von U @& W, und es ist klar, dass sie
komplementére Untervektorrdume sind. Auflerdem kénnen U und W durch die injektiven
Abbildungen

U—-UpW, W—-UaeW,
u > (u,0) w > (0, w)

mit diesen Untervektorrdumen von U @ W identifiziert werden. Das heift, wenn wir den
Vektor v € U mit dem Paar (u,0) identifizieren, dann ist die Addition bzw. die Skalar-
multiplikation auf U dieselbe wie die auf dem Untervektorraum U x {0} € U & W. Solche
Identifizierungen werden wir spater mit dem Begriff des Isomorphismus préziser machen
(siehe Definition [£.1.14). Es gilt insbesondere

nach Satz 3337

Proposition 3.3.46 (Dimensionsformel fir Quotientenvektorraume). Sei V' ein endlich-
dimensionaler K -Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann gilt

Beweis. Nach Satz [3.3.20(iii) gibt es eine Basis (v;);c; von V und eine Teilmenge J C I,
so dass (v;)iecs eine Basis von U ist. Es geniigt zu zeigen, dass (v; + U);cy\ s eine Basis von
V/U ist.
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e {v;+UlieI\J} ist ein Erzeugendensystem. Seiv = .

ic1 Aivi ein beliebiger Vektor
aus V. Die Differenz v — ZieI\J Av; liegt in U, und daher gilt

vt U= > Niwi | +U= Y N (vi+0)

iel\J i€I\J
in V/U.

(vi + U)ien\g st linear unabhdngig. Es sei

Z Ni- (i +U)=0+U
i€I\J

mit \; € K. Diese Gleichung bedeutet, dass nJ Aiv; € U. Es gibt also Skalare
A € K fir alle ¢ € J, so dass

i€I\J ieJ

Aus der linearen Unabhéngigkeit von (v;);er folgt, dass A; = 0 fiir alle ¢ € I, und
insbesondere fur alle ¢ € I\ J, wie gewiinscht. O
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Kapitel 4

Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel wird ein Grundkérper K immer wieder festgelegt.

4.1 Lineare Abbildungen

Wir fangen mit der Definition an:

Definition 4.1.1 (lineare Abbildung). Seien V, W zwei Vektorrdume iiber K. Eine lineare
Abbildung, oder genauver K -lineare Abbildung, von V nach W ist eine Abbildung f: V — W
mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle v,0" € V gilt
flo+v') = f(v) + f().

(ii) Fir alle v € V und A € K gilt
f-v) =A-f(v).

Lineare Abbildungen heiflen auch Vektorraumhomorphismen. Die Menge aller K-linearen
Abbildungen von V nach W wird mit Homg (V, W) bezeichnet.

Bemerkung 4.1.2. Die linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen sind die Abbildun-
gen, die mit der Vektorraumstruktur vertraglich sind. Jedes Mal, wenn wir eine Art von
»2Mengen mit Struktur® einfithren, wie z.B. Gruppen, Korper, Vektorraume, partiell geord-
nete Mengen usw., gibt es normalerweise eine entsprechende Art von Abbildungen zwischen
denen, die mit dieser Struktur vertriglich sind. Zum Beispiel:

e Seien G und H Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus von G nach H ist eine Ab-
bildung f: G — H, so dass fir alle g,¢’ € G gilt: f(g-¢') = f(g) - f(¢).

e Seien K und L Korper. Ein Kérperhomomorphismus von K nach L ist eine Abbildung
f: K — L, die mit beiden Verkniipfungen + und - vertréglich ist und auflerdem 1 auf
1 abbildet.

e Seien X und Y partiell geordnete Mengen. Eine monotone Abbildung (oder Ordnungs-
homomorphismus) von X nach Y ist eine Abbildung f: X — Y, so dass fir alle
' € X gilt: z <2’ = f(x) < f(y).

Dieses Phédnomen ist der Ausgangspunkt der Kategorientheorie. Man beachte, dass eine K-
lineare Abbildung von V nach W insbesondere ein Gruppenhomomorphismus von (V,+)
nach (W, +) ist.

Beispiel 4.1.3 (Skalierung und Verschiebung). Sei V' ein K-Vektorraum.
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(i) Fir jeden Skalar Ao € K, die Skalierungsabbildung

V=V,
v A0,

ist linear. Bedingungen (i) und (ii) der Definition folgen aus Axiomen (iv) und
(ii) der Definition

(if) Sei vy € V ein Vektor. Ist vy # 0, so ist die Verschiebungsabbildung

nicht linear.

V-V,
V= v+ v,

Zum Beispiel, (v 4 v') +vg # (v +vg) + (v + v9) = (v + V') 4 2vp.

Beispiel 4.1.4 (generische Beispiele). Seien V, W Vektorraume tiber K und sei U C V ein

Untervektorraum.
(i
(it

(iv

(v

Die folgenden Abbildungen sind K-linear:

Die Identitat idy: V — V.

Die Nullabbildung 0: V — W, v+ 0.

Die Quotientenabbildung V — V/U, v+ v+ U.

)
)
(iii) Die Inklusionsabbildung U — V, u  u.
)
) Die kanonischen Abbildungen

:V-oavVeW v (v,0),
t:W=VaeW, wt (0,w).

(vi) Die kanonischen Abbildungen

m: VoW =V, (v,w)t v,
T VoW =W, (v,w)— w.

Beispiel 4.1.5. Sei F' = (v;);er eine Familie von Vektoren in einem K-Vektorraum V. Dann

ist die Abbildung

pr: KU =V,
(Mi)ier = Z)\i vy,

el

aus Konstruktion [3.3.8] K-linear.

Beispiel 4.1.6. Ob die Abbildung

[ K=K, f@)=a?,

K-linear ist, hingt von dem Koérper K ab. Es gilt f(14+ 1) =4 und f(1) + f(1) = 2. Wenn

die Charakteristik

von K nicht 2 ist, dann ist 4 # 2 (da 4 — 2 = 2 # 0), und damit ist f auf

jeden Fall keine lineare Abbildung. Aber ist K = Fy, so ist f gleich der Identitéit (da 02 =0
und 12 = 1), und insbesondere linear. Man kann jedoch zeigen, dass Fy der einzige Korper

ist (bis auf Isomor
(siche Bemerkung |
K-linear.

phie), auf dem die Abbildung f K-linear ist. Zum Beispiel, wenn K = Fy
2.4.11)), dann gilt f(a-1) = a? = 8 # a = a- f(1), und damit ist f nicht
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Beispiel 4.1.7 (lineare Abbildungen von R? nach R?). Beispiele von R-linearen Abbildun-
gen R? — R? sind Skalierungen, Spiegelungen (an einer Ursprungsgerade), Drehungen (um
den Ursprung), Scherungen, usw. In folgenden Beispielen, die rote Figur ist das Bild der

blauen Figur unter der gegebenen linearen Abbildung.

(i) Skalierung um 3:

(ii) Spiegelung an Res: ﬂ F

(iii) Drehung um 7: @ F

T HQ r1 — T2 >
T2 2 \x1+ a2

(iv) Spiegelung an 0 / Drehung um 7:

(=)= () ‘
T2 —Z2
(v) Horizontale Skalierung um 3: E]
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(vi) Koordinatenvertauschung / Spiegelung an R(e; + e2): @I

()= () ‘

(vii) Orthogonale Projektion auf Rey: F

()~ 3) '

(viii) Horizontale Scherung um den Scherungsfaktor 1: EF
(1‘1) N (1‘1 + éJ?Q) >
o )

Beispiel 4.1.8 (Auswertung). Sei X eine beliebige Menge, V ein K-Vektorraum und
Abb(X,V) der K-Vektorraum aller Abbildungen von X nach V (siehe Beispiel [3.2.5)). Zu
jedem z € X gibt es eine Auswertungsabbildung

evgy: Abb(X,V) =V,
[ fo).

Aus der Definition der Addition und der Skalarmultiplikation auf Abb(X, V) folgt unmit-
telbar, dass ev, eine K-lineare Abbildung ist. Die Abbildung ev, ist auch die kanonische
Projektion 7, aus Definition(1.3.17 wenn wir die Menge Abb(X, V') als das Produkt [ .y V'
betrachten.

Beispiel 4.1.9 (analytische Beispiele). Zwei der wichtigsten Operationen in der Analy-
sis, Differentiation und Integration, sind Beispiele von linearen Abbildungen (siehe Bei-

spiel B.2.14).

(i) Sei Diff(R,R) C Abb(R,R) der Untervektorraum aller differenzierbaren Funktionen
auf R. Dann ist die Abbildung

Diff(R,R) — Abb(R,R),
f=1rf,
R-linear.

(ii) Seien a < b reelle Zahlen und sei Riem([a,b], R) C Abb(][a,b], R) der Untervektorraum
aller Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b]. Integration definiert eine R-lineare
Abbildung

Riem([a, b], R) —

R7
b
f|—>/ f(z)dx.
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Andere analytische Beispiele stammen aus Folgen und Reihen:

(iii) Sei Konv(R) C RN der Untervektorraum aller konvergenten Folgen in R (siche Beispiel
3.2.13)). Die Grenzwertabbildung

lim: Konv(R) — R,
(an)nEN > lim Qn,
n—oo
ist dann R-linear.

(iv) Sei Konv”(R) C RN der Untervektorraum aller Folgen (a,)nen, deren Reihe 200 ay,
konvergiert. Dann ist die Abbildung

Konv™(R) — R,
(an)nEN = Z Up,
n=0

R-linear.

Proposition 4.1.10 (Rechnen mit linearen Abbildungen). Seien V,W Vektorraume diber
K und sei f: V — W eine K-lineare Abbildung.

(i) Es gilt f(0) = 0.
(if) Fir allev eV gilt f(—v) = —f(v).

(iii) Sei I eine endliche Menge, (v;)icr eine Familie von Vektoren aus V und (\;);er eine
Familie von Skalaren. Dann gilt

f (ZAZ 'W) =Y i+ f(v).
il i€l
Beweis. Zu (i). Da f linear ist, gilt

f(0) + £(0) = f(0+0) = f(0).

Wenn wir f(0) von beiden Seiten subtrahieren, erhalten wir f(0) = 0.
Zu (ii). Nach der Linearitdt von f und (i) gilt

fw)+ f(=v) = fv+ (=v)) = f(0) = 0.

Da das inverse Element eindeutig ist, folgt f(—v) = —f(v).

Zu (iii). Dies wird durch Induktion iiber die Méchtigkeit von I bewiesen. Falls |I]| =
0 ist die Aussage dieselbe wie (i). Zum Induktionsschritt verwendet man die Gleichung
fA-v+w) =X f(v)+ f(w), die direkt aus der Definition der Linearitét folgt. O

Bemerkung 4.1.11. In den Beweisen von Aussagen (i) und (ii) haben wir nur Axiom (i)
der Definition [£.1.1] benutzt. Insbesondere gelten diese Aussagen auch fiir Gruppenhomo-
morphismen. Es ist aber auch méglich, beide Aussagen nur durch Axiom (ii) nachzupriifen.

Proposition 4.1.12. Seien U, V,W Vektorrdume tiber K.
(i) Sind f: U =V und g: V — W lineare Abbildungen, so ist go f: U — W linear.
(ii) Sind f,g: V. — W lineare Abbildungen, so ist ihre Summe
f+g: V=W,
v f(v) +g(v),

linear.
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(iii) Ist f: V — W eine lineare Abbildung und ist A € K, so ist

ALV ST,
’UH)\'f('U),

linear.

Beweis. Jede Aussage ist eine direkte Berechnung. Wir beweisen stellvertretend (iii). Seien
v,w € V und p € K. Man berechnet:

(A- f)(v+w)—>\ f(v+w)
A(f(v) + f(w))
=A-f(0) +A- f(w)
=A-H) + (A Hw),
A F)p-v) = A fp-v)

=X (p- f(v))
=p-(A-f(v))
=p- (A f)(v).

Man beachte dabei, dass zusétzlich zu den Vektorraumaxiomen auch die Kommutativitét
der Multiplikation auf K in der vorletzten Gleichung benutzt wurde. O

Bemerkung 4.1.13 (lineare Abbildungen und Korpererweiterungen). Sei K C L eine Kor-
pererweiterung (Beispiel , seien V, W Vektorraume tuber L, und sei f: V — W eine
L-lineare Abbildung. Dann ist f auch K-linear, wenn wir V" und W als K-Vektorrdume be-
trachten (siche Bemerkung|3.2.15)). Die Umkehrung gilt nicht: Beispielsweise ist die komplexe
Konjugation C — C, a + bi — a — bi, R-linear aber nicht C-linear.

Definition 4.1.14 (Isomorphismus, isomorph). Seien V, W Vektorrdume iiber K.

¢ Eine K-lineare Abbildung f: V — W heifit Isomorphismus, wenn eine K-lineare Ab-
bildung g: W — V existiert, so dass go f = idy und f o g = idy. Man schreibt
manchmal f: V5 W, wenn f ein Isomorphismus ist.

o V ist isomorph zu W, in Zeichen V = W, wenn ein Isomorphismus von V nach W
existiert.

Die Idee hinter dieser Definition ist, dass isomorphe K-Vektorrdume V und W genau
dieselben Vektorraumeigenschaften haben sollen. Genauer, wenn ein Isomorphismus f: V —
W gegeben ist, kénnen wir jede Aussage iiber V', die nur die Vektorraumstruktur von V'
benutzt, auf eine Aussage iber W durch f iibertragen. Was damit gemeint ist wird nach
und nach deutlich werden, aber hier sind ein paar Beispiele:

e Isomorphe Vektorrdume haben dieselbe Dimension.
e Das Bild einer Basis unter einem Isomorphismus ist wieder eine Basis.

Bemerkung 4.1.15. Das Wort , Isomorphismus®“ wird in vielen verschiedenen Zusammen-
héngen verwendet, zum Beispiel auch bei Gruppen, Korpern, partiell geordneten Mengen,
usw. (sieche Bemerkung [4.1.2)). Es bedeutet immer dasselbe: Ein Isomorphismus ist eine
strukturerhaltende Abbildung, die ein strukturerhaltende Umkehrabbildung besitzt.

Bemerkung 4.1.16. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation zwischen K-Vektorrdumen:
e V ist isomorph zu sich selbst, da idy ein Isomorphismus ist.

e Ist f: V — W ein Isomorphismus, so ist seine Umkehrabbildung f~!: W — V auch
ein Isomorphismus.
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e Die Komposition zweier Isomorphismen ist wieder ein Isomorphismus.
Folgende Proposition ist eine lineare Variante von Satz [1.3:23}

Proposition 4.1.17. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorriumen.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist ein Isomorphismus.

(ii) f ist bijektiv.
Beweis. Die Implikation (i) = (ii) folgt aus dem Satz [1.3.23] Sei umgekehrt f: V — W
bijektiv. Dann besitzt f eine (eindeutige) Umkehrabbildung g: W — V', und es bleibt zu
zeigen, dass g auch K-linear ist. Seien w,w’ € W und A € K, und seien v = g(w) und
v/ =g(w'). Da fog=idw gilt f(v) =w und f(v') = w’'. Wir berechnen:

glw+w') = g(f(v) + f(v') = g(f(v+1')) = v+ = g(w) + g('),
gA-w) =gA- f(v) = g(f(A-v)) = A-v =X g(w).

Dabei haben wir die Linearitdt von f und die Gleichung g o f = idy verwendet. O
Definition 4.1.18 (Endomorphismus, Automorphismus). Sei V ein K-Vektorraum.

o Ein Endomorphismus von V ist eine lineare Abbildung von V nach V. Die Menge aller
Endomorphismen von V' wird mit Endg (V) bezeichnet.

¢ Ein Endomorphismus von V', der auch ein Isomorphismus ist, heiflit Automorphismus
von V. Die Menge aller Automorphismen von V' wird mit Autk (V') bezeichnet.

Bemerkung 4.1.19. Nach Propositionen [4.1.12[i) und [4.1.17]ist die Menge Autx (V') eine
Gruppe beziiglich Komposition.

4.1.1 Lineare Abbildungen und Basen

Proposition 4.1.20. Seien V,W Vektorrdume iber K und f: V — W eine lineare Abbil-
dung.

(i) Fiir jede Teilmenge E C V gilt
f(Spang (E)) = Spank (f(E)).

Insbesondere, ist [ surjektiv und ist E ein Erzeugendensystem von V', so ist f(E) ein
Erzeugendensystem von W.

(ii) Sei (v;)ier eine Familie von Vektoren aus V. Ist die Familie (f(v;))icr in W linear
unabhdngig, so ist (v;)icr linear unabhdingig. Die Umkehrung gilt, wenn f injektiv ist.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Propositionen [3.2.18(und |4.1.10((iii). Sei (f(v;))ier linear
unabhingig, und sei (\;);e; € K0 mit > icr Ai - v; = 0. Nach Proposition i,iii) gilt
dann ), ; Ai- f(v;) = 0. Aus der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit folgt jetzt A\; = 0
fir alle ¢ € I. Also ist (v;);er linear unabhéngig.

Sei umgekehrt (v;)ie; linear unabhingig und f injektiv, und sei (\;)ie; € K) mit
>ier Ai-f(vi) = 0. Nach Propositioni,iii) gilt dann f (3,2, Ai - v;) = f(0), und damit
> icr Ai-vi = 0 nach der Injektivitdt von f. Aus der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit
folgt jetzt A; = 0 fiir alle ¢ € I. Also ist (f(vi)):es linear unabhéngig. O

Korollar 4.1.21. Sei f: V — W ein Isomorphismus von K -Vektorriumen. Ist (v;);cr eine
Basis von V', so ist (f(vi))ier eine Basis von W. Insbesondere gilt

dlmK(V) = dlmK(W)
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Beweis. Die Familie (f(v;))ier ist erzeugend bzw. linear unabhéngig nach Proposition|4.1.20
(i) bzw. (ii). O

Satz 4.1.22 (universelle Eigenschaft von Basen). Sei V' ein K-Vektorraum mit einer Basis
(vi)icr- Zu jedem K-Vektorraum W und jeder Familie (w;);c; in W mit Indexmenge I, gibt
es genau eine K-lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) = w; fir alle i € I. Auferdem:

o [ ist genau dann surjektiv, wenn (w;);c; erzeugend ist.
o f ist genau dann injektiv, wenn (w;);er linear unabhdngig ist.
o f ist genau dann bijektiv, wenn (w;);cr eine Basis ist.

Beweis. Sei B = (v;);cr and F = (w;);cr. Da B erzeugend ist, ist jedes v € V Linearkom-
bination der Vektoren v;. Die Eindeutigkeit von f folgt dann aus Proposition iii . Da
B eine Basis von V ist, ist die lineare Abbildung ¢p: KY) — V aus Konstruktion
bijektiv (siche Bemerkung [3.3.18)). Die lineare Abbildung f = ¢ o 95': V — W hat dann
die gewiinschte Eigenschaft, da pr(p5'(v;) = pr(e) = w;.

V- > W
LPBTZ %
K

Die drei zusétzlichen Aussagen folgen aus den entsprechenden Aussagen fir ¢p (siehe Be-
merkung |3.3.18]). O

Bemerkung 4.1.23. Wenn man die Basis (v;);e; von V als eine Abbildung b: I — V
betrachtet, kann man die universelle Eigenschaft so formulieren: Zu jeder Abbildung ¢: I —
W gibt es genau eine lineare Abbildung f: V — W mit fob=c:

I—t5v

DNGEY,

w.

Korollar 4.1.24 (Klassifikation von Vektorrdumen bis auf Isomorphie).

(i) Jeder K-Vektorraum V ist zu KO isomorph, wobei I die Indexmenge einer Basis von
V ist.

(ii) Zwei K -Vektorraume V und W sind genau dann isomorph, wenn sie dieselbe Dimen-
sion haben (d.h., wenn ihre jeweiligen Basen gleichmdchtig sind).

Beweis. Zu (i). Wir wenden den Satz mit der Basis (e;);e; von K) und einer belie-
bigen I-indizierten Basis von V an, um einen Isomorphismus f: K¥) 5 V zu erhalten.

Zu (ii). Eine der beiden Implikationen folgt bereits aus Korollar Seien umgekehrt
(vi)ier und (wj);jes Basen von V und W, so dass I und J gleichméchtig sind. Es existiert

also eine bijektive Abbildung a: I = J. Da a bijektiv ist, ist (Wa(s))ier wieder eine Basis
von W. Nach Satz [4.1.22|ist die eindeutige lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) = wq ()
ein Isomorphismus. O

Diese Klassifikation kann man auf folgende Weise zusammenfassen: Es gibt eine Bijektion

{Vektorrdume tiber K }/Isomorphie <> {Mengen}/Gleichméchtigkeit,
KD 1.

Das ist aber etwas schlampig, da K-Vektorrdume bzw. Mengen keine Menge bilden.
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Beispiel 4.1.25. Ist V endlich-dimensional der Dimension n, so gilt V = K™.

Bemerkung 4.1.26. Das Korollar impliziert insbesondere, dass der K-Vektorraum
KN aller Folgen in K zu einem K-Vektorraum der Gestalt K!) isomorph ist. Aber die
Maéchtigkeit von I hingt von der des Korpers K ab. Wenn |K| < |R|, zum Beispiel wenn K
ein Teilkorper von C oder ein endlicher Korper ist, dann gilt KN = K®),

4.1.2 Kern und Bild linearer Abbildungen

Definition 4.1.27 (Kern, Bild). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-
Vektorrdumen.

e Der Kern (oder der Nullraum) von f ist
ker f:= f71({0}) = {v € V| f(v) = O}.
e Das Bild von f ist
im f:= f(V) = {w € W | es existiert v € V mit f(v) = w}.
Proposition 4.1.28 (Kern und Bild sind Untervektorraume). Sei f: V — W eine lineare
Abbildung zwischen K -Vektorriumen.

(i) Ist U ¢ W ein Untervektorraum, so ist f=4(U) C V ein Untervektorraum. Insbeson-
dere ist der Kern von f ist ein Untervektorraum von V.

(ii) Ist U C V ein Untervektorraum, so ist f(U) C W ein Untervektorraum. Insbesondere
ist das Bild von f ist ein Untervektorraum von W.

Beweis. Wir verwenden das Kriterium [3.2.8
Zu (i). f~1(U) enthilt den Nullvektor (nach Proposition 4.1.10|i)). Sind v,v" € f~1(U)
und A € K, so gilt

fo+d)=f0)+f) €U mwmd f(A-v)=A-fv) €U,

und damit liegen v + v und A - v auch in f=1(U).

Zu (ii). f(U) enthélt den Nullvektor (nach Proposition [1.1.10[i)). Seien w,w’ € f(U)
und A € K. Nach Definition von f(U) existieren v,v’ € U mit f(v) = w und f(v') = w'.
Dann gilt

flo+v)=f)+f)=wt+w’ uwnd fA-v)=Xflv) =X w,

und damit liegen w + w’ und A - w auch in f(U). O
Beispiel 4.1.29. Wir berechnen den Kern und das Bild der Abbildungen aus Beispiel

(i) Fiir die Identitét idy : V' — V gilt keridy = {0} und imidy = V.

(if) Fir die Nullabbildung 0: V' — W gilt ker 0 = V und im 0 = {0}.

(iii) Fir die Inklusionsabbildung i: U < V gilt keri = {0} und imi = U.

(iv) Fir die Quotientenabbildung ¢g: V —» V/U gilt ker¢ = U und imq = V/U.

(v) Fir die kanonische Abbildung ¢1: V — V @& W gilt ker¢; = {0} und im¢; =V x {0}.

(vi) Fiir die kanonische Abbildung 7m1: V@& W —» V gilt kerm; = {0} x W und imm; = V.

Beispiel 4.1.30. Sei lim: Konv(R) — R die Grenzwertabbildung aus Beispiel |4.1.9(iii).
Der Kern von lim besteht aus allen Folgen, die gegen 0 konvergieren. Der R-Vektorraum
Konv”(R) aus Beispiel iv) ist ein Untervektorraum von ker(lim).
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Beispiel 4.1.31 (lineare Differentialgleichungen). Sei V' = C*°(R,R) der R-Vektorraum
aller glatten (d.h., beliebig oft differenzierbaren) Funktionen von R nach R, und sei D: V —
V die lineare Abbildung f + f’. Dann ist die Abbildung D surjektiv, und ihr Kern ist der
Untervektorraum Konst(R,R) der konstanten Funktionen. Eine Abbildung L: V — V der
Gestalt
L=D"+fus D"t fi- Dt fo-idy

mit n € N und f; € C°(R,R) heifit linearer Differentialoperator n-ter Ordnung (dabei
werden die Potenzen von D beziiglich der Komposition genommen, d.h., D¢(f) ist die i-
te Ableitung von f). In der Analysis wird gezeigt, dass ker L immer ein n-dimensionaler
Untervektorraum von V' ist. Beispielsweise wird ker(D — idy ) von der Exponentialfunktion
exp erzeugt, und wird ker(D? + idy) von den Winkelfunktionen cos und sin erzeugt.

Proposition 4.1.32. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorriumen.
(i) f ist genau dann injektiv, wenn ker f = {0}.
(ii) f ist genau dann surjektiv, wenn im f = W.
Beweis. Die zweite Aussage ist genau die Definition der Surjektivitéat. Sei f: V' — W injek-
tiv. Dann hat 0 € W hochstens ein Urbild unter f. Da 0 € V ein solches Urbild ist, ist ker f
genau gleich {0}. Sei umgekehrt ker f = {0}, und seien v,v’ € V mit f(v) = f(v'). Dann
flo=v") = f(v) = f(v') =0,
und damit v — v" € ker f = {0}, d.h., v =v'. Also ist f injektiv. O

Die folgende Proposition ist eine lineare Variante der universallen Eigenschaft der Quo-

tientenmenge (Satz [1.4.10)).

Proposition 4.1.33 (universelle Eigenschaft des Quotientenvektorraums). Sei V' ein K-
Vektorraum, U C V ein Untervektorraum, V/U der Quotientenvektorraum (siehe Defini-
tion und q: V. — V/U die Quotientenabbildung. Zu jedem K-Vektorraum W und
jeder linearen Abbildung f:V — W mit U C ker f gibt es genau eine lineare Abbildung
f:V/U—=SW mit fog=f.

Beweis. Zur Erinnerung ist V/U die Quotientenmenge V/~y, wobei x ~y y < v —y € U.
Falls  ~p y, folgt aus der Voraussetzung f(U) = {0}, dass f(xz —y) = 0, d.h., f(z) =
f(y). Nach der universellen Eigenschaft der Quotientenmenge gibt es genau eine Abbildung
f:V/U — W mit foq = f. Es bleibt zu zeigen, dass f linear ist. Dies folgt aus der Linearitét
von f und ¢:
F(o+ )+ @ +U) = f(v+20)+U) = f(v+)
= f() + f() = flo+U) + f(v' +U),

FO-(w+U)=fMw+U)=fOv) =X flv)=X-fv+U). O
Bemerkung 4.1.34. Es gibt eine dhnliche universelle Eigenschaft fiir Untervektorrdume,
aber sie ist offensichtlicher: Ist ¢: U — V die Inklusionsabbildung eines Untervektorraums

und ist f: W — V eine lineare Abbildung mit im f C U, so gibt es genau eine lineare
Abbildung f: W — U mit io f = f.

Satz 4.1.35 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume). Sei f: V' — W eine lineare Abbildung
zwischen K -Vektorraumen. Dann ist die von f induzierte Abbildung

f:V/ker f —im f,
v+ker f = f(v),

ein Isomorphismus von K-Vektorraumen.
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Beweis. Die Abbildung f ist wohldefiniert und linear nach Proposition [4.1.33] und sie ist
surjektiv nach Definition von im f. Zur Injektivitat berechnen wir den Kern von f. Es gilt:

kerf:{v—kkerf‘f(y)zo}
={v+kerf|v€kerf}
= {0+ ker f}.

Also ist f injektiv nach Proposition [4.1.32(i). O

Bemerkung 4.1.36. Der Homomorphiesatz impliziert folgenden Zerlegungssatz fir lineare
Abbildungen: Jede lineare Abbildung f: V' — W ldsst sich kanonisch als Komposition einer
Quotientenabbildung, eines Isomorphismus und einer Inklusionsabbildung zerlegen:

VS V/ikerf Limf S w

Beispiel 4.1.37. Sei C°(R,R) der R-Vektorraum aller stetigen reellen Funktionen auf R,
und sei C1(R,R) C C°(R,R) der Untervektorraum aller stetig differenzierbaren Funktionen
(d.h., Funktionen f, deren Ableitung f’ existiert und stetig ist). Dann haben wir die R-
lineare Differentiationsabbildung

D: C*(R,R) — C°(R,R),
fe=f
(siehe Beispiel [4.1.9). In der Analysis wird gezeigt, dass jede stetige Abbildung g € C°(R, R)

eine Stammfunktion besitzt, d.h., eine Funktion f mit f’ = g; zum Beispiel,

fa) = [ gty

Anders gesagt ist die obige Abbildung D surjektiv. In der Analysis wird auch gezeigt, dass f’
genau dann gleich Null ist, wenn f eine konstante Funktion ist. Der Kern von D ist also der
Untervektorraum Konst(R, R) C C'(R, R) aller konstanten Funktionen, der offensichtlich zu
R isomorph ist. Der Homomorphiesatz impliziert, dass D einen Isomorphismus

D: C'(R,R)/Konst(R,R) = C°(R, R)
induziert.

Korollar 4.1.38 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Seien V,W Vektorriume
tber K und sei f: V — W eine K-lineare Abbildung. Ist V' endlich-dimensional, so gilt

dimg (V) = dimg (ker f) + dimg (im f).

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz [4.1.35| gilt dimg (im f) = dimg (V/ker f). Die ge-
wiinschte Gleichung folgt jetzt aus der Dimensionsformel fiir Quotientenvektorrdume (Pro-

position |3.3.46)). O

Korollar 4.1.39 (Charakterisierung von Isomorphismen). Seien V' und W K -Vektorraume
derselben endlichen Dimension und sei f: V. — W eine lineare Abbildung. Die folgenden
Aussagen sind dann dquivalent:

(i) f ist bijektiv, d.h., ein Isomorphismus.
(ii) f dst injektiv, d.h., ker f = {0}.
(iil) f ist surjektiv, d.h., im f = W.
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Beweis. Sei ker f = {0}. Nach Korollar 4.1.38] gilt dimg (im f) = dimg (V) = dimg(W).
Aus Proposition [3.3.35| folgt, dass im f = W. Sei umgekehrt im f = W. Aus Korollar [4.1.38
folgt dann, dass dim(ker f) = 0, d.h., dass ker f = {0}. O

Bemerkung 4.1.40. Das Korollar [£.1.39| gilt nicht bei unendlich-dimensionalen Vektorriu-
men, selbst wenn wir die Dimension im Sinne der Bemerkung verstehen. Die lineare
Abbildung

KN—>KN, (Io,$1,$2,...)l—>(0,$0,I1,...),

ist injektiv aber nicht bijektiv, und die lineare Abbildung
KN—>KN, (1‘0,1‘1,1}2,...)|—>(131,$2,:E3,...),

ist surjektiv aber nicht bijektiv. Ein anderes Gegenbeispiel ist die Differentiationsabbildung
D: C>*(R,R) — C>°(R,R) aus Beispiel |4.1.31] die surjektiv aber nicht injektiv ist (insbe-
sondere ist C*°(R, R) unendlich-dimensional).

Definition 4.1.41 (Rang). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen.
Man nennt die Dimension des Bildes von f den Rang von f:

rg f = dimg (im f).

Man beachte dabei, dass rg f < dimg (V) (nach Satz und rg f < dimg (W) (da
im f C W). Der Rang ist ein wichtiger Begriff, denn er spielt eine dhnliche Rolle bei linearen
Abbildungen wie die Dimension bei Vektorrdumen: Bis auf Isomorphie werden Vektorrdume
durch ihre Dimension bestimmt (Korollar , und man kann den folgenden Satz so
verstehen, dass lineare Abbildungen bis auf Isomorphie durch ihren Rang bestimmt werden:

Satz 4.1.42 (Klassifikation von linearen Abbildungen bis auf Isomorphie). Seien V' und W
Vektorraume tiber K und f: V — W eine lineare Abbildung. Dann existieren Mengen I, J
und L C INJ mit |L| = rg f, und Isomorphismen ¢: KO SV und: KY) S W, so dass

v lofop=1omy: K —>K(J),

wobei mp: KO = KW ynd 1 KO < KU die kanonischen Abbildungen sind, d.h., die
Einschrinkung auf L und die Nullfortsetzung auf J.

Beweis. Sei (v;);enm eine Basis von ker f. Nach dem Basisergdnzungssatz konnen wir sie zu
einer Basis B = (v;);e; von V ergénzen; sei L = I\ M und U = Spang{v;|i € L}. Da U und
ker f komplementér sind, ist die Einschrankung f|y injektiv. Nach Proposition ii) ist
die Familie (f(v;)):;er in W linear unabhingig, und damit eine Basis von im f (insbesondere
gilt |L| = rg f). Nach dem Basisergénzungssatz gibt es eine Basis C' = (w;)jes von W mit
L C Jund w; = f(v;) fiir alle i € L. Dann gilt @51 o fopp = 1 omy nach Konstruktion. [J

4.1.3 Homomorphismenriaume

Seien V und W Vektorrdume iiber K. Zur Erinnerung bezeichnen wir mit Homg (V, W)
die Menge aller K-linearen Abbildungen von V nach W. Sie ist auf kanonische Weise ein
K-Vektorraum:

Proposition 4.1.43. Seien V,W Vektorrdume iber K. Wenn wir die Menge Abb(V, W)
als K-Vektorraum beziiglich der punktweisen Addition bzw. Skalarmultiplikation betrachten
(Beispiel[3.2.5), dann ist Homg (V, W) ein Untervektorraum von Abb(V,W).

Beweis. Dies folgt aus Proposition |4.1.12(ii),(iii) und dem Kriterium (Homg (V, W) ist
nicht leer, da die Nullabbildung K-linear ist). O
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Bemerkung 4.1.44. Insbesondere ist Endg (V') ein K-Vektorraum. Falls V' 2 {0} ist die
Teilmenge Autx (V') von Endg (V') kein Untervektorraum, da die Nullabbildung kein Auto-
morphismus ist.

Beispiel 4.1.45 (lineare Abbildungen von K nach K). Sei f: K — K eine K-linear Ab-
bildung. Fiir alle x € K gilt dann
f@)=flz-1)==z-f(1)=f(1) =

Das heifit, f ist gleich der Multiplikation mit f(1) € K. Ist umgekehrt A € K, soist = A-x
eine K-lineare Abbildung K — K nach Beispiel i), die 1 auf A abbildet. Es gibt also
zueinander inverse Bijektionen

K 2 Homg (K, K),

A (= A-x),

fA) <~ f.

Auflerdem kann man leicht nachpriifen, dass beide Abbildungen linear sind. Insbesondere

gilt Homg (K, K) = K.

Proposition 4.1.46 (Funktorialitit der Homomorphismenrdume). Seien V, V' W, W' Vek-
torrdume tiber K und f: V — V' und g: W — W' lineare Abbildungen. Dann ist die Abbil-
dung

Homg (f,g): Homg (V/, W) — Homg (V, W'),
htsgoho f,

K-linear. Insbesondere sind die Abbildungen

Hom (idy, g): Homg (V, W) — Homg (V, W'),

ht+>goh,
Hompg (f,idw): Homg (V' W) — Homg (V, W),
ht— hof
K-linear.
Beweis. Dies folgt durch Nachrechnen aus der Linearitit von g. O

Definition 4.1.47 (Linearform, Dualraum, duale Abbildung).

e Sei V ein Vektorraum tiber K. Eine Linearform auf V ist eine lineare Abbildung
V — K. Der Dualraum V* von V ist der K-Vektorraum aller Linearformen auf V:

V* = Homg (V, K).

e Sei f: V — W eine K-lineare Abbildung. Die duale Abbildung f* zu f ist die K-lineare
Abbildung

f*=Homg(f,idg): W* = V*,
at ao f.

Beispiel 4.1.48. Sei n € N. Die n kanonischen Projektionen m;: K™ — K sind Linearfor-
men auf K.

Beispiel 4.1.49. Seien a < b reelle Zahlen und sei Riem([a,b], R) der R-Vektorraum aller

Riemman-integrierbaren Funktionen auf [a,b]. Das Riemannsche Integral f; ist eine Line-
arform auf Riem([a, b], R).
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Bemerkung 4.1.50. Sind f: V — W und g: W — U lineare Abbildungen, so gilt
(gof) =frog: U = V"
Man kann auch leicht nachpriifen, dass die Abbildung
Hompg (V,W) — Homg (W*, V™),
fef

linear ist.
Lemma 4.1.51. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorraumen.

(i) Ist f injektiv, so ist f* surjektiv.

(ii) Ist f surjektiv, so ist f* injektiv.

Beweis. Sei (v;)iesr eine Basis von V. Ist f injektiv, so ist die Familie (f(v;))ies line-
ar unabhéingig (Proposition ii)) und kann zu einer Basis von W erginzt werden
(Satz [3.3:20{(iii)). Nach Satz kann dann jede lineare Abbildung V' — K zu einer
linearen Abbildung W — K fortgesetzt werden, d.h., f* ist surjektiv. Ist f surjektiv und ist
ao f =0, so muss « null sein, d.h., f* ist injektiv. O

Proposition 4.1.52 (Kern und Bild dualer Abbildungen). Sei f: V. — W eine lineare
Abbildung zwischen K -Vektorrdiumen.

(i) Die duale Abbildung der Quotientenabbildung q: W — W/im f induziert einen Iso-
morphismus
(W/im f)* = ker(f*).

(ii) Die duale Abbildung der Inklusionsabbildung i: ker f < V induziert einen Isomor-
phismus

V*/im(f*) S (ker f)*.

(iii) Die duale Abbildung der von f induzierten Abbildung f:V —» im f induziert einen
Isomorphismus
(im £)* 5 im(f*).

Beweis. Zu (i). Nach Lemma [f.1.51{ii) ist die Abbildung ¢*: (W/im f)* — W* injektiv. Es
bleibt zu zeigen, dass im(¢*) = ker(f*). Aus go f = 0 folgt f* o¢* = (go f)* = 0 und somit
im(¢*) C ker f*. Sei umgekehrt a € ker(f*) ¢ W*, d.h., oo f = 0. Nach der universellen
Eigenschaft der Quotientenvektorraum existiert @: W/im f — K so dass @ o ¢ = «, d.h.,
q¢* (@) = . Insbesondere ist o im Bild von ¢*.

Zu (ii). Nach Lemma [L.1.51fi) ist die Abbildung i*: V* — (ker f)* surjektiv. Nach
Satz bleibt es zu zeigen, dass ker(i*) = im(f*). Aus foi = 0 folgt i*o f* =0
und somit im(f*) C ker(i*). Sei umgekehrt a € ker(s*) C V*, d.h., a oi = 0. Nach der
universellen Eigenschaft der Quotientenvektorraum ist o im Bild von r*, wobei r: V —
V/ker f die Quotientenabbildung ist. Nach Satz ist f = j or mit einer injektiven
linearen Abbildung j: V/ker f — W. Nach Lemmi) ist j* surjektiv, und damit ist
« im Bild von f*.

Zu (iii). Nach Lemma ii) ist die Abbildung f*: (im f)* — V* injektiv. Es bleibt zu
zeigen, dass im(f*) = im(f*). Es gilt f = uo f, wobei u: im f < W die Inklusionsabbildung
ist. Daraus folgt f* = f*ou*. Nach Lemma i) ist u* surjektiv, und damit ist im(f*) =
im(f*), wie gewiinscht. O

Bemerkung 4.1.53. Sei f: V' — W eine lineare Abbildung. Der Quotientenvektorraum
W/im f heifit der Kokern von f und wird mit coker f bezeichnet. Aussagen (i) und (ii) der
Proposition sagen insbesondere, dass ker(f*) = (coker f)* und coker(f*) = (ker f)*.
Das heif3t, die Dualitdt vertauscht den Kern und den Kokern, aber sie erhalt das Bild.
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Konstruktion 4.1.54 (duale Basis). Sei V ein K-Vektorraum und B = (v;);cr eine Basis
von V. Nach der universellen Eigenschaft von Basen (Satz [4.1.22) gibt es zu jedem i € I
genau eine Linearform v} € V*, so dass

(o) 1, falls j =1,
v; (vj) =
E 0, andernfalls.

(Trotz der Notation hingt die Linearform v} nicht nur von v; ab, sondern von der ganzen
Basis B!) Nach demselben Satz gibt es dann genau eine lineare Abbildung

eg:V— V*,
v; > Uy
Die néchste Proposition zeigt, dass die Familie B* = (v});ecs in V* immer linear unabhéngig

ist. Sie ist sogar eine Basis von V*, wenn V endlich-dimensional ist. In diesem Fall heifit die
Basis B* von V* die duale Basis zu B.

Beispiel 4.1.55. Sei B = (e, ..., e,) die Standardbasis von K. Die duale Basis von (K™)*
ist B* = (m1,...,7n).

Proposition 4.1.56. Sei V' ein K-Vektorraum und B = (v;);c1 eine Basis von V.
(i) Die lineare Abbildung ep: V — V* ist injektiv.
(ii) Ist V' endlich-dimensional, so ist eg: V. — V* ein Isomorphismus.

Beweis. Zu (i). Nach Satz gentigt es zu zeigen, dass die Familie (v]);cr linear unab-
hingig ist. Sei ) ;. ; A - v = 0 mit (A\s)ier € K@) Nach Definition von v} ist der Wert von
Y icr Ai - vf in vy gleich \j, und damit sind alle \; gleich 0.

Zu (ii). In diesem Fall ist I endlich (Satz [3.3.27(i)). Sei & € V* beliebig. Die lineare
Abbildungen a und » ;. ; a(v;) - v; haben denselben Wert in v; fiir alle j € I. Nach Satz
stimmen sie deshalb auf ganz V iiberein. Dies zeigt, dass « im Bild von ep liegt, und
damit dass ep surjektiv ist. O

Beispiel 4.1.57. Sei I eine Menge. Aus dem Satz [4.1.22] folgt, dass die Abbildung
(D) — KT,
a = (a(e))ier,

ein Isomorphismus ist. Fir die Basis B = (e;)ie; von K () ist dann die Komposition von
ep: K < (K(I))* mit diesem Isomorphismus die Inklusionsabbildung K) < KT,

Korollar 4.1.58 (Rang der dualen Abbildung). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwi-
schen K -Vektorraumen. Istim f endlich-dimensonal (z.B. ist V oder W endlich-dimensional),
so gilt

rg f=1g f".

Beweis. Nach Proposition .1.52] gilt
dim g im(f*) = dimg (im f)*.

Wenn V' oder W endlich-dimensional ist, ist auch im f endlich-dimensional nach Korol-

lar [4.1.38| oder Proposition [3.3.35] Nach Proposition [4.1.56(ii) gilt dann
dimg (im f)* = dimg im f.

Aus diesen zwei Formeln folgt, dass rg f = rg f*. O
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Zur Erinnering gibt es zu jeder Menge X und jedem Element x € X eine Auswertungs-
abbildung

ev,: Abb(X,K) = K,
[ flx),
die K-linear ist (Beispiel [4.1.8). Wenn X = V ein K-Vektorraum ist, ist insbesondere die

Einschrankung von ev, auf V* eine Linearform auf V*, also ein Element des Dualraums
(V*)*, das wir auch mit ev, bezeichnen.

Proposition 4.1.59 (Doppeldual). Sei V' ein K-Vektorraum. Die Abbildung
ev: V — (V)
V> evy,
ist K-linear und injektiv. Falls V' endlich-dimensional ist, ist ev ein Isomorphismus.

Beweis. Zur Linearitdt haben wir zu zeigen:
€Vytw =€Vyt+evy, und evy, =A-ev,.
Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen. Zum Beispiel gilt fiir alle o € V*:
evip(a) =ar-v) =X-aw) =X evy(a) = (A ev,)(a).

Zur Injektivitit: Sei v € V' \ {0}. Nach dem Basisergiinzungssatz kénnen wir v zu
einer Basis B von V ergénzen. Fir die Abbildung ep: V' — V* gilt dann nach Konstruktion
ep(v)(v) = 1 # 0. Insbondere existiert a € V*, so dass ev, () = a(v) # 0, und damit ist
ev, # 0. Also ist ev injektiv.

Wenn V endlich-dimensional ist, dann gilt dimg (V) = dimg (V*) = dimg ((V*)*) nach
Proposition (ii). Die letzte Aussage folgt daraus, da jede injektive lineare Abbildung

zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen derselben Dimension ein Isomorphismus ist

(Korollar [4.1.39). O

Bemerkung 4.1.60. Sei V ein endlich-dimensional K-Vektorraum. Man beachte, dass der
Isomorphismus eg: V' — V* von der Wahl der Basis B abhéngt. Da im Allgemeinen V' keine
bevorzugte Basis besitzt, gibt es keinen bevorzugten Isomorphismus zwischen V und seinem
Dualraum. Im Gegensatz dazu ist der Isomorphismus ev: V' — (V*)* unabhéngig von irgend-
welchen Wahlen. Deswegen wird es oft gesagt, dass ein endlich-dimensionaler Vektorraum
zu seinem Doppeldual kanonisch isomorph ist, aber zu seinem Dual nur unkanonisch.

Bemerkung 4.1.61. Falls V unendlich-dimensional ist, dann sind weder eg: V — V*
noch ev: V. — (V*)* surjektiv. Man kann sogar zeigen, dass die Machtigkeit einer Basis
von V* wirklich grofler als die einer Basis von V ist. Insbesondere ist die Bijektivitdt von
ev, oder die Existenz eines Isomorphismus zwischen V und V*, eine Charakterisierung der
Endlichdimensionalitdt eines Vektorraums V.

4.2 Matrizen

Das Ziel dieses Abschnitts ist, lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen der Gestalt K™
ganz konkret zu verstehen. Dazu fithren wir den Beriff der Matriz ein.

Definition 4.2.1 (Matrix). Sei K ein Korper und seien m,n € N. Eine m X n-Matriz iber
K (oder mit Koeffizienten in K) ist eine Familie
A = (aij)(i.5)€ {1, m}x {1,0em}

mit a;; € K. Wenn m und n festgelegt sind, schreibt man oft (a;;); ; oder sogar (a;;) fur
eine solche Familie. Der Skalar a,; ist der (7,j)-te Koeffizient oder Fintrag der Matrix A,
und wird auch mit A;; bezeichnet.
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Eine m x n-Matrix A = (a;;);,; wird iiblicherweise als Rechteck mit m Zeilen und n
Spalten dargestellt:

a11 a12 A1n

a21 a22 a2n
A= .

am1 Am2 e Amn

Inbesondere betrachten wir m x 1-Matrizen als Spaltenvektoren und 1 x n-Matrizen als
Zeilenvektoren.

Notation 4.2.2. Die Menge aller m x n-Matrizen tiber K wird mit M, x,(K) bezeichnet.
Da wir schon Elemente von K™ als Spaltenvektoren betrachten, werden wir {iblicherweise
Myx1(K) mit K™ identifizieren. Wir kénnen auflerdem My (K) mit K identifizieren.
Wenn m = n schreiben wir auch M,,(K) anstelle von M, «,(K). Matrizen in M, (K) heifilen
quadratische Matrizen.

Notation 4.2.3. Seien A = (a;5)ij € Myuxn(K), i € {1,...,m} und j € {1,...,n}. Wir
bezeichnen mit

Aiv = (ai1 a2 ... aimn)
die i-te Zeile von A und mit
alj
agj
A=
Amj

die j-te Spalte von A.

Matrizen fester Grofie bilden einen Vektorraum tiber K, indem wir Addition und Ska-
larmultiplikation koeffizientenweise definieren (vgl. Definition [3.1.2)):

Definition 4.2.4 (Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen). Seien m,n € N.
o Seien A = (a;5)i,; und B = (b;;); ; m x n-Matrizen tiber K. IThre Summe ist die Matrix
A + B = (aij + bij)i,j~
o Sei A = (aij)i,; eine m x n-Matrix tiber K und A € K ein Skalar. Dann setzen wir

A A= (A-ay).

Mit dieser Addition und Skalarmultiplikation ist es klar, dass M,,,x, (K) ein Vektorraum
iiber K ist (siehe Proposition[3.1.5)). Der Nullvektor ist die Nullmatriz 0 = Oy, = (0);,;, und
das Inverse einer Matrix A = (a;;);,; bzgl. + ist —A = (—a,j); ;. AuBerdem hat My, ., (K)
eine Basis (Ers)(r,s)e{1,...,m}x{1,....,n}, Wobei E,, die Matrix ist, deren Eintrége alle null sind,
aufler dem Eintrag in der r-ten Zeile und s-ten Spalte, welcher 1 ist. Insbesondere gilt:

dimg My xn(K) =m - n.
Um die Definition von E,., als Formel schreiben zu konnen, ist folgende Notation hilfreich:

Notation 4.2.5 (das Kronecker-Delta).

1, fallsi=j,
(Sij = . .
0, fallsi # j.

Mithilfe des Kronecker-Deltas kann man schreiben: E,s = (0;5:0;5); ;-
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Bemerkung 4.2.6. Die Addition von Matrizen unterschiedlicher Grofie ist nicht definiert.

Definition 4.2.7 (transponierte Matrix). Seien m,n € N und sei A = (a;;); ; eine m x n-
Matrix iiber K. Die transponierte Matriz zu A ist die n x m-Matrix

AT .= (aij)jvi S Mnxm(K)-

Beispiel 4.2.8. Fiir die 3 x 2-Matrix

b

I
ot W
D =N

gilt
1 3 5
T _
A= (2 4 6) ’
Durch das Transponieren werden also Zeilen zu Spalten und umgekehrt. Die Abbildung

men(K) — Mnxm(K)v
A AT,
ist offensichtlich K-linear, und es gilt (AT)T = A.
Definition 4.2.9 (Zeilenraum, Spaltenraum). Seien m,n € N und sei A € My, «n(K).

o Der Zeilenraum ZR(A) von A ist der von den Zeilen von A erzeugte Untervektorraum
von K".

e Der Spaltenraum SR(A) von A ist der von den Spalten von A erzeugte Untervektor-
raum von K™.

Bemerkung 4.2.10. Es gilt ZR(A) = SR(AT") und SR(4) = ZR(A").

Definition 4.2.11 (Diagonalmatrix, obere/untere Dreiecksmatrix). Sei n € N und sei A =
(@ij):,; eine n x n-Matrix tiber K.

o A heiflt Diagonalmatriz, wenn alle Koeflizienten auflerhalb der Hauptdiagonale null
sind, d.h., wenn a;; = 0 fiir alle ¢ # j.

o A heifit obere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 fiir alle ¢ > j.

o A heifit untere Dreicksmatriz, wenn a;; = 0 fiir alle 7 < j.

o A heifit Dreiecksmatriz, wenn A eine obere oder untere Dreiecksmatrix ist.
Notation 4.2.12. Man schreibt diag(ds, ..., d,) fir die n x n-Diagonalmatrix (a;;);,; mit

Qg; = dl

4.2.1 Multiplikation von Matrizen

Definition 4.2.13 (Matrixmultiplikation). Seien m,n,p € N. Sei A = (a;;);,; eine m x n-
Matrix tber K und B = (bjx);r eine n x p-Matrix iiber K. Das Produkt von A und B ist
die m x p-Matrix

AB: Zaij~bjk
J=1 ik
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Um diese Definition zu verstehen ist es hilfreich, den Spezialfall m = p = 1 zu betrachten.
In diesem Fall ist A € Mjy,,(K) ein Zeilenvektor und B € M,,«1(K) ein Spaltenvektor, und
ihr Produkt liegt in M7 1 (K), also ist ein einziger Skalar:

by

ba n
A-B:(al as ... an). . :ZajbjeK.

: =

by

Im allgemeinen Fall mit A € M,,x,(K) und B € M, ,(K) ist der (7, k)-te Eintrag in dem
Produkt A- B das Produkt der i-te Zeile von A mit der k-te Spalte von B wie im Spezialfall:

A-B= (Az* : B*k:)iJc-

-«— N — «— D —

—Dp—
T b T
m | e, ol - n ; = m .
l IR i
i-te Zeile k-te Spalte  ~+ Koeffizient (i, k)

Beispiel 4.2.14. Es gilt

(1 -1 2>. o (4 1>
5 0 =3 1 9 -3 -1

0 1 5 0 -3
-2 4 (é _01 _23>_ 18 2 16
1 2 11 -1 —4

Definition 4.2.15 (Einheitsmatrix). Sei n € N. Die n x n-Einheitsmatriz tiber K ist die
n X n-Matrix

1 0 ... 0
01 ... 0

Iy = (6i)ij = . . . .| €MuK).
0o 0 ... 1

Dabei ist d;; das Kronecker-Delta, siche Notation [£.2.5]
Proposition 4.2.16 (Eigenschaften der Matrixmultiplikation).

(i) Matrizmultiplikation ist assoziativ. Das heifit, fir alle m,n,p,q € N, A € M, xn(K),
B € Myxp(K) und C € Mpyq(K) gilt

(A-B)-C=A-(B-0).

(ii) Die Einheitsmatriz ist ein neutrales Element bzgl. Matrizmultiplikation. Das heifst, fir
alle myn € N und A € My, xn(K) gilt

I, - A=A und A-I,=A.

(iii) Matrizmultiplikation ist distributiv iber Addition. Das heifit, fir alle m,n,p € N,
A,B € Myyn(K) und C,D € M, ,(K) gilt

A-(C+D)=A-C+A-D und (A+B) C=A-C+B-C.
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(iv) Matrizmultiplikation ist kompatibel mit Skalarmultiplikation im folgenden Sinne: Fir
allem,n,p e N, A€ My xn(K), B € Mpyp(K) und A € K gilt

(A\-A)-B=X-(A-B) und A-(\-B)=\-(A-B).

(v) Matrizmultiplikation ist kompatibel mit Transponieren im folgenden Sinne: Fir alle

m,n,p €N, A€ My, xn(K) und B € Myx,(K) gilt

(A-B)T =BT . AT.

Beweis. Zu (i). Nach Definition der Matrixmultiplikaton gilt

n p
(A . B)zk = ZA’LJBJIC und (B . C)jl = Z Bjkah
Jj=1 k=1

und daher

((A-B)-Cly=)» (A-B)Cr

Z AijBjr | Ci

Jj=1

> AijBjxCr

J

)
-

M T T T

<

Il
—
~

Il
—

M=

Ai; B Ch

I
Ms

Al] (Z Bjk‘ck'l>

Aij(B-C)ji

1

<.
Il

I
NE

Il
—

—~~ .

A-(B-C))y.

Dabei haben wir mehrere Eigenschaften von 4+ und - im Koérper K verwendet: das verall-
gemeinerte Disbtributivgesetz (Bemerkung , die Assoziativitat und Kommutativitat
von + und die Assoziativitdt von -. Diese Berechnung gilt fiir alle ¢ € {1,...,m} und

le{l,...,q}, und damit ist die gewilinschte Matrixgleichung bewiesen.
Zu (ii). Fur alle ¢, 5 gilt

= i dieAcj = Asj,
e=1

und somit I,,, - A = A. Der Beweis der Gleichung A - I, = A ist &hnlich.
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Zu (iii). Wir iiberpriifen nur die erste Gleichung:

I
NE

(A-(C+D))ix Ai;(C+ D)j (Definition der Matrixmultiplikation)

<.
I
—

I
M=

Ai;(Cjr + Dj) (Definition der Matrixaddition)

<.
I
—

I
M=

(AijCjr + AijDjy) (Distributivgesetz in K)

<
Il
—

A;;Cir + Z A;jDji (Assoz. & Komm. der Addition in K)

I
M=

j=1 j=1
=A-Clir+ (A D) (Definition der Matrixmultiplikation)
=({(A-C)+ (A-D))ix. (Definition der Matrixaddition)

Zu (iv). Wir iiberpriifen nur die zweite Gleichung:

n

(A-(A-B))i = Z Aiij(X- B)jk (Definition der Matrixmultiplikation)

Jj=1
n
= Z A;i(ABjk) (Def. der Skalarmultiplaktion von Matrizen)
j=1
n
= Z MAijBjk) (Assoz. & Komm. der Multiplikation in K)
j=1
=A Z AijBij (Distributivgesetz in K)
j=1
=MA- B (Definition der Matrixmultiplikation)
=(A-(A-B))i. (Def. der Skalarmultiplaktion von Matrizen)

Zu (v). Firallei € {1,...,m} und k € {1,...,p} gilt

(A B))ki=(A-B)ix =Y Ay B => (BN (A1) = (BT - AN O

j=1 j=1
Bemerkung 4.2.17. Sei n € N. Die Matrixmultiplikation definiert eine Verkniipfung

auf quadratischen nxn-Matrizen. Diese Verkniipfung ist assoziativ nach Proposition[4.2.16{i)
und distributiv iber die Addition nach Proposition [4.2.16{(iii). Wenn n > 2 ist sie aber nicht
kommutativ. Zum Beispiel:

LY (0 1y 1y (0 1y (01 (1
0 1 1 0/ \1 0 1 1) \1 0 0 1)
Das Tripel (M, (K),+, -) ist ein Beispiel eines nicht-kommutativen Ringes (siehe Bemerkung

2.3.5).

Notation 4.2.18 (Matrixpotenzen). Sei n € N und A € M, (K) eine quadratische Matrix.
Man definiert die Potenzen A* mit k € N rekursiv wie folgt:

A’ = I,
A" = A- A" (fiir alle n > 1).
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Wegen der Assoziativitdt der Matrixmultiplikation (und die Neutralitit von I,) gilt dann
Al = A und
Ak-i-l _ Ak . Al und (Al)k — Akl

fiir alle k,1 € N (beide Formeln lassen sich leicht durch Induktion {iber k¥ nachpriifen, vgl.
Proposition [2.1.7)).

Beispiel 4.2.19 (Fibonacci-Zahlen). Die Folge (F},)nen der Fibonacci-Zahlen wird durch
folgende Gleichungen rekursiv definiert:

FO = 07
=1,
Foy1=F,+ F,—1 (furallen >1).
Die ersten Fibonacci-Zahlen sind also
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

Diese rekursive Definition kann mithilfe der Matrixmultiplikation ausgedriickt werden:

< F:1> _ ( F 1) =A-. (Fn—1> , wobel A= (1 O) € Mrx2(Q).

Daraus folgt die folgende nicht-rekursive Formel fiir die Fibonacci-Zahlen:

(5)-+ ()

Damit stellt sich noch die Frage, ob man die Matrixpotenz A™ effektiv berechnen kann.
Das werden wir spéter schaffen, und damit eine explizite Formel fiir F,, erhalten (siehe

Beispiel [6.2.33)).

Definition 4.2.20 (invertierbare Matrix, inverse Matrix). Sei n € N. Eine quadratische
Matrix A € M,,(K) heiit invertierbar oder reguldr, wenn sie ein inverses Element beziiglich
Matrixmultiplikation besitzt, d.h., wenn eine Matrix B € M,,(K) existiert, so dass

A-B=1, und B-A=1I,.

Die Matrix B ist dann eindeutig bestimmt (siche Proposition [2.1.3); sie heifit die inverse
Matriz zu A und wird mit A=! bezeichnet.

Wir werden spéter untersuchen, wie man die Invertierbarkeit einer Matrix bestimmen
kann und wie man die inverse Matrix berechnen kann (siehe Abschnitt [5.2.1)).

Beispiel 4.2.21.

(i) Eine 1 x 1-Matrix {iber K entspricht einem einzigen Skalar a € K. Sie ist genau dann
invertierbar, wenn a € K*.
0
2=(1)
A.

gilt A2 = I,. Also ist A invertierbar mit A=! =
1 a) (1 b\ _ (1 a+bd
0 1 0 1) \0 1 '
1 o\ (1 -a
0 1 ~\0 1)/
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(ii) Fir die Matrix

—_

(iii) Fir a,b € K gilt

Daraus folgt, dass



Bemerkung 4.2.22. Sind A, B € M, (K) invertierbar, so ist A - B invertierbar und es gilt
(A-B)y"'=B"1.A"%

Definition 4.2.23 (allgemeine lineare Gruppe). Sei n € N. Die allgemeine lineare Gruppe
iiber K ist die Menge

GL,(K) = {A € M, (K) | A ist invertierbar}
versehen mit der Matrixmultiplikation.
Bemerkung 4.2.24. Wenn n > 2 ist die allgemeine lineare Gruppe GL,,(K) nicht abelsch
(nach Bemerkung [4.2.17).
4.2.2 Lineare Abbildungen aus Matrizen
Sei A eine m x n-Matrix iiber K. Man definiert eine Abbildung L4: K™ — K™ wie folgt:

Ly: K" — K™,
v Ao,

Dabei betrachten wir v als Spaltenvektor, d.h., v € M, «1(K), und A - v € M, ist das
Matrixprodukt von A mit v. Konkreter, ist A = (a;;);,;, so ist

U1
" a11v1 + a12v2 + a13V3 + - - + A1pUn
2
Q2101 + Q2202 + A23V3 + - + G2pVn
Law)=A-|vs]| =
) Am1V1 + Am2U2 + Am3U3 + -+ AmnUn
n

Bemerkung 4.2.25 (Bild der Standardeinheitsvektoren). Seien ey, ...,e, € K™ die Stan-
dardeinheitsvektoren und sei A € M« (K). Fir alle j € {1,...,n} gilt

alj

a2;
La(ej)=A-e; = Ay =

Amj

Das heiit: Das Bild von e; unter L4 ist die j-te Spalte von A.
Proposition 4.2.26. Seien m,n,p € N.

(i) Fiir alle A € My, xn(K) ist die Abbildung Ls: K™ — K™ K-linear.

(if) Fir alle A € Myxn(K) und B € My, (K) gilt La.g =LaoLp.

(iii) Es gilt Ly, = idgn.

(iv) Fir alle A, B € My,xn(K) gilt Laxg=La+ Lp.

(v) Fiir alle A € Mpxn(K) und X € K gilt Lx.g = A+ La.
Beweis. Zur ersten Aussage ist zu zeigen: Fiir alle v,v’ € K™ und A € K gelten

La(v+v")=La(v)+ La(v') und La(A-v)=X-La(v).

Dies folgt aus der Definition von L4 und Propositioniihiv). Aussagen (ii) bis (v)

folgen direkt aus Aussagen (i) bis (iv) der Proposition O
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Bemerkung 4.2.27. Nach Bemerkung4.2.25(und Proposition [4.1.20(i) ist der Spaltenraum
von A € My, xn(K) genau das Bild von L 4:

SR(A)=im Ly C K™.
Der Zusammenhang zwischen L4 und dem Zeilenraum von A ist nicht so offensichtlich

(eigentlich ist ZR(A) das orthogonale Komplement von ker L4 in K™).

Bemerkung 4.2.28. Aussagen (i), (iv) und (v) der Proposition [4.2.26| konnen wie folgt
zusammengefasst werden: Es gibt eine K-lineare Abbildung

L: Myysn(K) = Homg (K™, K™),
A Ly.
Dabei ist Homg (K™, K™) der K-Vektorraum aller K-linearen Abbildungen von K™ nach
K™ (siehe Proposition [4.1.43)).

Satz 4.2.29. Seienm,n € N und sei f: K™ — K™ eine K-lineare Abbildung. Dann existiert
genau eine m X n-Matriz A uber K, so dass f = L. Anders gesagt ist die Abbildung

L: Mpyxn(K) — Homg (K™, K™)
ein Isomorphismus.

Beweis. Dass hochstens eine solche Matrix A existiert folgt aus Bemerkung [4.2.25) Wenn
L4 = Lp, dann ist inbesondere

A.j = La(ej) = Lp(e;) = By

fiir alle j € {1,...,n}, und daher ist A = B. Es bleibt zu zeigen, dass A existiert. Sei A
die m x n-Matrix, deren j-te Spalte gleich f(e;) € K™ ist. Wir behaupten, dass L4 = f.
Beide Abbildungen L4 und f sind K-linear (die erste nach Proposition 1)) Nach
Bemerkung [4.2.25] gilt La(e;) = f(e;) fiir alle j € {1,...,n}. Da (eq,...,€,) cine Basis von
K™ ist, folgt aus dem Satz [£.1.22] dass L = f. O

Notation 4.2.30. Die Umkehrabbildung von L bezeichnen wir mit
MZ HOIHK(Kn, Km) :> men(K)

Das heiflt, ist f: K™ — K™ eine linear Abbildung, so ist M (f) die m x n-Matrix mit Spalten
f(61)7 RN f(en)

Bemerkung 4.2.31. Nach Proposition 4.2.26[ii) ist der Isomorphismus M auch mit den
multiplikativen Verkniipfungen vertriaglich: Fiir alle m,n,p € N ist folgendes Diagramm
kommutativ:

Hompg (K™, K™) x Homg (KP, K™) —— Homg (K?, K™)

M x Mll llM

Mpxn(K) X Myxp(K) ——————— My p(K).

Beispiel 4.2.32. Wir listen die Matrizen A € My(R) auf, deren zugeordnete R-lineare
Abbildungen L 4: R? — R2 die im Beispiel sind:

0)
1]
2

1

2
2°\0
.. . -1 0
(ii) Spiegelung an Res: ( 0 1).

(i) Skalierung um 1: (
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2
x. -5
(iii) Drehung um %: < s >

(iv) Spiegelung an 0: <_01 _01)

Fods

3
s 0
. . 3. 5
(v) Horizontale Skalierung um 3: (0 1).

(vi) Koordinatenvertauschung: <(1)

(vii) Orthogonale Projektion auf Re: (é 8)

1
(viii) Horizontale Scherung um 3: ((1) i)
Beispiel 4.2.33 (Drehmatrizen). Sei o € R eine reelle Zahl und sei

cosa —sina
D(a) = (sina cos o ) € M(R).

Die entsprechende lineare Abbildung Lp(qa): R? — R2? ist eine Drehung um den Winkel «
um den Nullpunkt. Insbesondere gilt Lp(at5) = Lp(a) © Lp(s). Aus Proposition 4.2.26(ii)
und der Injektivitdt von L folgt:

D(a+8) = D(a) - D(8).
Diese Gleichung liefert die gewohnlichen Formeln fiir cos(a + 8) und sin(a + ).

Bemerkung 4.2.34. Man kann den Satz [4.2.29 auf Vektorrdume der Gestalt K (D) verall-
gemeinern, aber die Aussage wird komplizierter. Man nennt eine I x J-indizierte Familie in
K eine I x J-Matriz iiber K. Aus dem Satz erhalten wir einen Isomorphismus

L: My 7(K) S Homg (K, K.

Ist A € My, ;(K), so landet die lineare Abbildung L,: K/) — K! in K) genau dann,
wenn jede Spalte von A in KD liegt, d.h., wenn jede Spalte von A nur endlich viele Koeffizi-
enten enthélt, die nicht null sind. Eine solche Matrix heifit spaltenendlich. Dementsprechend
schriankt sich der obige Isomorphismus zu einem Isomorphismus zwischen Hom g (K ) KU ))
und dem Vektorraum der spaltenendlichen I x J-Matrizen ein.

Definition 4.2.35 (Rang einer Matrix). Seien m,n € N und sei A € M, (K). Der Rang
von A ist der Rang von L4 (siehe Definition [4.1.41)):

rgA:=rgLy =dimg(imLy4).
Bemerkung 4.2.36. Da das Bild von L4 der Spaltenraum von A ist (Bemerkung 4.2.27)),
gilt
rg A = dimg SR(A4).
Wir werden spéiter beweisen, dass auch rg A = dimg ZR(A) (siehe Korollar [4.2.49)).

Proposition 4.2.37 (Charakterisierung der Invertierbarkeit). Sein € N und A € M,,(K).
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist invertierbar.
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(ii) A ist von links invertierbar, d.h., es existiert B € M, (K) mit B- A= 1,.
(iil) A ist von rechts invertierbar, d.h., es existiert B € M,(K) mit A- B = I,,.
(iv) Die lineare Abbildung La: K™ — K™ ist bijektiv.

)
)
)
(v) Die lineare Abbildung La: K™ — K™ ist injektiv.
(vi) Die lineare Abbildung Ly: K™ — K™ ist surjektiv.
)

(vil) Es gilt rg A =n.

Beweis. Die Implikationen (i) = (ii) und (i) = (iii) sind klar. Die Aquivalenz von (iv), (v)
und (vi) folgt aus Korollar und die Aquivalenz von (vi) und (vii) folgt aus Propositi-
on L,: K™ — K™ ist genau dann surjektiv, wenn dimg (im L 4) = n. Die Implikation
(ii) = (v) folgt aus Proposition [4.2.26](ii,iii), denn B - A = I,, impliziert Lg o Ly = idgn,
und damit ist L4 injektiv (nach Proposition [1.3.25[iii)). Die Implikation (iii) = (vi) folgt
auf dhnliche Weise.

Zum Schluss beweisen wir (iv) = (i). Sei g die Umkehrabbildung von L4 und sei B =
M(g) die zugehorige Matrix. Nach Bemerkung gilt

B-A=M(g) M(La)=M(goLa)=M(idgn) = I,

und ebenso A- B = I,. O

4.2.3 Darstellung von linearen Abbildungen

Nach Satz kénnen wir jede K-lineare Abbildung f: K™ — K™ als eine m x n-Matrix
A auffassen. Diese Darstellung von linearen Abbildungen als Matrizen ist sehr niitzlich fiir
Berechnungen. Zum Beispiel entspricht die Komposition von linearen Abbildungen der Ma-
trixmultiplikation.

In diesem Abschnitt wollen wir diese Matrixdarstellung auf lineare Abbildungen f: V —
W zwischen beliebigen endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen verallgemeinern. Wenn B =
(v1,...,v,) eine Basis von V ist, gibt es bekanntlich einen Isomorphismus

YB: K" :> %4
mit pp(e;) = v; (siche Bemerkung [3.3.18]). Ist v € V, so heiit der Spaltenvektor
ol = 05t (1) € K"

der Koordinatenvektor von v bzgl. B (Definition [3.3.17). Sind V' und W Vektorrdume tiber
K der Dimension n und m mit Basen B und C, so erhalten wir einen Isomorphismus

Hom g (V, W) = My, un(K),
f e 1112
als die Komposition der Isomorphismen

Homx (¢5,05")

Homg (V, W) Homp (K™, K™) %Man(K)

Seine Umkehrabbildung ist die Komposition

Homk (¢5",¢c)
4>

M (K) 2 Homp (K™, K™) Hom (V, W).

Definition 4.2.38 (Darstellungsmatrix). Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektor-
rdume mit Basen B und C und sei f: V — W eine lineare Abbildung. Die Matrix [f]Z heifit
die Darstellungsmatriz oder Abbildungsmatriz von f bzgl. der Basen B und C.
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Seien B = (v1,...,v,) und C = (w1, ..., w,,). Nach Definition ist [f]Z die m x n-Matrix
entsprechend der linearen Abbildung

(palofoch: K" — K™,
d.h., [f]E = M(p5' o f opp). Die j-te Spalte von [f]5 ist also
(e’ o fopr)le;) = vo' (f(vy) = [f(v;)lc-

Anders gesagt, ist [f]Z = (a;;)i;, so gilt
m
Flog) =" ai - w;
i=1

fiir alle j € {1,...,n}, und die Matrix [f]Z ist dadurch eindeutig bestimmt.

Proposition 4.2.39. Seien V, W und U endlich-dimensionale K -Vektorrdume mit Basen
B, C und D.

(i) Fir jede lineare Abbildung f: V — W und jeden Vektor v € V gilt
[f(W)e = [f1E - [v]5.
(ii) Fir lineare Abbildungen f:V — W und g: W — U gilt
lgo f15 = 1915 - [£1E-
(iii) Es gilt
[ldV}g = Ina
wobei n = dimg (V).

(iv) Fir jeden Isomorphismus f: V = W ist die Matriz [f]E invertierbar, und es gilt

Beweis. Zu (i). Es gilt

[£16 - [v]s = (¢c" o f o wB) (¢ (1)) = g (f(v) = [f(v)]c-

Zu (ii). Dies folgt aus der Gleichung

(pp' ogowc)o (st o fopr)=¢p o(gof)ovs,

indem wir M auf beide Seiten anwenden.
Zu (iii). [idy]B = M(p5' oidy opp) = M(idgn) = I,.
Zu (iv). Dies folgt aus (ii) and (iii). O

Bemerkung 4.2.40 (Rang einer Darstellungsmatrix). Der Rang der Darstellungsmatrix
[f]Z ist gleich dem Rang von f. Denn es gilt

1g [f]E = 18(pc’ o f o pp) = dimgk im(pg' o f o vp)

und

(a2

im(pg' o fopp) =im(pg' o f) = g (im f) Zim f,

da ¢pp surjektiv ist und @51 injektiv ist.
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Definition 4.2.41 (Basiswechselmatrix). Seien B und B’ zwei Basen eines n-dimensionalen
K-Vektorraums V. Die Basiswechselmatriz TE, von B nach B’ ist die Matrix

TE = [idv]} = M(gp! o o) € Mo (K).
Nach Proposition [4.2.39(i) gilt also
T5 - [v]p = [v]m

fiir alle Vektoren v € V. Nach Proposition 4.2.39(iv) ist die Basiswechselmatrix 75, inver-
tierbar, mit

(T5) " =715
Beispiel 4.2.42. Sei B = (vy,...,vy) eine Basis von K. Die Basiswechselmatrix von B
nach der Standardbasis ist die Matrix (111 o vn).

Proposition 4.2.43 (Basiswechselformel). Seien V' und W endlich-dimensionale Vektor-
raume tber K. Seien B, B’ Basen von V und C,C’ Basen von W . Fiir jede lineare Abbildung
f: V=W gilt ) )

(116 =76 - [116- T -

Insbesondere: Fir jeden Endomorphismus f: V — V gilt
[f15 =Tg - [f15-T5 -
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Proposition [4.2.39((ii):
76 (18- T = lidwlg, - [f16 - lidv]E = [idw of o idv] = [f16- O
Beispiel 4.2.44. Sei f: R? — R? die lineare Abbildung f = L4 mit
3 -1
A= (2 5 ) .
Wir betrachten die Basis B = (v1,v2) von R? mit
1 1
v = <1> und vy = (2) .
Die Basiswechselmatrix von B nach der Standardbasis F ist also
s (11
und man kenn leicht durch Multiplizieren nachpriifen, dass
E_ pBy-1_ (2 —1
Nach Proposition [£.2.43] gilt

ng=5-a18 =5 ).

Diese Darstellungsmatrix zeigt, dass die lineare Abbildung f folgende einfache geometrische
Beschreibung besitzt: Sie skaliert um den Faktor 2 in Richtung von v, und sie ldsst die
Vektoren in Richtung von v fest. Die lineare Abbildung f ist ein Beispiel einer diagonali-
sierbaren Abbildung (siehe Abschnitt [6.2.1)).
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Dieses Beispiel zeigt folgendes: Selbst wenn wir nur an Vektorrdumen der Gestalt K™
Interesse haben, ist es oft hilfreich, die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung beziig-
lich beliebiger Basen zu betrachten. Denn mit einer geeigneten Wahl von Basis kann die
Darstellungsmatrix besonders einfach sein, was uns hilft, die Abbildung besser zu verstehen.
Man kann insbesondere die folgenden Fragen stellen:

Frage 4.2.45. Seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume {iber K.

(i) Fir eine lineare Abbildung f: V — W, wie kann man Basen B von V und C von W
finden, so dass die Matrix [f]2 so einfach wie méglich ist?

(ii) Fiir einen Endomorphismus g: V' — V| wie kann man eine Basis B von V finden, so
dass die Matrix [g]B so einfach wie méglich ist?

Die méglichst einfache Darstellungsmatrix [f]8 bzw. [g]8 heifit die Smith-Normalform
der linearen Abbildung f bzw. die Jordansche Normalform des Endomorphismus g. Die
Existenz der Smith-Normalform kénnen wir bereits beweisen:

Satz 4.2.46 (Smith-Normalform linearer Abbildungen). Seien V' und W endlich-dimensio-
nale K -Vektorrdaume der Dimension n und m, und sei f: V — W eine lineare Abbildung.
Dann existieren Basen B von V und C von W, so dass

B __ Ir Or,n—r
[f]C N <Omr,r Omfr,nfr ’

wobei r =r1g f.

Beweis. Das ist der endlich-dimensionale Fall des Satzes [£.1.42] aber wir geben wieder einen
vollstéandigen Beweis. Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen hat der Kern von
f die Dimension n — r. Nach dem Basisergénzungssatz existiert eine Basis B = (v1,...,v,)
von V, so dass (vp41,...,0,) eine Basis von ker f ist. Sei U = Spang{vy,...,v,.}. Da U
und ker f komplementér sind, ist die Einschrankung f|y injektiv, und damit ist die Familie
(f(v1),..., f(vy)) in W linear unabhéingig (Proposition [£.1.20ii)). Nach dem Basisergén-
zungssatz gibt es weitere Vektoren wy41,...,wn, so dass die Familie

C=(f(v1), - s fUr), Wrip1, ..., W)

eine Basis von W ist. Fiir ¢ < r gilt dann [f(v;)]c = e; und fiir ¢ > r gilt f(v;) = 0. Also
hat die Matrix [f]5 die gewiinschte Form. O

Es stellt sich noch die Frage, wie man solche Basen B und C im konkreten Fall V = K™
und W = K™ finden kann. Eine effektive Methode zu solchen Berechnungen werden wir
im Kapitel [5| erklaren, und damit wird die Frage 4.2.45(i) vollstindig beantwortet werden.
Die Frage ii) ist wesentlich schwieriger. Wir werden sie im Kapitel |§| nur teilweise
beantworten; eine vollstdndige Antwort ist ein Ziel der Vorlesung Lineare Algebra II.

Zum Abschluss dieses Kapitels erkldren wir den Zusammenhang zwischen der dualen

Abbildung (Definition [4.1.47)) und der transponierten Matrix (Definition [4.2.7)):

Proposition 4.2.47 (Darstellungsmatrix der dualen Abbildung). Seien V und W endlich-
dimensionale K -Vektorrdume mit Basen B und C, und seien B* und C* die dualen Basen
von V* und W*. Fiir jede lineare Abbildung f: V — W gilt

[£15- = (1118)"

Beweis. Seien
B=(vi,...,v,) und C = (wy,...,Wn)

die gegebenen Basen und seien

B* = (v{,...,v}) und C*=(wi,...,w}),

r n
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die zugehérigen dualen Basen. Sei [f]Z = (ai;); ;. Nach Definition der Matrix [f]Z ist ihre
Jj-te Spalte der Koordinatenvektor [f(v;)]c, das heift:

f(vj) = Zm:aij - wj.
i=1
Unser Ziel ist, die Koordinatenvektoren [f*(w})]p~ zu berechnen. Es gilt
fr(wi)(vs) = wi(f(vy)) = iak;‘ ~wi (wy) = aij,
k=1
da w}(wg) = ;. Daraus folgt, dass
fr(wy) = En:aij S5
j=1

da beide linearen Abbildungen V' — K dieselbe Werte auf der Basis B von V nehmen. Diese

Gleichung bedeutet, dass der Koordinatenvektor [f*(w})]p- gleich der i-ten Zeile von [f]2
ist, d.h., dass [f*]G. die transponierte Matrix zu [f]5 ist. O

Bemerkung 4.2.48. Sei A € M,,x,»(K). Die Standardbasis von K" induziert einen Iso-
morphismus ¢: K™ = (K™)* mit £(e;) = 7; (siche Konstruktion [4.1.54). Proposition [4.2.47
angewendet auf die lineare Abbildung L4 und die Standardbasen, liefert ein kommutatives
Quadrat

KWLK"

slz ) Ef
(K™)* 24 (Km)*.

Korollar 4.2.49 (Rang der transponierten Matrix). Seien m,n € N und sei A € My, xn(K).
Dann gilt
rigAT =rg A,

das heifit, nach Bemerkung[{.2.36,
dimy ZR(A) = dimg SR(A).

Beweis. Wir wenden Proposition mit der Abbildung L4: K™ — K™ an. Die Matrix
AT ist also die Darstellungsmatrix der dualen Abbildung L* bzgl. geeigneter Basen. Aus der

Bemerkung [£.2.40] und dem Korollar [L.1.58] folgt

rg AT =rg LY =rgLs =1g A O
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Kapitel 5

Lineare Gleichungen

Es gibt viele Arten von Gleichungen in der Mathematik: Polynomgleichungen, Diophantische
Gleichungen, gewohnliche und partielle Differentialgleichungen, usw. Ganz allgemein gesagt
ist eine Gleichung ein Ausdruck der Gestalt f(z) = g(x), wobei f,g: X — Y zwei Abbildun-
gen mit derselben Definitions- und Zielmenge sind. Eine solche Gleichung zu ldsen bedeutet,
alle Elemente z € X zu finden, fur die f(z) = g(x) gilt. In den meisten Féllen ist g eine
konstante Abbildung, d.h., die Gleichung hat die Form f(z) = b mit einem b € Y, und dann
suchen wir alle Urbilder von b unter f (wenn Y eine Gruppe ist, ist das keine Beschrankung
der Allgemeinheit, da jede Gleichung f(z) = g(w) als f(z)g(x)~! = e umgeschrieben werden
kann). Eine lineare Gleichung ist eine Gleichung f(z) = b, wobei f eine lineare Abbildung
ist. Beispiele davon sind lineare Differentialgleichungen (siehe Beispiel .

In diesem Kapitel betrachten wir den konkreten Spezialfall, in dem f eine lineare Ab-
bildung von K™ nach K™ ist, mit K einem beliebigen Korper. Das heifit, wir betrachten
Gleichungen der Gestalt A -z = b, wobei A eine m x n-Matrix iiber K ist. Man kann solche
Gleichungen als Systeme von m Gleichungen mit n Unbekannten x4, ...,z, € K auffassen.
Wir werden insbesondere einen Algorithmus lernen, das Gaufsche Eliminationsverfahren,
mit dem man solche Gleichungssysteme systematisch und vollsténdig l6sen kann. Dieser
Algorithmus hat viele weitere Anwendungen in der linearen Algebra und auch auflerhalb
der Mathematik, da viele praktische Probleme durch lineare Gleichungssysteme modelliert
werden kénnen. Mit ihm kann man auch effektiv bestimmen, ob eine quadratische Matrix
invertierbar ist, und falls ja, ihre inverse Matrix berechnen.

5.1 Lineare Gleichungssysteme

Definition 5.1.1 (lineares Gleichungssystem, Losungsmenge). Seien m,n € N. Ein lineares
Gleichungssystem tiber K mit m Gleichungen und n Unbekannten (oder Variablen) ist ein
Paar (A, b) bestehend aus einer Matrix A € M, x,(K) und einem Spaltenvektor b € K™.
Das Gleichungssystem (A, b) heifit homogen, wenn b = 0.

Eine Losung von (A, b) ist ein Spaltenvektor © € K™, so dass A-x = b. Die Losungsmenge
von (A, b) ist die Menge aller Losungen von (A, b); sie wird mit £(A, b) bezeichnet:

L(AbD)={z e K"|A-z=b} C K"

Eine Losung von (A, b) besteht konkreter aus n Skalaren 1, ...z, € K, die gleichzeitig
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die folgenden m Gleichungen erfiillen:

a1171 + a12T2 + - - + a1pTp = by

a21%1 + a2 + - -+ + A2 Ty, = b

Am1ZT1 + Am2Z2 + -+ + AppTn = bm

Bemerkung 5.1.2. Es gilt £(A,b) = L;*({b}), wobei La: K™ — K™ die der Matrix A
zugeordnete lineare Abbildung ist. Insbesondere ist die homogene Losungsmenge

L(A,0) =ker La
ein Untervektorraum von K™ (nach Proposition [4.1.28]), und es gilt
L(A,b) # @ <= beimLy.

Proposition 5.1.3 (Struktur der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems). Seien
m,n € N, A € Myun(K) und b € K™. Dann ist L(A,b) entweder leer oder eine Verschie-
bung des Untervektorraums L(A,0). Genauer: Fiir jede Losung v € L(A,b) gilt

L(Ab) =x+ L(A,0).
Auferdem gilt dimg L(A,0) =n — r, wobei r = rg A.
Beweis. Zu D. Sei v € £L(A,0). Dann gilt
A (z4+v)=A-2+A-v=>b+0=b,

und damit ist x +v € L(A, D).
Zu C. Seiv € L(A,b). Dann ist v = z + (v — z), und es bleibt zu zeigen, dass v —z €
L(A,0):
A (z—v)=A-z—A-v=b-b=0. O

Nach Definition ist rg A = rg L4 = dimg(im L4). Da £(A,0) = ker L4 folgt die letzte
Aussage aus der Dimensionsformel fiir die lineare Abbildung L4 (Korollar 4.1.38)).

Um ein lineares Gleichungssystem (A, b) explizit zu 16sen, soll man zuerst bestimmen,
ob eine Losung existiert. Wenn ja, geniigt es nach Proposition [5.1.3] eine besondere Losung
vo € L(A,b) und eine Basis (v1,...,vn—r) von £(A,0) zu finden. Die allgemeine Losung von
A-x =bist dann

mit beliebigen Skalaren \; € K.

5.1.1 Zeilenstufenform

Es gibt besondere Matrizen A, die in sogennanter Zeilenstufenform, fiir die man die Lo-
sungsmengen aller Gleichungssysteme (A, b) einfach bestimmen kann.

Definition 5.1.4 (Zeilenstufenform, Pivotelemente, Pivotspalten, reduzierte Zeilenstufen-
form). Seien m,n € N und sei A = (a;5);,; eine m x n-Matrix titber K. Man sagt, dass A
in Zeilenstufenform ist, wenn es Indizes r € {0,...,m} und 1 < k; < ... < k, < n gibt, so
dass:

e a;; =0 fir alle s <r und alle j < k;.
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e a;,, # 0 firallei <v.
e a;; =0 fiir alle ¢ > r und alle j.

Die r Koeffizienten ayg,, ..., ar, heiflen die Pivotelemente von A, und ihre Spalten Ay, ,
.., Ay, sind die Pivotspalten von A.
Man sagt, dass A in reduzierter Zeilenstufenform ist, wenn auflerdem A.j, = e; fiir alle
1 < r. In einer Matrix in reduzierter Zeilenstufenform sind insbesondere alle Pivotelemente
gleich 1.

Eine m x n-Matrix A in Zeilenstufenform sieht wie folgt aus:

1 k’1 k‘z k",- n
1 alkl
2 a2k2
T arkr

m

Das graue Gebiet besteht nur aus Nullen, die rote Eintriage sind die Pivotelemente und das
weisse Gebiet enthélt beliebige Elemente aus K. Alle Spalten A.; mit j < ki, sowie alle
Zeilen A;, mit ¢ > r, sind null (es kann aber sein, dass k1 = 1 oder r = m).

Wenn A in reduzierter Zeilenstufenform ist, dann ist die i-te Pivotspalte Ay, der Stan-
dardeinheitsvektor e;, d.h., alle Pivotelemente sind gleich 1 und alle dariiberliegenden Ko-
effizienten sind null:

1 kl kg kr n
1 1
2 1
r 1

m

Proposition 5.1.5 (Zeilen- und Spaltenraum einer Matrix in Zeilenstufenform). Sei A
eine m X n-Matriz iber K in Zeilenstufenform, und seien k1 < --- < k, die Indizes der
Pivotspalten mit r € {0,...,m}. Dann:

(i) Die ersten r Zeilen von A bilden eine Basis von ZR(A).

(ii) FEs gilt SR(A) = K" x {0} € K™ und die Pivotspalten von A bilden eine Basis von
SR(A). Insbesondere gilt rg A =r.

Beweis. Zu (i). Der Zeilenraum ist von den ersten r Zeilen erzeugt, weil alle anderen Zeilen
null sind. Wegen der Zeilenstufenform ist es klar, dass die ersten r Zeilen linear unabhingig
sind. Sie bilden also eine Basis von ZR(A).

Zu (ii). Da jede Spalte von A im Untervektorraum K" x {0} liegt, gilt SR(A) C K" x{0}.
Wegen der Zeilenstufenform ist es aber klar, dass die r Pivotspalten linear unabhéngig sind,
so dass dim SR(A) > r. Aus Proposition folgt, dass SR(A) = K" x {0}. O
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Rezept 5.1.6 (Losung eines linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform). Sei (A, b)
ein lineares Gleichungssystem iiber K mit m Gleichungen und n Unbekannten, wobei A in
Zeilenstufenform ist. Seien k1 < --- < k, die Indizes der Pivotspalten von A. Dann kann die
Losungsmenge L(A,b) wie folgt bestimmt werden:

o Falls es einen Index i > r mit b; # 0 gibt, dann ist £(A,b) = &. Denn die i-te Gleichung
des Systems ist 0 - x = b; und ist nicht mit x € K" losbar.

o Andernfalls ist £(A,b) nicht leer, und man kann die allgemeine Losung x € K™ wie
folgt bestimmen:

— Fir die Unbekannten xy, mit i € {1,...,r} gilt

1 n
Tk, = b, — E i T
ik, G=ki+1

— Es gibt keine weitere Bedingungen, d.h., die Unbekannten «; mit j ¢ {kq,...,k,}
sind beliebig. Diese Unbekannten heiflen die freien Variablen.

— Durch Riickwdrtssubstitution kann man die xp, nur durch die freien Variablen
ausdriicken (dieser Schritt ist nicht noétig, wenn die Matrix A in reduzierter Zei-
lenstufenform ist).

Dann erhalten wir die allgemeine Losung in der Form
T = v+ Z x;v5, x; beliebig,
mit geeigneten Vektoren vg,v; € K™. Dabei ist also vy eine besondere Losung von

(A,b) und ist (v;);j¢{k,,....k,} €ine Basis von L(A,0).
Beispiel 5.1.7.

(i) Seien
2 -1 4 0 0
A=(0 3 1 -3 und b= (3
0 0 0 1 1

Wenn char(K) ¢ {2,3} ist die Matrix A in Zeilenstufenform mit drei Pivotspalten.
Fir das System A - x = b erhalten wir

r1 = 5(%2 — 4.%3)

1
To = 5(3 — X3 + 31‘4)
Tryq = 17

und die Variable x3 ist frei. Durch Rickwértssubstitution erhalten wir

Ty = 1,
1 1
£E2:§(37I3+3): 75.’53,
1 1 13
xr1 = 5 (2—3],‘3—433‘3) :1—31‘3,
was die allgemeine Losung des Gleichungssystems ergibt:
N ¥
2 _1
T = + x3 3 |, x3 beliebig.
0 1
1 0
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(if) Seien

01 3 0 1 2
A=fo o o 1], b=(0], e=[1
00 0 O 1 0

Die Matrix A ist in reduzierter Zeilenstufenform mit zwei Pivotspalten. Das System
A -z = b hat keine Losung, weil b # 0. Fiir das System A -z = ¢ erhalten wir

To = 2731‘3,

$4=1,

und die Variablen xy und z3 sind frei. Da A in reduzierter Zeilenstufenform war,
braucht man hier keine Riichwértssubstitution durchzufiihren. Die allgemeine Losung

ist also
0

-3
1 )
0

+ + x3 1,3 beliebig.

— o NN O

1
0
0
0

5.2 Das Gaufische Eliminationsverfahren

Das Gaufische Eliminationsverfahren ist ein Algorithmus, der beliebige lineare Gleichungs-
systeme 16st. Dieser Algorithmus ist sowohl von theoretischer als auch von praktischer Be-
deutung: Er ist sehr effizient und wird tatséchlich von Computern zur Losung grofler linearer
Gleichungssysteme verwendet. Andererseits werden wir diesen Algorithmus verwenden, um
weitere Séitze zu beweisen.

Die Strategie zur Losung eines beliebigen linearen Gleichungsystems ist die folgende:

o Wie bereits im Abschnitt [5.1.1] erklirt, gibt es besondere Matrizen A, die in sogennan-
ter Zeilenstufenform, fir die man die Losungsmengen aller Gleichungssysteme (A, )
einfach bestimmen kann.

e Zu jedem linearen Gleichungssystem (A4,b) kann man ein lineares Gleichungssystem
(A’,b") mit derselben Losungsmenge effektiv finden, durch sogenannte elementare Zei-
lenumformungen, wobei A’ in Zeilenstufenform ist.

Definition 5.2.1 (Zeilenumformung). Seien m,n € N. Eine Zeilenumformung oder Zeilen-
operation auf m x n-Matrizen ist eine Abbildung der Gestalt

men(K) — men(K)v
A= Z-A,

wobei Z eine invertierbare m x m-Matrix ist.

Nach Definition der Matrixmultiplikation ergibt sich die umgeformte Matrix Z - A aus
A, indem man jede Zeile durch eine Linearkombination der Zeilen ersetzt: Fiir alle k €
{1,...,m} gilt

i=1

Da Z invertierbar ist, ist aulerdem die entsprechende Zeilenumformung A + Z - A bijektiv,
mit Umkehrabbildung A4 — Z~1 - A.

Proposition 5.2.2 (Zeilen- und Spaltenraum bei Zeilenumformungen). Sei A eine m x n-
Matriz iber K und sei Z € GLy, (K).

(i) Es gilt ZR(Z - A) = ZR(A).
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(ii) Fs gilt SR(Z - A) = Lz(SR(A)) und insbesondere SR(Z - A) =2 SR(A).
Beweis. Zu (i). Jede Zeile von Z - A ist eine Linearkombination der Zeilen von A und
damit liegt im Zeilenraum von A. Dies zeigt, dass ZR(Z - A) C ZR(A). Umgekehrt gilt
ZR(A) = ZR(Z- Z - A) C ZR(Z - A).
Zu (ii). Mit der Bemerkung [4.2.27| und der Proposition |4.2.26(ii) berechnen wir
Da Z invertierbar ist, ist Lz nach Proposition [£:2.37] ein Isomorphismus und damit gilt
Lz(SR(A)) = SR(A). O

Proposition 5.2.3 (Invarianz der Losungsmenge bei Zeilenumformungen). Sei (A,b) ein
lineares Gleichungssystem iber K mit m Gleichungen und n Unbekannten, und sei Z €
GL,,(K). Dann gilt

L(Ab)=L(Z-A,Z D).

Beweis. Sei x € L(A,b), d.h., A-x = b. Daraus folgt, dass Z-A-ax = Z-b, dh., z €
L(Z-A,Z-b). Sei umgekehrt x € L(Z-A,Z-b),dh.,, Z-A-x=Z-b. Dann gilt

Ax=21YZ A x=2Z1Z b=,
d.h., x € L(A,D). O
Zur Erinnerung ist E,; die Matrix mit (E,s)i; = 0;0;s-

Definition 5.2.4 (Elementarmatrizen, elementare Zeilenumformung). Sei m € N. Die fol-
genden m x m-Matrizen iiber K heiflen Elementarmatrizen:

o Seien¢,j € {1,...,m} mit ¢ < j. Die Matrix Vj; € M,,(K) ist
Vij i==Im — Ey; — Ej; + E;j + Ej;.
e Seien i€ {1,...,m} und A\ € K*. Die Matrix M;(\) € M,,(K) ist
M;(A\) :=1,, — E;; + A+ Ey.
o Seien¢,j € {1,...,m} mit ¢ # j und sei @ € K. Die Matrix A;;(a) € M,,(K) ist
Aij(a) =In +a- E;j.
Eine Zeilenumformung A +— Z - A mit Z einer Elementarmatrix heifit elementare Zeilenum-

formunyg.

Bei dieser Definition soll man nachpriifen, dass Elementarmatrizen invertierbar sind. Ist

Z eine Elementarmatrix, so gilt folgendes fiir die Zeilen von Z - A:

Ajy, falls k=1,

(Vij - A)ks = § Aji,  falls k = 3,
A, andernfalls,
A A, falls k=1,
(Mi(A) - A =

Apy, andernfalls,
A + - Ay, falls k =1,
Apy, andernfalls.

(Aij(a) - A)ps = {

Es folgt daraus (und aus der Proposition [4.2.37| (i) < (iii)), dass Elementarmatrizen inver-
tierbar sind, mit Inversen

Vit =V, M) =M(ATY, Aj(e)! = A(—a).

Diese Beobachtungen sind in folgender Tabelle zusammengefasst:
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Matrix Z  Zeilenumformung A+ Z - A inverse Matrix Z 1

Vi Vertauschung der i-ten und j-ten Zeilen Vij
M;(N) Multiplikation der i-ten Zeile mit A M;(A71)
Aii(a) Addition des a-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile A;j(—a)

Bemerkung 5.2.5. Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix von rechts ergibt eine
Spaltenumformung, indem jede Spalte durch eine Linearkombination der Spalten ersetzt
wird. Elementarmatrizen liefern dabei elementare Spaltenumformungen. Da A-Z = (Z7-A")T
und die transponierte Matrix zu einer Elementarmatrix wieder eine Elementarmatrix ist,
sind elementare Spaltenumformungen die offensichtlichen Entsprechungen von elementaren
Zeilenumformungen.

Satz 5.2.6 (Gaufisches Eliminationsverfahren). Seien m,n € N. Jede m x n-Matriz A
tber K kann durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstufenform gebracht
werden. Das heifst, es existiert Elementarmatrizen Zy, ..., Zy, so dass die Matrix Zy, - .. . -
Zy - A in reduzierter Zeilenstufenform ist.

Das Gaufische Eliminationsverfahren ist sogar ein Algorithmus, das jede Matrix auf re-
duzierte Zeilenstufenform bringt. Um diesen Algorithmus zu verstehen, ist es hilfreich, ein
Bild einer Matrix in Zeilenstufenform parat zu haben. Wir erkldren zunédchst, wie man eine
Matrix durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen kann:

Algorithmus 5.2.7 (GauBisches Eliminationsverfahren I: Eine Matrix auf Zeilenstufenform
bringen). Sei A = (ai;)i,; eine m x n-Matrix ttber K. Man zeigt durch Induktion tiber
j €{0,...,n}, wie man die ersten j Spalten von A auf Zeilenstufenform bringen kann. Wenn
j = 0 gibt es nichts zu tun. Sei also j € {1,...,n}. Angenommen sind die ersten j —1 Spalten
von A schon in Zeilenstufenform. Sei s — 1 die Anzahl der bisherigen Pivotspalten (s > 1).
Falls a;; = 0 fiir alle ¢ > s, dann sind die ersten j Spalten von A schon in Zeilenstufenform.
Andernfalls entspricht j einer neuen Pivotspalte.

(i) Man wéhle ¢ > s mit a;; # 0 und man vertausche die i-te une s-te Zeilen, so dass
as; # 0. Das Element ay; ist das s-te Pivotelement.

(ii) Fir alle ¢ > s verwende man die elementare Zeilenumformung A;s(—a;;j/as;), um a;;
zu Null zu machen. Die ersten j Spalten von A sind jetzt in Zeilenstufenform.

Wenn eine Matrix in Zeilenstufenform ist, kann man sie weiter folgendermaflen auf re-
duzierte Zeilenstufenform bringen:

Algorithmus 5.2.8 (Gaufisches Eliminationsverfahren II: Eine Matrix in Zeilenstufenform
auf reduzierte Zeilenstufenform bringen). Sei A = (a;j);; eine m x n-Matrix tiber K in
Zeilenstufenform. Seien 1 < k; < -+ < k, < n die Indizes der Pivotspalten von A. Fiir
t=r,7r—1,...,1 tue man nacheinander folgendes:

(i) Man multipliziere die i-te Zeile mit 1/a;,, um das Pivotelement a;, zu 1 zu machen.

(if) Fiir alle e < i verwende man die elementare Zeilenumformung Ae;(—daeg, ), Um aeg,; zu
Null zu machen.

Rezept 5.2.9 (Losung eines beliebigen linearen Gleichungssystems). Sei (A, b) ein lineares
Gleichungssystem iiber K. Um seine Losungsmenge zu bestimmen, betrachten wir die er-
weiterte Matriz (A|b), indem wir den Spaltenvektor b am Ende der Matrix A hinzufiigen.
Mit dem GauBschen Eliminationsverfahren kénnen wir die Matrix (A |b) durch elementare
Zeilenumformungen in eine Matrix (A’ |b) bringen, wobei A’ in (reduzierter) Zeilenstufen-

form ist. Das heifit, es gilt A’ = Zy - ... - Zy - Aund V/ = Z - ... - Z; - b mit geeigneten
Elementarmatrizen Z1, ..., Zi. Nach Proposition gilt dann L(A,b) = L(A', V), und

mit dem Rezept konnen wir diese Losungsmenge vollig bestimmen.
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Beispiel 5.2.10. Seien

1 6 2 -5 -2 —4 1
A=[-2 —12 =2 2 3|, b=[11], c=|[2
3 18 4 -7 -3 -9 0

Wir 16sen die Gleichungssysteme A - x = b und A - & = ¢ gleichzeitig durch das Gaufische
Eliminationsverfahren:
1 6 2 -5 =2]-4|1 AAM((E:;) 1 6 2 -5 -2|-4]1

-2 -12 -2 2 3|1 |20 0 2 -8 —-1|3 |4
3 18 4 -7 =-3]1-910 0 0 -2 8 3 3 | -3

6 2 -5 —2|—-4/|1
0 0 2 -8 —-1| 3 |4
0 0 O 0 2 6 |1

Asa(1)
D

Wenn char(K) # 2 ist das System jetzt in Zeilenstufenform mit drei Pivotspalten, und die
freien Variablen sind x5 und z4. Fiir das System A - 2 = b erhalten wir durch Riickwérts-
substitution
Ts = 33
1
xr3 = 5(34—8.134 —|—.135) = 3 + 4y,
1 = —4 —6x9 — 223 + 524 + 225 = —4 — 629 — 324.

Die allgemeine Losung von (A4, b) ist also

—4 —6 -3

0 1 0
z=\| 3 | +x2| 0 | +z4| 4 |,

0 0 1

3 0 0

mit zg,24 € K beliebig. Die zwei letzten Vektoren bilden also eine Basis von £(A,0). Fiir
das System A -z = ¢ erhalten wir durch Riickwértssubstitution

1
5 = 3,
2
1 9
T3 = 5(4—1—83:4—1—3:5) =1 + 4y,

acl:1—63:2—2m3+51;4+2x5:—5—61:2—3304.

Die allgemeine Losung von (A, ¢) ist also

-10 —6 -3

1 0 1 0
Tr=- 9 +xo| O | +2x4| 4 |,

ol I 0 1

2 0 0

mit xo, x4 € K beliebig.
Wenn char(K) = 2 haben wir das System

1 001 0|01
0 00 0 1 ]1(0],
0 00 0 0101

das bereits in reduzierter Zeilenstufenform ist. Jetzt gibt es zwei Pivotspalten und die freien
Variablen sind z9, 3, 24. Fir das System (A4,b) gilt 5 = 1 und 21 = —x4 = x4. Aber fur
das System (A, ¢) gilt £L(A4,c) = @ wegen der dritten Gleichung 0 = 1.
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Das Gauflsche Eliminationsverfahren liefert einen alternativen, konkreteren Beweis der
Tatsache, dass der Zeilenraum und der Spaltenraum einer beliebigen m x n-Matrix immer
die gleiche Dimension haben (Korollar [4.2.49)):

Alternativer Beweis des Korollars[{.2.49 Sei A’ eine Zeilenstufenform von A, d.h., A’ ist
in Zeilenstufenform und wird aus A durch elementare Zeilenumformungen erhalten. Nach
Proposition [5.2.2] gelten

dim ZR(A) = dimg ZR(4'),

Nach Proposition gilt
dimg ZR(A") = dimg SR(A’).
Aus diesen drei Gleichungen folgt, dass dimyx ZR(A) = dimg SR(A). O
Korollar 5.2.11. Seienn € N und A € M, (K). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) A ist invertierbar.
(ii) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.
Insbesondere ist jede Zeilenumformung eine Komposition elementarer Zeilenumformungen.

Beweis. Die Implikation (ii) = (i) folgt daraus, dass Elementarmatrizen invertierbar sind.
Sei umgekehrt A invertierbar, d.h., rg A =n (Proposition. Nach Satz existieren
Elementarmatrizen Z1, ..., Zj, so dass A’ = Z;,-...- Z; - A in reduzierter Zeilenstudenform
ist. Nach Proposition [5.2.2(ii) ist rg A’ = rg A = n, und damit hat A’ n Pivotspalten
(Proposition . Aber die einzige n x n-Matrix in reduzierter Zeilenstufenform mit n
Pivotspalten ist die Einheitsmatrix I,,. Daraus folgt, dass A = Z1_1 e Zk_l. O

Ein theoretischer Vorteil der reduzierten Zeilenstufenform gegeniiber der Zeilenstufen-
form ist die folgende Eindeutigkeitsaussage:

Proposition 5.2.12 (Eindeutigkeit der reduzierten Zeilenstufenform). Seien m,n € N und
A€ Mpxn(K). Seien Z,Z' € GL,,(K), so dass die Matrizen B=27-A und B'=27'- A in
reduzierter Zeilenstufenform sind. Dann ist B = B'.

*Beweis. Nach Proposition ii) haben B und B’ denselben Rang. Es geniigt also die
folgende Aussage zu beweisen: Sind B und B’ m x n-Matrizen in reduzierter Zeilenstufenform
mit demselben Rang r, so dass jede Zeile von B’ eine Linearkombination der Zeilen von B
ist, so gilt B = B’. Seien k; < -+ < k, bzw. k] < --- < k| die Indizes der Pivotspalten
von B bzw. B’. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber r. Wenn r = 0 sind beide
B und B’ null. Sei r > 1 und seien C und C’ die (m — 1) x n-Matrizen, die aus B und
B’ entstehen, wenn man die ersten Zeilen streicht. Die Matrizen C' und C’ sind wieder in
reduzierter Zeilenstufenform und haben Rang r—1. Da die Zeile Bj, eine Linearkombination
der Zeilen B, ist und die Spalten B,; fiir alle j < k; null sind, muss k] > k; sein. Fir jedes
i € {2,...,m} gilt insbesondere Bl’.,Cl = 0. In einer Linearkombination der Zeilen B, ...,
By, die B], ergibt, muss deswegen B, mit dem Koeffizient 0 vorkommen. Das heift, jede
Zeile von C” ist eine Linearkombination der Zeilen von C'. Nach der Induktionsvoraussetzung
ist C = C’; insbesondere ist k. = k. fiir alle e € {2,...,r}. Es bleibt zu zeigen, dass
By. = Bj,. Sei Bj, = >.._  AeBe.. Fiir alle ¢ > 2 gilt Bj, = 0 aber Be;, = 1, und
deswegen muss A\, = 0 sein. Das heift, es gilt Bj, = A1 Bi., und die einzige Moglichkeit ist
dann A\ = 1. O
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Bemerkung 5.2.13. Seien A, B € M,,x»(K). Man sagt, dass A zeilendquivalent zu B
ist, wenn eine Matrix Z € GL,,(K) mit Z - A = B existiert. Es ist klar, dass Zeilendquiva-
lenz eine Aquivalenzrelation auf M,y (K) ist. Das Gaufische Eliminationsverfahren und die
Proposition implizieren, dass jede Aquivalenzklasse genau eine Matrix in reduzierter
Zeilenstufenform enthélt. Insbesondere konnen wir durch das GauBsche Eliminationsverfah-
ren effektiv bestimmen, ob zwei Matrizen zeilendquivalent sind, indem wir beide Matrizen
in reduzierte Zeilenstufenform bringen.

5.2.1 Rezepte

Mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren kénnen wir jetzt beliebige lineare Gleichungs-
systeme effektiv 16sen (siehe Rezept . Aber dieser Algorithmus hilft auch bei vielen
anderen Problemen in der linearen Algebra. In diesem Abschnitt erkldren wir einige solcher
weiteren Anwendungen.

Alle nachfolgenden Rezepte werden mit Vektorraumen der Gestalt K™ und Matrizen for-
muliert. Aber diese Rezepte kénnen auch auf beliebige endlich-dimensionale Vektorraume
und lineare Abbildungen zwischen denen angewendet werden, sofern Basen dieser Vektor-
rdume bekannt sind: Dann kann das Problem auf Vektorrdume der Gestalt K™ iibertragen
werden.

Rezept 5.2.14 (Berechnung des Ranges). Gegeben sei eine Matrix A € M,,,xn(K). Ge-
sucht ist der Rang von A. Man iiberfithrt A mit dem Gaufschen Eliminationsverfahren in
Zeilenstufenform. Nach Propositionen [5.2.2)(ii) und [5.1.5[ii) ist die Anzahl der Pivotspalten
gleich dem Rang von A

Rezept 5.2.15 (Berechnung des Kerns). Gegeben sei eine Matrix A € My, xn(K). Gesucht
ist eine Basis von ker L4. Da ker Ly = £(A,0), ist das ein Sonderfall vom Rezept

Rezept 5.2.16 (Berechnung des Bildes). Gegeben sei eine Matrix A € M« (K). Gesucht
ist eine Basis von im L 4. Man bringt A auf Zeilenstufenform A’ mit dem Gaufschen Elimina-
tionsverfahren. Sind k1 < --- < k, die Indizes der Pivotspalten von A’, so ist (Ask,, - - -, Ask,.)
eine Basis von im L 4. Denn A’ = Z- A mit einem Z € GL, (K), und die Pivotspalten Z- A,
bilden eine Basis von SR(Z-A) (Proposition[5.1.5(ii)). Nach Proposition [5.2.2[(ii) bilden dann
die Spalten A, eine Basis von SR(A) =im L 4.

Alternativ dazu fithrt man das Gauflsche Eliminationsverfahren mit der transponierten
Matrix AT durch, bis sie in Zeilenstufenform ist. Nach Propositionen [5.2.2|i) und [5.1.5(i)
bilden jetzt die Nicht-Null-Zeilen eine Basis von ZR(AT) = SR(A) = im L.

Rezept 5.2.17 (Test auf Invertierbarkeit). Gegeben sei eine Matrix A € M, (K). Zu be-
stimmen ist, ob A invertierbar ist. Man berechnet den Rang von A mit dem Rezept [5.2.14]
Nach Proposition ist A genau dann invertierbar, wenn rg A = n.

Rezept 5.2.18 (Berechnung der inversen Matrix). Gegeben sei eine Matrix A € M, (K).
Gesucht ist die inverse Matrix A~!, wenn sie existiert. Man fithrt das Gauische Eliminations-
verfahren mit der erweiterten Matrix (A | I,) durch, bis A in reduzierter Zeilenstufenform ist
(sofern die Zeilenstufenform n Pivotspalten besitzt, sonst ist A nicht invertierbar). Die erwei-
terte Matrix hat jetzt die Form (I, | B), und es gilt A~! = B. Denn es gibt ein Z € GL,,(K)
mit Z-A=1,und Z-I, = B, und damit ist B=2 = A~L.

Beispiel 5.2.19. Sei

(=)

€ M3(K).

D ==
[esBE N
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Wir fihren das Gauflsche Eliminationsverfahren durch:
0 1 6|1 0 O 1 6 0/0 0 1
01 7(010]2%0 1 7/01 0
1 6 00 0 1 0 1 6|1 0 O
N . 1 6 0 0O 0 1
AnCD g 1 7 o 1 0
0O 0 —-11]1 -1 0

Die linke Seite ist jetzt in Zeilenstufenform und hat Rang 3, so dass A invertierbar ist. Wir
fiihren das Eliminationsverfahren weiter, bis die linke Seite die Einheitsmatrix wird:

Ms(—1) 1 6 0] 0 0 1 ﬁfzg:g 1 0 0|—-42 36 1
— (0 1 7/ 0 1 0O) ——= {0 1 0| 7 -6 0
00 1-1 10 001 -1 1 0
Nach Rezept gilt also
—42 36 1
A= 7 -6 0
-1 1 0

Man kann natiirlich diese Antwort durch Multiplizieren mit A bestétigen.

Rezept 5.2.20 (Test auf Enthaltensein). Gegeben seien eine Familie (vq,...,v;) und ein
Vektor v in K™. Zu bestimmen ist, ob v in Spang{v1, ..., v} enthalten ist. Das gilt genau
dann, wenn das System (A, v) eine Losung besitzt, wobei A die Matrix mit Spalten vy, ..
vy, ist. Man verwendet also das Rezept [5.2.9

)

Rezept 5.2.21 (Test auf Erzeugendensystem). Gegeben sei eine Familie F' = (vq,...,v)
in K™. Zu bestimmen ist, ob F' erzeugend ist. Sei A die n x k-Matrix mit Spalten vy, ..., vg.
Man berechnet den Rang von A mit dem Rezept Dann ist F' genau dann erzeugend,
wenn rg A = n. Denn Spang{vi,...,vx} = SR(A) und dimg SR(A) = rg A.

Rezept 5.2.22 (Test auf lineare Unabhéngigkeit). Gegeben sei eine Familie F' = (vq, ..., vg)
in K™. Zu bestimmen ist, ob F' linear unabhéngig ist. Sei A die n x k-Matrix mit Spalten v,
..., V. Man berechnet den Rang von A mit dem Rezept[5.2.14] Dann ist F' genau dann linear
unabhéngig, wenn rg A = k. Denn rg A = k—dim g ker L 4 nach der Dimensionsformel fir die
lineare Abbildung L 4, und ker L 4 besteht aus allen k-Tupeln (Aq, ..., A\;) mit Zf:l Aiv; = 0.

Rezept 5.2.23 (Einschrinkung zu einer Basis). Gegeben sei eine Familie (v1,...,vx) in
K™. Gesucht ist eine Teilfamilie, die eine Basis von Spang{v1,...,vx} ist. Sei A die n x k-
Matrix mit Spalten vy, ..., vi. Seien ky < --- < k, die Indizes der Pivotspalten einer
Zeilenstufenform von A. Dann ist (vg,, ..., vk, ) eine Basis von Spang {v1, ..., v, }. Denn eine
Zeilenstufenform von A hat die Form Z - A mit einem Z € GL,(K), und ihre Pivotspalten
Z - vy, bilden eine Basis von SR(Z - A) (Proposition [5.1.5(ii)). Nach Proposition [5.2.2ii)
bilden dann die Spalten vy, eine Basis von SR(A).

Dieses Rezept hat die folgende zusétzliche Eigenschaft: War die Teilfamilie (vq,...,v;)
bereits linear unabhéngig, so gilt k; = 4 fir alle ¢ < [. Denn die Matrix Z - (v1 . vl) ist in
Zeilenstufenform und hat Rang [, und damit sind die ersten [ Spalten von Z- A Pivotspalten.

Beispiel 5.2.24. Wir betrachten die Vektoren

Vg = v =

C)Ov>—‘l\3
——_ 0 O
— = N
[ )
N = O
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in F4, und wir verwenden das Rezept [5.2.23] um eine Teilfamilie von (v1,...,vs) zu finden,
die eine Basis von U = Spang{vy,...,vs} ist:

2 01 01 2 0 1 0 1
1 0 2 1 0] A2() O 0 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
o 1 1 2 2 0 1 1 2 2
Aus(—1) 2 0 1 0 1 2 0 1 0 1
Vas 0 1 1 1 1 Aq3(=1) 0 1 1 1 1
0O 0 0 1 1 0O 0 0 1 1
0O 0 0 1 1 0O 0 0 0 O

Die Indizes der Pivotspalten sind 1, 2 und 4. Deshalb ist (v1,v2,v4) eine Basis von U.

Rezept 5.2.25 (Ergénzung zu einer Basis). Gegeben sei eine linear unabhéngige Familie
(v1,...,v) in K™ Gesucht sind Vektoren vg41, ..., Un, so dass (v1,...,v,) eine Basis von
K™ ist. Dazu verwendet man das Rezept [5.2.23| mit der Familie (v1,..., vk, €1,...,€5).

Rezept 5.2.26 (Durchschnitt von Untervektorraumen). Gegeben seien Untervektorrdume

U = Spang{ui,...,ur} und W = Spang{wi,...,w;} von K™. Gesucht ist eine Basis von
UNW. Sei A die n x k-Matrix mit Spalten uq, ..., ug und sei B die n x [-Matrix mit Spalten
wi, ..., w;. Man fithrt das Gaufische Eliminationsverfahren mit der erweiterten Matrix

(A| B) durch, bis sie in Zeilenstufenform (A’ | B’) ist. Sei s die Anzahl der Pivotspalten von
A’ und sei B” die Matrix bestehend aus den Zeilen stﬂ)*, ..., B/, von B’. Die Matrix
B" ist dann in Zeilenstufenform (und man kann sie weiter in reduzierte Zeilenstufenform
bringen). Mithilfe von Rezepterhélt man eine Basis (v1, ...,v;) von £(B"”,0) C K'. Die
Menge {B - v1,...,B v} ist jetzt ein Erzeugendensystem von U N W und man verwendet
das Rezept um eine Basis daraus auszuwihlen. Denn £(B”,0) C K' ist das Bild
von L(A'| B',0) = £L(A|B,0) ¢ K** unter der Projektion K¥*! — K! auf die letzten I
Koordinaten, und £(A | B,0) besteht aus allen Vektoren (A1,..., Ak, fi1, ..., 1), so dass

k l
Z Aiv; + Z pijw; = 0.
i=1 J=1

Damit besteht U N W aus aller Linearkombinationen Z;:l pijw;, deren Koeflizienten die
letzten | Koordinaten eines Vektors aus £(A | B, 0) sind, d.h., UNW = {B-v|v € £L(B",0)}.

Beispiel 5.2.27. Wir betrachten die folgenden Untervektorraume von R3:

0 3 2 1
U = Spang 11,14 , W = Spang 01,11
2 5 1 0

Wir berechnen den Durchschnitt U N W mit Rezept [5.2.26) :

0 3|2 1\ 4n-2 /1 4]0 -1
(AlBy=(1 4]0 —1] -0 3|2 1
2 5|1 0 0 -3|1 2
oy (L A0
220000 32 1 |=@B).
0o 0|3 3

Die Matrix A’ hat zwei Pivotspalten, so dass B” = (3 3). Der Nullraum £(B”,0) C R? ist
von e; — eo erzeugt. Daher bildet der Vektor

2 1 1 1
B . (61 — 62) = O —1 . (_1> = 1
1 0
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ein Erzeugendensystem von U N W, und damit auch eine Basis.

Rezept 5.2.28 (Summe von Untervektorrdumen). Gegeben seien Untervektorraume U =
Spang{ui,...,ur} und W = Spang{wi,...,w;} von K™. Gesucht ist eine Basis von U+ W.
Dazu wendet man das Rezept [5.2.23| mit der Familie (uq, ..., ug, w1,...,w;) an.

Rezept 5.2.29 (komplementidre Untervektorrdume). Gegeben sei ein Untervektorraum

U = Spang{uy,...,ur} von K™ Gesucht ist eine Basis eines zu U komplementiren Un-
tervektorraums. Man verwendet das Rezept [5.2.25] um eine Basis von K™ der Gestalt
(Wiyy -5 Uipy€jyy--.,€5,) zu finden. Dann ist (ej,,...,e;,) eine Basis eines zu U komple-

mentaren Untervektorraums.

Rezept 5.2.30 (Quotientenvektorrdume). Gegeben sei ein Untervektorraum U = Spang
{ug,...,ur} von K™ Gesucht ist eine Basis des Quotientenvektorraums K" /U. Man ver-
wendet das Rezept um eine Basis (w1, ..., w;) eines zu U komplementéren Untervek-
torraums zu finden. Dann ist (w; + U, ..., w; + U) eine Basis von K™ /U.

Beispiel 5.2.31. Sei K =R und

0 1
U = Spang 11 , _01 c R
3 0

Wir verwenden die Rezepte [5.2.29| und [5.2.30], um einen komplementéren Untervektorraum
zu U und eine Basis von R*/U zu bestimmen:

0 1 100 0\ 40 /1 —_1 0 1 0 0
1 10100 ™Y o 11 0 00
A=190 0 00 1 0 0 -1 0 1 10
3 0 000 1 0 3 0 -3 0 1
N 1 -1 0 1 00 1 -1 0 1 0 0
32(1)
AnCH [0 1 1 0 0 0| ase [0 1 1 0 0 0]_ ,
0 0 1 1 10 0 0 1 1 1 0 :
0 0 -3 -3 0 1 0 0 0 0 3 1

Die Spalten von A entsprechend den Pivotspalten von A’ bilden eine Basis von R*. Damit
ist (e, e3) eine Basis eines zu U komplementéren Untervektorraums, und ist (e; + U, e3+U)
eine Basis von R*/U.

Rezept 5.2.32 (Smith-Normalform). Gegeben sei eine Matrix A € M, x, (K). Gesucht sind
Basen B von K™ und C von K™, so dass [L 4]2 in Smith-Normalform ist (siehe Satz .
Man verwendet das Rezept um eine Basis (vy,...,v;) von ker L zu finden, und das
Rezept um die zu einer Basis B = (v1,...,v,) von K" zu erginzen. Dann verwendet
man wieder das Rezept um (A-vg41,. .., A v,) zu einer Basis C von K™ zu ergénzen.

Alternativ dazu kann man beobachten, dass eine Matrix A genau dann in Smith-Normal-
form ist, wenn beide A und AT in reduzierter Zeilenstufenform sind. Man kann erstens A auf
reduzierte Zeilenstufenform A’ durch elementare Zeilenumformungen bringen, und zweitens
A’ auf Smith-Normalform A” durch elementare Spaltenumformungen bringen. Dabei findet
man Elementarmatrizen 21, ..., Zx, Wy, ..., Wi, so dass

Al'=Zy.. Zy AWy WL

Nach der Basiswechselformel (Proposition [4.2.43)) bilden die Spalten von Wi - ... - W; und
zZ; 1o Z, ! Basen B und C mit der gewiinschten Eigenschaft.
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5.3 Die Determinante

Sei n € N. Die Determinante ist eine kanonische Abbildung det: M, (K) — K mit folgen-
der wichtigen Eigenschaft: Eine n x n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn det(A)
nicht null ist. Aulerdem erlaubt uns die Determinante, direkte Formeln fiir die Koeffizien-
ten von A~! und fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems A - & = b zu schreiben
(obwohl solche Formeln nur von theoretischer Bedeutung sind; praktisch ist das Gaufische
Eliminationsverfahren viel schneller).

5.3.1 Das Vorzeichen einer Permutation

Sei n € N. Zur Erinnerung ist die symmetrische Gruppe 5,, die Menge aller Permutationen
von {1,...,n} mit der Verkniipfung o (siehe Abschnitt [2.2.2)). Falls n > 3 ist diese Gruppe
nicht abelsch.

Definition 5.3.1 (Zyklus, Transposition). Sei n € N und sei k € {1,...,n}. Eine Permuta-
tion o € S, heifit Zyklus der Lange k, wenn es paarweise verschiedene Elemente aq, ..., ax
gibt, so dass o(a;) = a;41 fiir alle i < k, o(ag) = a1, und o(b) = b fiir alle anderen Elemente
b. Man schreibt dann

g = (a1 ag ... ak).

Ein Zyklus der Lange 2 heifit Transposition.
Beispiel 5.3.2. Mit der Zyklenschreibweise gilt:

Sy ={id, (1 2)},

Sz ={id, (1 2),(1 3),(23),(123),(132)}.
Bemerkung 5.3.3. Fiir einen Zyklus (a1 as ... ai) gilt

(a1 az ... ak) = (a1 ag) O0---0 (Ufk—l ak).
Insbesondere ist jeder Zyklus der Lange k£ ein Produkt von k — 1 Transpositionen.

Lemma 5.3.4. Sein € N. In der Gruppe S,, ist jedes Element ein Produkt von Transposi-
tionen.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber n. Falls n = 0 besteht S,, nur aus dem neutralen
Element, das ein leeres Produkt ist. Angenommen gilt die Aussage fiir S,,, und sei ¢ € Sy, 41.
Sei 7 € S, 41 die wie folgt definierte Permutation:

_J)id, falls o(n+1) =n+1,
| (n+10(n+1)), andernfalls.

Dann gilt (7 0 0)(n+ 1) = n + 1. Das heifit, die Permutation 7 o o shrénkt sich zu einer
Permutation von {1,...,n} ein. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es also Transpo-
sitionen 71,...,7; in Syy1, die n 4+ 1 festhalten, so dass 700 = 7, 0--- o 77. Dann gilt
O=TOTLO-+-0T]. O

Satz 5.3.5. Sein € N. Es gibt genau eine Abbildung
sgn: S, — {1,—-1}
mit folgenden zwei Eigenschaften:

(i) sgn ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h.: Fir alle o,7 € S,, gilt

sgn(T o o) = sgn(7) - sgn(o).
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(ii) Fir alle Transpositionen o € Sy, gilt sgn(o) = —1.
Auflerdem:
(iii) Fir alle Zyklen o € S, der Linge k gilt sgn(o) = (—1)F71,

Beweis. Die Aussage (iii) folgt aus (i) und (ii), da jeder Zyklus der Linge k die Komposition
von k — 1 Transpositionen ist (siehe Bemerkung .

Zur Eindeutigkeit. Seien s,t: S,, — {1, —1} zwei Abbildungen, die (i) und (ii) erfiillen,
und sei o € S,,. Nach Lemma ist o eine Komposition von Transpositionen 7, 0 ---o7y.
Nach (i) und (ii) gilt:

s(o) =s(tn) ... s(m1) =t(rn) - ... - t(m1) = t(0).

Also ist s =t.
Zur Ezistenz. Sei Z die Menge aller zweielementigen Teilmengen von {1,...,n}:

Z={Ic{1,...,n}||I| =2}
Sei o € S, und I € Z. Falls I = {4, j} ist die rationale Zahl

o(i) = a(j)

=

€ Q*

er(o) :=

unabhéngig von der Reihenfolge von ¢ und j. Fur o,7 € S,, gilt:

7(0(i) = 7(0(4) _ 7(0(i) = 7(a(4)) (i) —a(j)

e T O B o A
Man definiert:
sgn: S, — Q%,
o H er(o)
Iez

Die Abbildung I + o(I) ist eine Permutation der endlichen Menge Z, und damit gilt

I eon(m) = ] ex(n). (5.3.7)

1€z Iez

Aus (5.3.6) und ( - folgt:
sgn(7 o 0) HeU(I) He; He; He; = sgn(7) - sgn(o).

1€z Iez Iez Iez

Das heifit, sgn: S,, = Q* ist ein Gruppenhomomorphismus.
Sei o die Transposition (k [). Wir zeigen jetzt, dass sgn(o) = —1. Sei I = {i,j} € Z.

Wenn IN{k,l} = &, dann ist ey (o) = ﬁ = 1, und damit kénnen wir diese Faktoren in dem
Produkt sgn(c) ignorieren. Fiir jedes m ¢ {k, 1} gilt e(y n}(0) = =2 = egymy(0) !, so dass

diese Faktoren in dem Produkt sgn(o) paarweise verschwinden. Es bleibt tibrig die Teilmenge
I = {k,l1} selbst, fiir die gilt eg; ;3(0) = % = —1. Also ist sgn(o) = —1, wie behauptet.
Aus Lemma “ folgt schlieflich, dass sgn(S,) C {1,—1}, und damit erhalten wir einen

Gruppenhomomorphismus sgn: S,, — {1, —1} mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Definition 5.3.8 (Vorzeichen, gerade/ungerade Permutationen). Sei n € N und o € S,,.
Die Zahl sgn(o) € {1, —1} heifit das Vorzeichen oder das Signum von o. Permutationen o
mit sgn(o) = 1 heiBen gerade und die mit sgn(c) = —1 heiflen ungerade.
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Bemerkung 5.3.9. Nach dem Lemma und dem Satz ist eine Permutation o € S,
genau dann gerade bzw. ungerade, wenn sie die Komposition einer geraden bzw. ungeraden
Anzahl von Transpositionen ist.

Bemerkung 5.3.10 (alternierende Gruppe). Da sgn: S,, — {1,—1} ein Gruppenhomo-
morphismus ist, ist die Komposition zweier geraden Permutationen sowie das Inverse einer
geraden Permutation wieder gerade. Insbesondere ist die Teilmenge A,, C S, aller geraden
Permutationen eine Gruppe bzgl. o. Sie heifit die alternierende Gruppe vom Grad n.

5.3.2 Determinantenfunktionen

Um die Determinante det: M, (K) — K zu verstehen, ist es hilfreich, der Vektorraum
M, (K) mit (K™)™ zu identifizieren, indem wir eine Matrix A als das n-Tupel ihrer Spal-
ten (Ai1,...,A.w) auffassen. Die Determinante det: (K™)" — K ist dann keine lineare
Abbildung, aber sie ist linear beziiglich jedes ihrer n Argumente im folgenden Sinne:

Definition 5.3.11 (multilineare Abbildung). Seien n € N und V4, ..., V,,, W Vektorrdume
iiber K. Eine Abbildung
VX xV, =W

heifit multilinear oder n-linear (bilinear wenn n = 2), wenn sie beziiglich jedes ihrer n
Argumente linear ist, d.h.: Fiir jedes ¢ € {1,...,n} und jedes

(V1,0 Ve 1, Vg1 Un) €EVEX oo X Vil X Vi X oo XV
ist die folgende Abbildung linear:

Vi—= W,

v f(U1, ., Uim1, 0, Vi1, - -, Un).

Definition 5.3.12 (symmetrisch, antisymmetrisch, alternierend). Sei n € N, seien V, W
Vektorrdume tiber K und sei f: V™ — W eine n-lineare Abbildung.

o f heiBt symmetrisch, wenn fir alle ¢, 5 € {1,...,n} mit i < j und alle (vy,...,v,) € V"

gilt
FUi, o Uiy 05,0 00) = f(U1, 0 Vg Vs, ).
o f heiit antisymmetrisch, wenn fir alle ¢, j € {1,...,n} mit i < j und alle (vy,...,v,) €
VT ogilt
JUi, oo v 05, 0n) = —f(V1, 000,05, 0, V).
o f heifit alternierend, wenn fur alle ¢, 5 € {1,...,n} mit i < j und alle (vy,...,v,) € V"

mit v; = v; gilt
f(v1,...,0,) =0.

Beispiel 5.3.13.
(i) Die Abbildung
KnXKn*}K; (xay)HZ%ym
i=1

ist eine symmetrische bilineare Abbildung.

(ii) Sei K = R. Die Multiplikation von komplexen Zahlen C x C — C ist eine symmetrische
bilineare Abbildung. Die Multiplikation von|Quaternionen H x H — H ist eine bilineare
Abbildung, die weder symmetrisch noch antisymmetrisch ist.
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Bemerkung 5.3.14 (alternierend vs. antisymmetrisch). Jede alternierende n-lineare Ab-
bildung f: V"™ — W ist antisymmetrisch. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit (indem
man alle Argumente von f bis auf zwei festhilt), kénnen wir n = 2 annehmen. Fir alle
(v,0") € V2 gilt dann:

0:f(v-|—vlvv+vl) :f(v,v)—i—f(v,v/)—i-f(v’,v)+f(v',v’) :f(vavl)"_f(vlvv)a

und daher f(v,v") = —f(v',v). Die Umkehrung gilt wenn die Charakteristik von K nicht 2
ist: In diesem Fall impliziert die Gleichung f(v,v) = —f(v,v), dass f(v,v) = 0. Aber wenn
die Charakteristik von K gleich 2 ist, dann sind ,symmetrisch und ,antisymmetrisch®
dquivalent, und ,alternierend“ ist eine stiarkere Bedingung.

Bemerkung 5.3.15. Multilineare Abbildungen Vi x --- x V,, — W bilden einen Unter-
vektorraum des Vektorraums Abb(Vy X --- X V,, W). Wenn V; = --- = V,, = V, dann
bilden symmetrische, antisymmetrische und alternierende Abbildungen V" — W weitere
Untervektorraume davon.

Definition 5.3.16 (Determinantenfunktion). Sei V' ein K-Vektorraum der endlichen Di-
mension n. Eine Determinantenfunktion auf V ist eine alternierende n-lineare Abbildung
V"™ — K. Der K-Vektorraum aller Determinantenfunktionen auf V' wird mit Det(V') be-
zeichnet,.

Proposition 5.3.17. Sein € N. Die Abbildung

A (KM — K,
(Ulv v 71)71) = Z SgIl(O') : Hvio(i),
€Sy i=1
ist eine Determinantenfunktion auf K™ mit A(eq, ..., e,) = 1.

Beweis. Es gilt

n

Aler,...,en) = Z sgn(o) - H(Sw(,-) =1,

oc€Sy =1

da das Produkt H;;l i (i) immer null ist, aufler wenn o = id, in welchem Fall ist es gleich 1.

o A ist multilinear. Seien i € {1,...,n}, v1,...,0,0},...,v, € K™ und A\, N € K. Dann
gilt

A1y Ao+ N0 v,) = Z sgn(0) - vig) - (Aio() + )\/vga(i)) C Uno(n)

oES),
=A Z SgN(0) - Vig(1) "+ Vio(i) " * Uno(n)
g€S,
=+ N Z Sgn(a) “Vleg(1) " Uyl;g(i) *Uno(n)
oESy

= AL, Ve Un) F N AV, U U).

o A ist alternierend. Sei v; = v; mit ¢ < j. Man beachte, dass die Abbildung

An = Sp\An, o oo(ij),
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bijektiv ist (mit Umkehrabbildung 7+ 7o (¢ j)). Es gilt

A(vy, .. yvn) = Z Vio(1) """ Vio(i) " Vjo(j) " * " Vno(n)
ogEA,

- Z Vir(1) " Vir(s) " " Vjr(5) * " Unz(n)
TESK\An

= D Vo) Violi) Vo (i) " Uno(n)
ogEA,

— Z vlo’(l) e Uio'(j) oo Ujo’(i) NN Uno'(n)
o€EA,
= O7

da vy, = vy, fiir alle k € {1,...,n}. O

Die Formel fiir die Determinantenfunktion A sieht vielleicht eigenartig aus. Aber wir
zeigen jetzt, dass {A} ein Erzeugendensystem von Det(K™) ist, das heifit: Jede Determi-
nantenfunktion auf K" ist gleich A - A mit einem Skalar A € K.

Lemma 5.3.18. Seien V,W Vektorrdume tdber K, n € N und f: V" — W eine antisym-
metrische n-lineare Abbildung. Fir alle Vektoren vy,...,v, € V und alle Permutationen
o €S, gilt

f(va(l)a cee 7va(n)) = SgH(O’) : f(vla cee avn)'

Beweis. Wenn o eine Transposition ist, folgt die Aussage aus der Antisymmetrie von f. Gilt
die Aussage fiir o und 7, so gilt sie auch fir o o 7, da sgn(o o 7) = sgn(o) - sgn(7). Da jede
Permutation eine Komposition von Transpositionen ist (Lemma , gilt die Aussage im
Allgemeinen. O

Bemerkung 5.3.19. Ist f: V"™ — W symmetrisch, so folgt unmittelbar aus Lemma [5.3.4
dass

FWa(1ys -+ Vo)) = f(1,...,0n)
fir alle v1,...,v, € V und alle 0 € S,,. Das ist tatsédchlich der geschichtliche Grund dafiir,
dass die Gruppe S,, als symmetrische Gruppe bezeichnet wird. Ist andererseits f: V" — W
antisymmetrisch (z.B. alternierend), so ist f invariant gegentiber geraden Permutationen
seiner Argumente, und deswegen wird die Gruppe A,, als alternierende Gruppe bezeichnet.

Lemma 5.3.20 (Funktorialitdt von Determinantenfunktionen). Sei f: V. — W eine lineare
Abbildung zwischen K -Vektorraumen derselben endlichen Dimension n und sei 6 € Det(W).
Dann ist die Abbildung

f0): vV - K,
(U1, y0n) 2 6(f(v1), ..., fun)),

eine Determinantenfunktion auf V. Auferdem ist die so definierte Abbildung f*: Det(W) —
Det(V) linear.

Beweis. Man hat zu zeigen, dass f*(d) n-linear und alternierend ist. Die n-Linearitat folgt
aus der n-Linearitét von ¢ und der Linearitidt von f, und es ist klar, dass f*(9) auch alter-
nierend ist. Die Linearitdt von f* ist auch klar. O

Satz 5.3.21 (Klassifikation von Determinantenfunktionen). Sei V' ein K-Vektorraum der

endlichen Dimension n und sei B = (by,...,by) eine Basis von V. Dann ist die lineare
Abbildung

Det(V) — K,
0: V" 5 K) > 6(b1,...,bn),
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ein Isomorphismus. Die Umkehrabbildung schickt 1 € K auf die Determinantenfunktion

ABZ V"t — K,
(Ul, e ,Un) = A([UI]B; ey [’Un]B).
Beweis. Zur Injektivitdt. Sei § € Det(V') eine Determinantenfunktion mit §(by,...,b,) = 0.

Es gilt dann 6(b;,,...,b;,) = 0 fiir alle é1,...,4, € {1,...,n}: Falls zwei Indizes i) gleich
sind, folgt das aus der Definition einer alternierenden Abbildung, sonst ist

8(biy,-. . bi) = £6(by, ... bp) =0

nach Lemma [5.3.18] Seien nun vy, ...,v, € V beliebige Vektoren, und sei v; = 2?21 Aijbj.
Da § multilinear ist, gilt

n

5(’01,...,’0n) = Z Z Aljl "'Anjn(s(bju-'wbjn) =0.

Jji=1 Jn=1

Also ist § = 0.

Zur Surjektvitdt. Es geniigt zu zeigen, dass Ap eine Determinantenfunktion auf V' mit
Ag(by,...,b,) = 1 ist. Nach Definition ist Ap = (¢3")*(A), wobei pp: K™ = V der der
Basis B zugehorige Isomorphismus ist. Die gewiinschten Eigenschaften von Ap folgen also
aus dem Lemma [5.3.20] und der Proposition [5.3.17] O

Bemerkung 5.3.22. Sei K = R. Fiir die Determinantenfunktion A: (R?)? — R gilt
|A(v1, v2)| = der Flacheninhalt des Parallelograms mit Eckpunkten 0, v1, ve,v1 + ve.

Wenn A(vy,v2) nicht null ist, ist es genau dann positiv, wenn der kiirzeste Winkel von v;
nach ve gegen den Uhrzeigersinn lauft. Allgemeiner ist |A(vy,...,v,)| das Volumen des von
v1, ..., U, aufgespannten Parallelotops in R™, im Sinne der Mafitheorie. Man kann deshalb
Determinantenfunktionen als Varianten mit Vorzeichen des Volumens auffassen, die auch
iiber beliebigen Kérpern K sinnvoll sind.

5.3.3 Die Determinante einer Matrix

Definition 5.3.23 (Determinante einer Matrix). Seien n € N und A € M,,(K). Die Deter-
minante von A ist der Skalar

det(A) = A(Au1, ..., Aun),
wobei A: (K™)™ — K die Determinantenfunktion aus Proposition ist.

Nach Definition von A gilt also

det(4) = Y sgn(o) - [] Aociys- (5.3.24)
i=1

O'ESn

Diese Formel fur die Determinante heifit die Leibniz-Formel.

a b
det (c d)—ad—bc.

Proposition 5.3.26 (Eigenschaften der Determinante). Sei n € N und seien A,B €
M, (K). Dann gilt:

Beispiel 5.3.25. Es gilt

(i) det(I,) = 1.
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(ii) det(A- B) = det(A) - det(B).
(iii) Ist A invertierbar, so ist det(A™1) = det(A)~ 1.
(iv) det(AT) = det(A4).

Beweis. Zu (i). det(I,,) = Aeq,...,e,) = 1.
Zu (ii). Nach Lemma [5.3.20]ist L% (A) eine Determinantenfunktion auf K™ mit

LA (A (e, en) = A(Ay, ..., Awy) = det(A).

Nach der Klassifikation von Determinantenfunktionen (Satz[5.3.21)) gilt L% (A) = det(A)-A.
Daher gilt

det(A- B) = L (A)(Bs1, - -, Bsn) = det(A) - A(Bsa, - - ., Bin) = det(A) - det(B).
Zu (iii). Dies folgt unmittelbar aus (i) und (ii).

Zu (iv). Wir verwenden die Leibniz-Formel (5.3.24). Da S,, eine Gruppe ist, ist die
Abbildung S,, — S, 7 — 7!, eine Permutation von S,,. Aufierdem ist nach Definition

jedes 7 € S,, eine Permutation der Indexmenge {1,...,n}. Es gilt also
det(A) = Z sgn(o) - H As(iyi (Leibniz-Formel)

og€Sn i=1

= Z sgn(t71) - H A1y (Permutation 7 77 1)
TES, i=1

= Z sgn(t71) - H Ar1rinry  (Permutation j = 7(7))
TES, j=1

= Z sgn(r) - H Ajr () (sgn ist ein Gruppenhomomorphismus)
TESH j=1

= det(A"). (Leibniz-Formel) O

Bemerkung 5.3.27. Die Gleichung det(A) = det(AT) bedeutet, dass
A(Air, . Ain) = A(Ars, oy Ap).
Das heif3it, es macht keinen Unterschied, ob wir die Spalten oder die Zeilen von A in der

Definition der Determinante verwenden.

nem Gruppenhomomorphismus det: GL, (K) — K* ein.

Proposition 5.3.29 (Determinante und elementare Zeilenumformungen). Sei n € N und
Ae M, (K).

(i) Seieni,j € {1,...,n} miti<j. Dann ist
det(V;; - A) = —det(A).
(ii) Seieni e {1,...,n} und A € K*. Dann ist
det(M;(XN) - A) = X - det(A).
(iii) Seien i,5 € {1,...,n} miti# j und sei « € K. Dann ist

det(A;;(a) - A) = det(A).
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Beweis. Nach Proposition [5.3.26(iv) ist det(A) = A(Ai,..., A,.). Die elementare Zeile-
numformung A — Vj; - A vertauscht zwei Zeilen. Die erste Aussage folgt daraus, dass A
antisymmetrisch ist. Die zweite und dritte Aussagen folgen dhnlich daraus, dass A n-linear
und alternierend ist. O

Notation 5.3.30. Sei A eine m x n-Matrix, ¢ € {1,...,m} und j € {1,...,n}. Wir be-
zeichnen mit A[i, j] die (m — 1) x (n— 1)-Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile
und j-te Spalte streicht.

Satz 5.3.31 (Laplacescher Entwicklungssatz). Sein € N und sei A = (a;;);; eine n X n-
Matriz iber K.
(i) (Entwicklung nach der j-ten Spalte) Fir jedes j € {1,...,n} gilt

n

det(A) = Z(—l)i“aij det(A[i, 7]).

i=1

(ii) (Entwicklung nach der i-ten Zeile) Fir jedes i € {1,...,n} gilt

det(A) =Y (=1)"ay; det(Ali, j]).

Jj=1

Beuweis. Die zweite Aussage folgt aus der ersten und Proposition [5.3.26{iv). Wir beweisen (i)
mithilfe von der Leibniz-Formel. Sei $77% C S,, die Teilmenge aller Permutationen, die j auf
i abbilden. Fiir festes j ist dann {S7—1 ... SJ7"} eine Partition von S,. Es gibt aufierdem
eine Bijektion

S%HZ — Sn_l, O = 044,

so dass folgendes Quadrat kommmutiert:

{1,...,n3\ {4} —= {1,...,n}\ {i}

{1,...,n—1} --=25 {1,...,n—1}.

Dabei sind die vertikalen Pfeile die ordnungserhaltenden Bijektionen.
Behauptung. Es gilt sgn(o) = (—1)"sgn(o;;).

Mit dieser Behauptung kénnen wir berechnen:

=3 Y samio) [Lovn
1=1 GGSZLHi k=1
n o n—1
=Y (=V)ay; Y sen(oiy) - [] Al dlos o
i=1 sesiTt =1
. . nil
=Y (=1D)"ay; > sen(r)- [ Alisdl-oy

TESH_1 =1

3

—

n

= > (1) gy det(Afi, ).

1=
i=1

Es bleibt die Behauptung nachzupriifen. Sei 6;; € S, die Fortsetzung von o;; auf {1,...,n},
die n auf n abbildet, so dass sgn(o;;) = sgn(d;;). Dann gilt

oc=(i+1...n)ogo(n ... j+1j).
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Nach dem Satz 5.3.5(iii) ist sgn(i i +1 ... n) = (=1)"“und sgn(n ... j+1j) = (-1)"77,
und damit o o
sgn(o) = (—1)*" " sgn(dy5) = (=1)"sgn(oy),

wie behauptet. O
Beispiel 5.3.32. Sei
1 0 -2
A= 3 2 -1
-3 0 5

Der Laplacesche Entwicklungssatz liefert sechs verschiedene Formeln fiir det(A), eine fiir
jede Spalte und Zeile.

(i) Die einfachste Berechnung von det(A) ist voraussichtlich durch Entwicklung nach der
zweiten Spalte, die nur einen Nicht-Null-Koeffizient enthélt. Dies ergibt:

det(A) = (—1)2+2 2 det (_13 _52> —2. (15— (-2) (-3) = -2

(ii) Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt:

2 =2 3 2
det(A)l~det(0 5)+(—2)~det(_3 0)10—2~6—2.

(iii) Entwicklung nach der dritten Spalte ergibt:
3 2 1 0 1 0
det(A) = (—2) - det <_3 O> —(—1) - det (_3 0> +5-det (3 2)
=-2-64+1-0+5-2=-2.

Beispiel 5.3.33. Sei

11 0 1
1 1 11
AiOlOl
01 00

Um die Determinante von A effektiv zu berechnen, entwickeln wir sie nach der dritten Spalte
und danach nach der ersten Spalte:

LS et G (1)) — (1) =1

Korollar 5.3.34 (Determinante einer Dreiecksmatrix). Sein € N und sei A = (a;;),,; eine
n x n-Dreiecksmatriz, d.h., so dass a;; = 0 fiir alle i > j bzw. fir alle i < j. Dann gilt

11
det(A) % —det [0 1
0 1

O ==

det(A) = f[ Qi -
i=1

Beweis. Wir verwenden Induktion itber n. Wenn n = 0 ist A = I, und damit det(A) =

1= H?:l ai;. Sei also n > 1. Entwicklung nach der ersten Spalte (bzw. nach der ersten
Zeile) ergibt det(A) = a7 -det(A[1,1]). Nach der Induktionsvoraussetzung ist det(A[1,1]) =
[T, aii, was die gewiinschte Formel ergibt. O

i
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Beispiel 5.3.35. Nach dem Korollar und der Proposition kann man auch die
Determinante durch das Gaufische Eliminationsverfahren berechnen. Denn eine quadratische
Matrix in Zeilenstufenform ist insbesondere eine Dreiecksmatrix. Als Beispiel berechnen wir
die Determinante der folgenden Matrix A:

Ara(=3)
3 1 6 Aza(—2) 1 1 7
A=[1 1 7 Yz 0 -2 -15
2 6 -3 0 4 —-17
feal2) 1 1 7

—=1 0 —2 —-15 =A.
0 0 —47

Damit ist det(A) = — det(A’) = —94.
Die folgende Verallgemeinerung des Korollars [5.3.34] ist auch niitzlich:

Korollar 5.3.36 (Determinante einer Blockdreiecksmatrix). Seien k € N, ny,...,n; €
N\ {0}, n = Zle n; und sei A eine n x n-Matriz der Gestalt

A1 * A1 0

wobei A; € My, (K). Dann gilt

k
det(A) = ] det(4,).

Beweis. Es geniigt den ersten Fall zu behandeln, indem man die transponierte Matrix be-
trachtet. Wir verwenden Induktion iiber n. Wenn n = 0 ist die Aussage trivial. Sei also
n > 1. Entwicklung von det(A) nach der ersten Spalte liefert

ni

det(A) =Y (=1)*T!(Ay)er det(Ale, 1)).

e=1
Nach der Induktionsvoraussetzung ist det(Ale, 1]) = det(A4]e, 1]) Hf:z det(A;), und damit

k

ni k

det(A) = (Z(—l)eﬂ(zﬁh)el det(Aq]e, 1})) . Hdet(Ai) = det(4;) - Hdet(Ai),

e=1 i=2 i=2

wie gewiinscht. O

Definition 5.3.37 (Kofaktor, Kofaktormatrix, adjunkte Matrix). Seien n € N und A eine
n X n-Matrix tber K.

e Der (i, j)-Kofaktor von A ist (—1)"7 det(A[i, j]) € K.

¢ Die n x n-Matrix o
cof(A) = ((~1)" det(Afi.4])), ,

heifit die Kofaktormatriz von A.

o Die adjunkte Matriz zu A ist die n x n-Matrix adj(A) = cof(A)T.
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Beispiel 5.3.38. Es gilt
ai (@ b\ (d b
MWle d) " \=¢ a )"
Korollar 5.3.39. Sein € N und sei A € M, (K). Dann gilt
A-adj(A) =adj(A) - A =det(A) - I,,.
Beweis. Wir berechnen zunéchst A - adj(A). Es gilt

(A-adj(A))y =Y Agwadi(A)k; = > (=1) Ay det(A[j, K]).
k=1 k=1

Wenn i = j ist diese Summe gleich det(A4) nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz (Ent-
wicklung nach der i-ten Zeile). Es bleibt also zu zeigen, dass diese Summe null ist, wenn
i # j. Sei A; die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die j-te Zeile durch A;, ersetzt.
Entwicklung nach der j-ten Zeile zeigt, dass die obige Summe gleich det(A;) ist. Aber
det(A4;) = A((Aj)14, -+, (Aj)ns) = 0, da die i-te und j-te Zeilen von A; gleich sind und A
alternierend ist. Die Berechnung von adj(A) - A erfolgt auf dhnliche Weise durch Spaltenent-
wicklung. O

Korollar 5.3.40 (Determinante und Invertierbarkeit). Sein € N. Eine Matriz A € M, (K)
ist genau dann invertierbar, wenn det(A) € K*. In diesem Fall gilt

A7l =det(A)7! - adj(A).

Beweis. Wenn A invertierbar ist, dann ist det(4) € K* nach Proposition [5.3.26(iii). Sei
umgekehrt det(A) € K*. Dann ist det(A)~! - adj(A) die inverse Matrix zu A nach Korol-
lar [5.3.39 |

-(c 8

ist genau dann invertierbar, wenn ad — be # 0, in welchem Fall gilt

1 d —b
ATl =
ad — bc (—C a >

(siehe Beispiele [5.3.25| und |5.3.38)).

Beispiel 5.3.42. Die Matrix A € M5(K) aus Beispiel [5.3.35| ist genau dann invertierbar,
wenn char(K) ¢ {2,47}. Denn 2 und 47 sind die Primzahlen, die det(A4) = —94 teilen.

Beispiel 5.3.41. Die 2 x 2-Matrix

Korollar 5.3.43 (Cramersche Regel). Sein € N und sei (A,b) ein lineares Gleichungssys-
tem uber K mit n Gleichungen und n Unbekannten. Sei A;[b] die Matriz, die aus A entsteht,
wenn man die j-te Spalte durch b ersetzt. Ist det(A) € K*, so hat (A,b) genau eine Losung
x € K", fir die gilt
det(A;[b])
T = ——
det(A)
Beweis. Nach Korollar [5.3.40|ist A invertierbar, und die einzige Losung von (A, b) ist
r=A""1b=det(A)"-adj(A)-b.

Die j-te Koordinate ist also

z; =det(A)™" - adj(A);ib; = det(A)™" > (=1)"b; det(Ali, 5]),
i=1 1=1
und die Summe ist genau die Entwicklung von det(A;[b]) nach der j-ten Spalte. O
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Bemerkung 5.3.44. Wie schon gesagt, die Formeln aus Korollaren [5.3.40] und [5.3.43] sind
nur von theoretischer Bedeutung. Zum Beispiel impliziert Korollar [5.3.40, dass die Koeffi-
zienten von A~! als Polynome in den Koeffizienten von A geschrieben werden kénnen, was
in der algebraischen Geometrie wichtig ist. Bei groflen Matrizen ist aber das Gaufische Eli-
minationsverfahren viel schneller, um A~! zu berechnen oder das lineare Gleichungssystem
(A, b) zu 16sen, und es ist nicht sinnvoll, diese Korollare zu verwenden.

5.3.4 Die Determinante eines Endomorphismus

In diesem Abschnitt definieren wir die Determinante det(f) eines Endomorphismus f: V —
V' eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. Mithilfe der Determinante von Matrizen
kann man einfach det(f) als det([f]5) definieren, wobei B eine beliebige Basis von V ist.
Dabei muss man nachpriifen, dass det([f]5) unabhiingig von B ist, was aus der Basiswechsel-
formel (Proposition [4.2.43) und der Multiplikativitit der Determinante (Proposition [5.3.26))
folgt. Im Folgenden geben wir aber eine begrifflichere Definition von det(f), die keine Wahl
einer Basis von V erfordert, und danach beweisen wir, dass det(f) = det([f]5) (siehe Pro-

position [5.3.49)).

Lemma 5.3.45. Sei L ein K-Vektorraum der Dimension 1. Dann ist die Abbildung

K — Endg (L),
A (v ),

ein Isomorphismus.

Beweis. Die Injektivitat folgt aus Proposition [3.2.6(iv). Aus L = K folgt Endg (L) =
Endg(K) & K (siehe Beispiel 4.1.45), und damit dimg Endg (L) = 1. Die Sujektivitit
folgt dann aus Korollar [1.1.39] O

Zur Erinnerung: Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, so ist die Menge Det (V)
aller Determinantenfunktionen auf V' ein K-Vektorraum der Dimension 1 (Satz .
Haben aulerdem V und W dieselbe endliche Dimension, so induziert jede lineare Abbildung
f:V — W eine lineare Abbildung f*: Det(W) — Det(V) (Lemma [5.3.20).

Definition 5.3.46 (Determinante eines Endomorphismus). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und f: V — V ein Endomorphismus. Die Determinante von f ist der Skalar
det(f) € K, so dass die von f induzierte Abbildung f*: Det(V) — Det(V) gleich der
Skalarmultiplikation mit det(f) ist (siche Lemma [5.3.45), d.h.: Es gilt f*(8) = det(f) - § fiir
alle 6 € Det(V).

Bemerkung 5.3.47. Sei K = R und f € Endg(R™). Nach der Definition von det(f) und
der Bemerkung skaliert f das Volumen eines Parallelotops in R™ um den Faktor
|det(f)|. Die Determinante von f misst also die durch f bewirkte Volumenverdnderung mit
einem geeigneten Vorzeichen.

Proposition 5.3.48 (Eigenschaften der Determinante). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und seien f,g: V — V zwei Endomorphismen. Dann gilt:

(i) det(idy) = 1.

(i) det(go f) = det(g) - det(f).

(iii) Ist f ein Automorphismus, so gilt det(f=1) = det(f)~!

(iv) Fir die duale Abbildung f*: V* — V* gilt det(f*) = det(f).
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Beweis. Jede Aussage folgt aus Proposition ii) unten und der entsprechenden Aus-
sage liber die Determinante von Matrizen (Proposition . Wir geben aber zusétzlich
matrixfreie Beweise.

Zu (i). Dies folgt daraus, dass idj, : Det(V) — Det(V') die Identitét ist.

Zu (ii). Sei § € Det(V). Dann gilt

(g0 £)"(8) = f7(¢7(8)) = f(det(g) - ) = det(g) - f*(9) = det(g) - det(f) - 0.

Zu (iii). Dies folgt unmittelbar aus (i) und (ii).

Zu (iv). In diesem Beweis schreiben wir Det(f) fiir die von f induzierte lineare Abbildung
Det(V) — Det(V), um sie nicht mit der dualen Abbildung f* zu verwechseln. Sei n die
Dimension von V. Wir definieren die Abbildung ©: (V*)™ — Det(V') durch

O(ar,...,an)(v1,...,0n) = Z sgn(o)ag1)(v1) - - Ag(n)(Vn).
ocEeS,

Man kann leicht nachpriifen, dass ©(a,...,a,) eine Determinantenfunktion auf V' ist,
und dass © selbst n-linear und alternierend ist (vgl. den Beweis der Proposition .
Die Abbildung © ist aulerdem surjektiv: Ist B = (by,...,b,) eine Basis von V, so ist der
Vektorraum Det(V) von Ap erzeugt (Satz [5.3.21), und es gilt Ap = ©O(b3,...,b%). Man
erhélt daraus eine injektive lineare Abbildung

9: Det(V)* — Det(V™),
ey 0B,
Da beide Det(V)* und Det(V*) die Dimension 1 haben, ist ¢ sogar ein Isomorphismus. Es
gilt zudem Det(f*) o = ¢ o Det(f)*. Da die Abbildung Det(f) durch Skalarmultiplikation

mit det(f) gegeben ist, gilt das Gleiche fiir Det(f)* und damit fir Det(f*), d.h., det(f*) =
det(f). O

Proposition 5.3.49.
(i) Seienn € N und A € M, (K). Dann gilt det(L4) = det(A).

(ii) Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraum V. Fir alle
Basen B von V gilt det(f) = det([f]5).

Beweis. Die erste Aussage ist der Sonderfall der zweiten mit V' = K™ und B = (e, ..., ¢e,).
Sei 6 € Det(V). Nach Satz[5.3.21]ist 6 = A - Ap mit einem A € K. Sei B = (by,...,b,). Es
gilt
SH0) (b1, bn) = A Ap(f(b1),..., f(bn)) = A A([f(b1)]B, - .-, [f(bn)]B)
=X A([f15 - 0], [F1B - balB) = X A(fIB - exs- - [f15 - en)
= A-det([f]3) = 8(b1,. .., bn) - det([f]3).

Die Determinantenfunktionen f*(§) und det([f]5) - & stimmen also auf (by, ..., b,) iiberein.
Aus dem Satz folgt, dass f*(8) = det([f]5) -4, und damit dass det(f) = det([f]5). O

Proposition 5.3.50. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Ein Endomorphis-
mus f: V =V ist genau dann ein Automorphismus, wenn det(f) € K*.

Beweis. Sei B eine Basis von V. Dann ist f genau dann ein Automorphismus, wenn die
Darstellungsmatrix [f]B invertierbar ist. Die Aussage folgt jetzt aus Proposition [5.3.49((ii)
und Korollar [5.3.40 O
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Kapitel 6

Eigenwerte und
Diagonalisierbarkeit

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Endomorphismen von Vektorrdumen. Das End-
ziel ist es, die Frage ii) vollstdndig zu beantworten, d.h., Endomorphismen von endlich-
dimensionalen Vektorrdumen bis auf Isomorphie zu klassifizieren. Das werden wir aber nur
in der Vorlesung Lineare Algebra II schaffen. In diesem Kapitel fithren wir die wichtigen
Begriffe von Figenwert und Eigenvektoren ein, und erhalten wir eine Klassifikation von soge-
nannten diagonalisierbaren Endomorphismen, die bis auf Isomorphie durch ihre Eigenwerte
bestimmt sind. Auflerdem entwickeln wir mehrere Hilfsmittel zum besseren Verstandnis von
Endomorphismen, wie zum Beispiel das charakteristische Polynom. Die meisten Begriffe in
diesem Kapitel sind tatsédchlich auch sinnvoll bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen,
und es gibt wie immer in diesem Fall interessante Beispiele aus der Analysis. Deshalb be-
riicksichtigen wir in unserer Untersuchung so weit wie moglich beliebige Vektorrdume.
FEin beliebiger Grundkérper K wird immer noch festgelegt.

6.1 Praliminarien zu Endomorphismen

6.1.1 Direkte Summen von Vektorraumen

Die direkte Summe zweier K-Vektorrdume haben wir bereits definiert (Definition [3.3.45)).
Als Néchstes wollen wir diese Konstruktion auf mehr als zwei Vektorrdume verallgemeinern.
Bei unendlich vielen Vektorrdumen muss man aber zwischen dem Produkt und der direkten
Summe unterscheiden, die verschiedene universelle Eigenschaften haben.

Definition 6.1.1 (Produkt und direkte Summe einer Familie von Vektorrdumen). Sei
eine beliebige Menge und (V;);cr eine Familie von K-Vektorraumen.

o Das Produkt von (V;);cr ist der K-Vektorraum

HVi ={(vi)icr |v; € V; fir alle i € I'}
iel

mit der punktweisen Addition bzw. Skalarmultiplikation. Ist e € I, so bezeichnen wir
mit 7.: [[,c; Vi — Ve die lineare Abbildung mit 7 ((vi)icr) = ve.

o Die direkte Summe von (V;);er ist der Untervektorraum

Pvic][v

i€l iel
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bestehend aus allen Familien (v;);er, die null sind aulerhalb einer endlichen Teilmenge
von I. Ist e € I, so bezeichnen wir mit ¢.: V, — @iel V; die lineare Abbildung mit

v, fallsi=ce,
te(v); = {

0, andernfalls.

Bemerkung 6.1.2. Esist K/ =[[,.; K und K) =@, , K.

Proposition 6.1.3 (universelle Eigenschaften des Produkts und der direkten Summe). Sei
(Vi)ier eine Familie von K -Vektorraumen.

(i) Zu jedem K-Vektorraum W wund jeder Familie (fi: W — V;)ier von linearen Abbil-
dungen gibt es genau eine lineare Abbildung f: W — [[,.; Vi, so dass m; o f = f; fir
allei € I.

icl

(ii) Zu jedem K-Vektorraum W wund jeder Familie (f;: V; — W);er von linearen Abbil-
dungen gibt es genau eine lineare Abbildung f: @,.; Vi — W, so dass f o1, = f; fiir
allei e I.

Beweis. Zu (i). Man definiert f durch f(w) = (fi(w))ier, so dass nach Definition gilt m;0 f =
fi. Die Abbildung f ist linear, da der Vektorraumstruktur auf [[,.; Vi punktweise definiert
ist. Die Eindeutigkeit ist klar, da die i-te Koordinate von f(w) gleich m;(f(w)) = fi(w) sein
muss.

Zu (ii). Man definiert f durch f((vi)ier) = > _;c; fi(vi); dies ist sinnvoll (und offensicht-
lich linear), da nur endlich viele Summanden nicht null sind. Nach Definition der direkten
Summe ist jedes Element von @,.; V; eine Linearkombination von Elemente der Gestalt
ti(v;) mit 4 € I und v; € V;. Deswegen gibt es hochstens ein f mit den geforderten Eigen-
schaften. O

Bemerkung 6.1.4. Das Produkt und die Summe einer Mengenfamilie (Definition [1.2.15)
haben analoge universelle Eigenschaften bzgl. beliebiger statt linearer Abbildungen.

Bemerkung 6.1.5 (Dimension einer direkten Summe). Ist (V;);cr eine endliche Familie
von endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen, so gilt

dimK (@M) = ZdimK ‘/1

icl iel
Denn sind B; Basen von V;, so ist die Zusammensetzung der Familien ¢;(B;) eine Basis von
Dic: Vi

Die folgende Definition ist eine Verallgemeinerung von Definition [3.3.30}

Definition 6.1.6 (Summe einer Familie von Untervektorrdumen). Sei V' ein K-Vektorraum
und (U;)ies eine Familie von Untervektorrdumen. Die Summe der Familie (U;);cs ist der

Untervektorraum
ZUZ = SpanK (U Uz) cV.

icl icl

Ist (U;)ies eine Familie von Untervektorrdumen von V', so gibt es nach der universellen
Eigenschaft der direkten Summe eine kanonische surjektive lineare Abbildung

Gui-> v

el iel

Wenn diese Abbildung bijektiv ist, sagt man auch, dass die Summe >_._, U; direkt ist, und

man schreibt dann oft @, ; U; fiir diesen Untervektorraum von V.

el
icl

127



Proposition 6.1.7. Sei V ein K-Vektorraum und (U;);er eine Familie von Untervektor-
raumen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die kanonische Abbildung @;c; Ui — > _;c; Ui ist ein Isomorphismus.

(ii) Fir jede endliche Teilmenge J C I ist jede Familie (u;);cg mit u; € U; \ {0} linear
unabhdngig.

Beweis. Zu (i) = (ii). Sei >, ; Aiu; = 0. Die Linearkombination }
von (A;u;)ics unter der kanonischen Abbildung

i€J el el

scg Niug ist das Bild

die injektiv ist. Daraus folgt, dass A\;u; = 0 und damit \; = 0 fir alle i € J.

Zu (ii) = (i). Die kanonische Abbildung ist surjektiv nach Definition der Summe. Sei
(ui)ier ein Element ihres Kerns, d.h., Y, ;u; = 0. Sei J C I die endliche Teilmenge aller
Indizes ¢ mit u; # 0. Nach (ii) ist die Familie (u;);c; linear unabhéngig. Daraus folgt,
dass J = @, sonst wiirde die Gleichung >, ;u; = 0 im Widerspruch zu der linearen
Unabhangigkeit stehen. O

6.1.2 Invariante Untervektorraume

Definition 6.1.8 (invarianter Untervektorraum). Sei f: V' — V ein Endomorphismus eines
K-Vektorraums V. Ein Untervektorraum U C V heifit f-invariant, wenn f(U) C U.

Ist U C V f-invariant, so schriankt sich f zu einem Endomorphismus fy € Endg (U).
Nach der universellen Eigenschaft des Quotientenvektorraums (Proposition [4.1.33)) induziert
auch f einen Endomorphismus f € Endg (V/U) mit f(v+U) = f(v) + U.

Beispiel 6.1.9. Sei f: V — V ein Endomorphismus. Dann sind {0}, V, ker f und im f
f-invariante Untervektoraume von V.

Proposition 6.1.10. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K -Vektorraums V und sei
(Ui)ier eine Familie von f-invarianten Untervektorrdumen.

(i) Der Durchschnitt
(ii) Die Summe Y,

ier Ui ist f-invariant.

ser Ui ist f-invariant.
Beweis. Dies folgt aus den mengentheoretischen Formeln
f (ﬂ UZ) c()fU:) md f (U U,») =J rwy)
i€l iel il iel
und der Proposition 4.1.201). O

Weitere Beispiele erhalten wir durch die Potenzen von f:

Notation 6.1.11 (Potenzen eines Endomorphismus). Sei f: V' — V ein Endomorphismus
eines K-Vektorraums V und sei & € N. Man definiert die k-te Potenz f* rekursiv wie folgt:

1O =idy, f=fof

Proposition 6.1.12. Sei V' ein K-Vektorraum, f € Endg (V) ein Endomorphismus und
g € Endg (V) eine Linearkombination der Familie (f*)ren. Dann:

(i) ker g und im g sind f-invariant.

(ii) Ist U C V ein f-invarianter Untervektorraum, so ist U auch g-invariant.
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Beweis. Zu (i). Sei g = Y.y _, Axf*. Die Linearitéit von f impliziert, dass go f = fog, denn:

=Y NS ) = f (Z Akf’“@)) = f(g(v)).
k=0 k=0

Sei v € kerg. Dann ist g(f(v)) = f(g(v)) = f(0) = 0, und damit ist f(v) € kerg. Sei nun
v € img, d.h., v = g(w) mit einem w € V. Dann ist f( ) = f(g(w)) = g(f(w)), und damit

ist f(w) € img.
Zu (ii). Durch Induktion iiber k schlieBen wir unmittelbar, dass f*(U) C U fiir alle
k € N. Da U ein Untervektorraum ist, folgern wir, dass g(U) C U. O

6.1.3 Isomorphie von Endomorphismen

Definition 6.1.13 (Isomorphie von Endomorphismen). Seien V,W Vektorraume iiber K
und seien f € Endg (V) und g € Endg (W) Endomorphismen. Man sagt, dass die Paare
(V, f) und (W, g) isomorph sind, und man schreibt (V, f) = (W, g), wenn ein Isomorphismus
p: V5 W existiert, so dass ¢ o f = go :

V*>W

fl lg

V*>W

Bemerkung 6.1.14. Man kann leicht nachpriifen, dass Isomorphie eine Aquivalenzrelation
zwischen Paaren (V, f) ist (vgl. Bemerkung [4.1.16)).

Beispiel 6.1.15.

(i) Jedes (V, f) ist isomorph zu einem Paar der Gestalt (K, g): Man wihlt einen Iso-
morphismus ¢: V = K) und setzt g = po fo ™t

(if) Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einer Basis B. Durch den Isomorphismus
5 V5 K™ ist jedes Paar (V, f) zu (K™, Ly ) isomorph.

Bemerkung 6.1.16. Die Determinante von Endomorphismen (Definition ist eine
Isomorphie-Invariante im folgenden Sinne: Ist V' endlich-dimensional und sind (V, f) und
(W, g) isomorph, so ist det(f) = det(g). Denn sei ¢: V = W ein Isomorphismus mit ¢ o f =
g o und sei § € Det(W) eine Determinantenfunktion. Dann gilt

g (8) = (po fop ") (9)

und damit det(g) = det(f).

Definition 6.1.17 (Ahnlichkeit von Matrizen). Seien n € N und A, B € M, (K). Man
sagt, dass A dhnlich oder konjugiert zu B ist, wenn eine invertierbare Matrix S € GL,,(K)
existiert, so dass S™1-A-S = B.

Proposition 6.1.18. Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf M, (K).
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Beweis. Sie ist reflexiv, da A =I,!- A I,. Sie ist symmetrisch, denn:
B=S14.8 = A=(SH't.B.s.
Zur Transitivit, seien B=S"1-A-Sund C =T~!- B-T. Dann gilt:
(S Tyt A S T)=T"" (S A-8).T=T""B-T=C. O
Proposition 6.1.19. Sein € N.

(i) Seien A,B € M, (K). Dann sind A und B genau dann dhnlich, wenn (K™, L) und
(K™, L) isomorph sind.

(ii) Seien V und W n-dimensionale K- Vektorriume mit Endomorphismen f € Endg (V)
und g € Endg (W) und mit Basen B und C. Dann sind (V, f) und (W, g) genau dann
isomorph, wenn [f]5 und [g]g dhnlich sind.

Beweis. Die erste Aussage ist der Sonderfall der zweiten, mit V =W = K" und B = C der
Standardbasis. Sei ¢: V — W ein Isomorphismus mit ¢ o f o~ ! = g. Fiir S = [p 1§ gilt
dann S7'[f]5S = [g]S nach Proposition[d.2.39 Sei umgekehrt S € GL,, (K) mit S~'[f]5S =
[9]S. Sei p: V — W der Isomorphismus mit [p]8 = S~1. Nach Proposition gilt dann
[pofop 1S =S"1fES = [g]g, und daher po fop™t =g. O

Man kann die letzte Proposition wie folgt zusammenfassen: Es gibt eine bijektive Abbil-
dung

M,,(K)/Ahnlichkeit = {(V, f) | dimgx V =n und f € Endg(V)}/Isomorphie,
[A] = [(K™, La)l,

deren Umkehrabbildung die Aquivalenzklasse von (V, f) auf die von [f]5 abbildet, wobei B
eine beliebige Basis von V ist. In der Praxis bedeutet das folgendes: Wenn wir eine Abbildung
®: M, (K) — X definiert haben, so dass ®(A) = ®(B) wann immer A und B &hnlich sind,
dann erhalten wir aus jedem Paar (V, f) ein wohldefiniertes Element ®(f) € X, so dass
O(f) = ®([f]B) fiir jede Basis B von V. Aulerdem gilt dann ®(f) = ®(g), wenn die Paare
(V, f) und (W, g) isomorph sind, d.h., ® ist automatisch eine Isomorphie-Invariante. Als
Beispiel dieser Methode definieren wir jetzt die Spur eines Endomorphismus.

Definition 6.1.20 (Spur einer Matrix). Seien n € N und A = (a;5);,; eine n x n-Matrix
iiber K. Die Spur von A ist

tI‘(A) = Za“‘ € K.
=1

Proposition 6.1.21 (zyklische Invarianz der Spur). Seien m,n € N, sei A € Mp,xn(K)
und sei B € My xm(K). Dann gilt

tr(A- B) = tr(B- A).

m n n m

Beweis. tI‘(A . B) = ZZ Aiiji = Z ZBjiAij = tI‘(B . A) O]

i=1 j=1 j=1i=1

Bemerkung 6.1.22. Seien Ay,..., A € M, (K) und sei o € S, ein Zyklus der Linge k.
Die zyklische Invarianz der Spur impliziert, dass

tr(Al .t Ak) = tI‘(AU(l) el Ao(k))~

Im Gegensatz zu der Determinante, gilt dies aber im Allgemeinen nicht fiir eine beliebige
Permutation o.
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Korollar 6.1.23. Sei n € N und seien A,B € M, (K). Sind A und B dhnlich, so gilt
tr(A) = tr(B).

Beweis. Sei S~ - A-S = B. Nach Proposition [6.1.21] gilt nun
tr(B) =tr(S™t-A-8) =tr(A-S-S7h) = tr(A). O

Definition 6.1.24 (Spur eines Endomorphismus). Sei V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und f € Endg (V). Die Spur von f ist

tr(f) = tr([f]5),

wobei B eine Basis von V ist. Nach Korollar [6.1.23|ist tr(f) unabhéngig von der Wahl der
Basis B.

Bemerkung 6.1.25. Es ist auch moglich, eine begrifflichere matrixfreie Definition der Spur
tr(f) zu formulieren, wie bei der Determinante (siehe Abschnitt 5.3.4). Dazu braucht man
aber den Begriff des Tensorprodukts von Vektorrdumen, den wir noch nicht besprochen
haben.

6.2 Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition 6.2.1 (Eigenraum, Eigenvektor, Eigenwert). Sei f: V' — V ein Endomorphis-
mus eines K-Vektorraums V und sei A € K.

e Der FEigenraum zu X von f ist der Untervektorraum
Eig\(f):={v eV | f(v)=X-v}=ker(A-idy —f) C V.
o Ein Eigenvektor zu X von f ist ein Element von Eig, (f) \ {0}, d.h., ein Vektor v # 0,
so dass f(v) =X v.
o A heiit Figenwert von f, wenn Eig, (f) # {0}, d.h., wenn ein Eigenvektor zu A existiert.

Ist n € N und ist A eine n x n-Matrix iiber K, so bezeichnen wir als Figenrdume, Ei-
genvektoren und Figenwerte von A die Eigenrdume, Eigenvektoren und Eigenwerte von
Ly: K™ — K™

Bemerkung 6.2.2. Es gilt Eig,(f) = ker f.

Bemerkung 6.2.3. Seien f € Endg (V) und g € Endg (W) Endomorphismen, und sei
¢: V5 W ein Isomorphismus mit ¢ o f = go . Fiir alle A\ € K ist dann o(Eig,(f)) =
Eig,(g), denn:

flw)=Xx-v = o(f(v)) = p(A-v) == g(p(v)) = A-p(v).
Insbesondere haben f und g dieselben Eigenwerte.
Beispiel 6.2.4. Sei V ein K-Vektorraum.
(i) Fir die Identitét idy gilt

v, falls A =1,

Eig, (idy) = {{0}’ falls A # 1.

Falls V # {0} ist also 1 € K der einzige Eigenwert von idy, und alle Vektoren v # 0
sind Eigenvektoren dazu.
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(ii) Allgemeiner, ist p € K und V # {0}, so ist p der einzige Eigenwert von p - idy, und
alle Vektoren v # 0 sind Eigenvektoren dazu.

(iii) Seit: VeV — V @V die lineare Abbildung ¢(v, w) = (w,v). Es gilt

Eig,(t) ={(v,w) e VeV ]jw=X-vund v =\ w}
={(v,A-v)[veV und (\* —1) v =0}.

Nach Proposition iv) ist (A2 —1)-v = 0 nur moglich, wenn v = 0 oder A\ —1 = 0.
Daher gilt

Eig, (t) = {(0,0)} U {(v,A-v) |v € V' \ {0} und \* —1 = 0}.

Falls V # {0} sind also die Eigenwerte von t alle Skalare A mit A2 — 1 = 0. Aus der
Gleichung A2 — 1 = (A — 1)(A + 1) und der Nullteilerfreiheit von K folgt, dass 1 und
—1 die einzigen Eigenwerte von ¢ sind. Die Eigenvektoren zu 1 sind (v,v) mit v # 0
und die Eigenvektoren zu —1 sind (v, —v) mit v # 0.

(iv) Sei D = diag(ds,...,d,) eine n x n-Diagonalmatrix iber K. Dann ist der Eigenraum
zu A von D der Untervektorraum Spang{e; | d; = A} C K™. Insbesondere ist jeder
Standardeinheitsvektor e; € K" ein Eigenvektor zum Eigenwert d; von D.

Beispiel 6.2.5 (Drehungen). Sei a € R\#Z eine reelle Zahl, die kein ganzzahliges Vielfaches
von 7 ist, und sei f: R? — R? die Drehung um den Winkel o um den Nullpunkt. Dann ist
Eig,(f) = {0} fir alle A € K. Denn fur alle v # 0 liegen die Vektoren v und f(v) auf
keiner gemeinsamen Ursprungsgerade. Der Endomorphismus f hat also keine Eigenwerte
und somit keine Eigenvektoren.

Beispiel 6.2.6 (Abhingigkeit vom Grundkérper). Sei
0 -1

Die Abbildung L4: R? — R? ist eine Drehung um den Winkel 7/2, die keine Eigenwerte
besitzt (Beispiel [6.2.5)). Betrachtet man jedoch A als komplexe Matrix, so hat L4: C? — C?

die Eigenwerte i und —¢, mit zugehérigen Eigenvektoren (#) und (}):

1)= G =) 20)-()==0)

Beispiel 6.2.7 (Eigenwerte und Eigenvektoren der Differentiation). Sei C*°(R,R) der
R-Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf R, sei D: C*°(R,R) —
C*(R,R) die Differentiationsabbildung (sieche Beispiel 4.1.31)) und sei A € R. Dann ist

Big)\(D) = {f € C*R,R) [ f' = \- f}.

In der Analysis wird gezeigt, dass der Eigenraum Eig, (D) 1-dimensional ist und von der
Exponentialfunktion =  exp(Az) erzeugt wird. Insbesondere sind alle reellen Zahlen Ei-
genwerte von D, und die Eigenvektoren zu einem A sind die Funktionen  — cexp(Az) mit
c e R*.

Beispiel 6.2.8. Sei D?: C*°(R,R) — C*(R,R) der Endomorphismus f + f” und sei
A € R. Dann gilt dimg Eig, (D?) = 2 und zwar

Spang{z + cosh(vAx),z + sinh(vVAz)}, falls A > 0,
Eig,(D?) = { Spang{z i~ 1,z = z}, falls A =0,
Spang{z = cos(v/—Ax),x > sin(v/—Ax)}, falls A <O0.
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Lemma 6.2.9. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V.

(i) Fir alle X\ € K ist der Figenraum Eig, (f) CV f-invariant.

(ii) Ist A # p, so gilt Eig, (f) N Eig,,(f) = {0}.

Beweis. Die erste Aussage ist der Sonderfall der Proposition [6.1.12{i) mit g = X - idy —f.
Sei v € Eig,(f) N Eig,(f). Dann gilt f(v) = A-v = p- v, und damit (A — p) -v = 0. Da
A # p folgt aus Proposition iv), dass v = 0. O

Proposition 6.2.10 (lineare Unabhéngigkeit von Eigenvektoren). Sei f: V' — V ein Endo-
morphismus eines K -Vektorraums V. Sei A C K eine Teilmenge bestehend aus Eigenwerten
von f, und zu jedem A € E sei vy € V ein Eigenvektor zum Figenwert X\. Dann ist die
Familie (vy)xen linear unabhdingig.

Beweis. Nach Definition der linearen Unabhéngigkeit diirfen wir voraussetzen, dass A end-
lich ist. Dann verwenden wir Induktion {iber die Méachtigkeit von A. Wenn A = @& ist die
Aussage trivial. Sei also A\g € A und sei ZAGA - vy =0 mit py € K. Dann gilt:

0= (Agidy —f) <Z 0N 'U,\> = Y pa-(Aoidy —f)(va).

AEA AeA\{ o}

Nach Lemmal6.2.9(i) liegt jeder Vektor (Ao idy —f)(vy) in Eigy (f), und nach Lemmal6.2.9(ii)
ist er nicht null, sonst wire vy € Eigy(f) NEig,, (f) = {0}, aber v\ # 0 nach Definition von
Eigenvektor. Also ist jedes (Agidy —f)(vy) wieder ein Eigenvektor zu A. Aus der Indukti-
onsvoraussetzung folgt, dass py = 0 fiir alle A € A\ {\o}. Dann ist auch py, - vy, = 0 und
damit py, = 0. O

Korollar 6.2.11. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V und sei
A C K eine Teilmenge. Dann ist die kanonische Abbildung

P Eig\(f) = > Fig,(f)
AEA NeA

ein Isomorphismus.

Beweis. Dies folgt aus Propositionen und O

Definition 6.2.12 (geometrische Vielfachheit). Sei f: V' — V ein Endomorphismus ei-
nes K-Vektorraums V und sei A € K. Die Dimension von Eig, (f) heifit die geometrische
Vielfachheit von X bzgl. f und wird mit Mfceom()\) bezeichnet.

Beispiel 6.2.13. Sei A = diag(dy,...,d,) eine n x n-Diagonalmatrix {iber K. Aus Bei-
spiel 6.2.4{(iv) folgt, dass p5°"(X\) = [{i € {1,...,n} | d; = A}|.

Proposition 6.2.14 (Charakterisierung von Eigenwerten). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum, f € Endg (V) ein Endomorphismus und A\ € K. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

(i) X ist ein Eigenwert von f.
(ii) FEs gilt rg(\-idy —f) < dimg V.
(i) Es gilt det(\-idy —f) = 0.

Beweis. Nach Definition ist A genau dann ein Eigenwert von f, wenn die Abbildung Aidy — f
nicht injektiv ist. Aber wenn V' endlich-dimensional ist, sind die Injektivitdt, Surjektivi-
tat und Bijketivitdt von Aidy —f dquivalent (Korollar . Aussage (ii) bedeutet, dass
Aidy —f nicht surjektiv ist (nach Proposition , und Aussage (iii) bedeutet, dass
Aidy —f nicht bijektiv ist (Proposition. Deswegen sind alle Aussagen dquivalent. [
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Nach Proposition[6.2.14 kann man die Eigenwerte von f finden, indem man die Gleichung
det(A -idy —f) = 0 16st. Nach der Leibniz-Formel ist det(A - idy —f) eine Polynomfunktion
von A, und es gibt leider keine allgemeine Methode zur Lésung solcher Gleichungen. Wir
kommen auf diesen Punkt im Abschnitt 6.9] zuriick.

In der Funktionalanalysis spielt die folgende Verallgemeinerung von Eigenwerten eine
wichtige Rolle:

Definition 6.2.15 (Spektrum, Spektralwert). Sei f: V' — V ein Endomorphismus eines
K-Vektorraums V. Das Spektrum o(f) von f ist die Menge aller Skalare A, so dass die
Abbildung A - idy — f nicht bijektiv ist. Elemente von o(f) heilen Spektralwerte von f.

Bemerkung 6.2.16 (Eigenwerte vs. Spektralwerte). Eigenwerte von f sind auch Spektral-
werte von f. Die Umkehrung gilt, wenn V endlich-dimensional ist (nach Korollar [4.1.39)),
aber nicht im Allgemeinen. Zum Beispiel hat der Endomorphismus

f: KN — KN, (zo,21,...) = (0,20, 21,...),

keine Eigenwerte, aber 0 ist ein Spektralwert von f, da f nicht surjektiv ist. Es ist eigentlich

a(f) ={0}.

Korollar 6.2.17 (Méichtigkeit des Spektrums mit geometrischer Vielfachheit gerechnet).
Sei f: V. — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V der endlichen Dimension n.

Dann gelten |o(f)] < n und 3o\ 15 (A) < .
Beweis. Dies folgt aus dem Korollar|6.2.11} da 37\ c sy 15 (A) = dimg (@/\eo(f) Eig, (f))
und g3 (A) > 1 fiir alle A € o(f). O

Mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren kénnen wir die geometrischen Vielfachheiten
bzgl. einer Matrix sowie Basen der zugehorigen Eigenrdume leicht bestimmen:

Rezept 6.2.18 (Berechnung der geometrischen Vielfachheit). Gegeben seien eine Matrix
A € M,(K) und ein Skalar A € K. Gesucht ist p%°"(\). Man berechnet den Rang von
A, — A mit dem Rezept Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ist
dann p&°"(N) = n —rg(AL, — A).

Rezept 6.2.19 (Berechnung des Eigenraums). Gegeben seien eine Matrix A € M, (K) und
ein Skalar A € K. Gesucht ist eine Basis von Eig,(A). Dazu verwendet man das Rezept
[.2.15 mit der Matrix AI,, — A.

6.2.1 Diagonalisierbarkeit

Definition 6.2.20 (diagonalisierbarer Endomorphismus). Sei V' ein K-Vektorraum. Ein
Endomorphismus f € Endg (V') heifit diagonalisierbar, wenn eine Basis von V' bestehend
aus Eigenvektoren von f existiert.

FEine quadratische Matrix A heifit diagonalisierbar, wenn L 4 diagonalisierbar ist.

Beispiel 6.2.21.

(i) Sei V ein K-Vektorraum und sei t: V@&V —» VoV, (v,w) — (w,v) (siche Bei-
spiel[6.2.4)). Ist (v;);es eine Basis von V und ist char(K) # 2, so bilden die Eigenvekto-
ren (v;,v;) und (v;, —v;) von t eine Basis von V &V, und damit ist ¢ diagonalisierbar.
Aber wenn char(K) = 2 und V # {0}, dann erzeugen die Eigenvektoren von ¢ den
Untervektorraum {(v,v)|v € V} von V &V, und damit ist ¢ nicht diagonalisierbar.

(ii) Sein € Nund sei D eine nxn-Diagonalmatrix tiber K. Dann besteht der Standardbasis
von K" aus Eigenvektoren von D, und insbesondere ist D diagonalisierbar.
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Beispiel 6.2.22. Der Endomorphismus D von C*° (R, R) ist nicht diagonalisierbar, da nicht
alle Funktionen aus C*°(R, R) Linearkombinationen der Funktionen z  exp(Az) sind (siehe
Beispiel . Denn eine solche Linearkombination muss unbeschréankt oder konstant sein,
aber es existiert beschrénkte beliebig oft differenzierbare Funktionen, die nicht konstant sind
(z.B., cos und sin).

Proposition 6.2.23. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist diagonalisierbar.
(ii) Jeder Vektor v € V ist eine Linearkombination von FEigenvektoren von f.
(iii) Die kanonische lineare Abbildung @, Eigy(f) — V ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist klar, und die Implikation (ii) = (iii) folgt aus Ko-
rollar Ist die Abbildung @, x Eigy(f) — V ein Isomorphismus, so erhélt man eine
Basis von V bestehend aus Eigenvektoren, indem man Basen aller Eigenrdume Eig,(f)
zusammensetzt. O

Satz 6.2.24 (Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K -Vektorraum und sei f € Endg (V). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist diagonalisierbar.

(ii) Es existiert eine Basis B von V, so dass [f]B eine Diagonalmatriz ist.

(iii) Es gilt

> () = dimg V.
rea(f)

Beweis. Zu (i) < (ii). Sei B eine Basis von V. Dann ist [f]5 genau dann eine Diagonalmatrix,
wenn B aus Eigenvektoren von f besteht.

Zu (i) < (iii). Nach Korollar 6.2.11)ist 30\, sy 15 (A) genau dann gleich dimg V,
wenn die kanonische Abbildung P reo(r) Eig A\ (f) = V ein Isomorphismus ist. Nach Propo-
sition [6.2.23] ist das Letztere zur Diagonalisierbarkeit von f dquivalent. O

Korollar 6.2.25. Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n € N und sei f € Endg (V).
Hat f n paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist f diagonalisierbar.

Beweis. Nach Definition ist die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts mindestens 1.
Wenn f n paarweise verschiedene Eigenwerte besitzt, dann ist Y5y c s #f () > n. An-
_6.2.24 (

dererseits ist 30\, HF(A) < n nach Korollar [6.2.17} Nach Satz iii) = (i) ist
also f diagonalisierbar.

Korollar 6.2.26 (Diagonalisierbarkeit von Matrizen). Seien n € N und A € M, (K). Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist diagonalisierbar.
(ii) A ist ahnlich zu einer Diagonalmatriz.

Beweis. Dies folgt aus Satz [6.2.24] (i) < (ii) und Proposition [6.1.19 O

Rezept 6.2.27 (Test auf Diagonalisierbarkeit). Gegeben seien eine Matrix A € M, (K) und
ihre Eigenwerte A1, ..., Ax. Zu bestimmen ist, ob A diagonalisierbar ist. Wenn k = n ist, ist A
diagonalisierbar nach Korollar [6.2.25] Sonst berechnet man die geometrischen Vielfachheiten
£8°™ (A;) mit Rezept[6.2.18 Nach Satz[6.2.24]ist die Matrix A genau dann diagonalisierbar,

wenn S8, p5" (\) = n.
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Rezept 6.2.28 (Diagonalisierung einer Matrix). Gegeben seien eine Matrix A € M, (K)
und ihre Eigenwerte A1, ..., Ag. Gesucht ist eine Matrix S € GL,,(K), wenn sie existiert, so
dass ST1AS eine Diagonalmatrix ist. Mit Rezept findet man Basen der Eigenrdume
Eigy,(A), und dadurch wird auch bestimmt, ob A diagonalisierbar ist (siche Rezept .
Wenn ja, erhéilt man eine Basis B = (v1,...,v,) von K" indem man die gefundenen Basen
der Eigenrdume zusammensetzt. Sei S die Matrix mit Spalten vy,...,v,, d.h., die Basis-
wechselmatrix T8 von B nach der Standardbasis E. Nach der Basiswechselformel (Propo-
sition hat dann die Matrix S die gewiinschte Eigenschaft. Man kann auflerdem die
inverse Matrix S~! mit Rezept berechnen.

Beispiel 6.2.29. Wir konnen jetzt das Beispiel |4.2.44] erkléren. Sei

3 -1
Um die Eigenwerte von A zu finden, miissen wir die Gleichung det(Al; — A) = 0 16sen:
det AN —A)=(A—3)A+2=2 -3 +2=A—-1)(\—2),

und daher sind 1 und 2 die Eigenwerte von A. Insbesondere ist A diagonalisierbar. Mit
Rezept [6.2.19] berechnen wir die zugehédrigen Eigenrdume:

(=2 1\ An(-1n_ (-2 1 . _ 1
eas (22 (20w (),

_ (-1 T\ Anu(=2) (-1 1 . _ 1
R N G R )

Also ist B = ((1),(})) eine Basis von R? bestehend aus Eigenvektoren von A, und damit

ist
1 (20 . (11
STAS = <0 1) , wobei S = (1 2) .

Wir berechnen noch die inverse Matrix S~! mit Rezept [5.2.18

(1 1|1 0\ 4u-n (1 1] 1 0\ At (1 0] 2 =1\ _ - o
(S|12)_(1 210 1) 5(0 1] -1 1) ><0 1] -1 1)‘“25 )

Beispiel 6.2.30. Sei

-5 2 -4
A=[-2 0o -—2|eMQ).
4 -2 3

Wir versuchen A mit Rezept [6.2.28] zu diagonalisieren. Es ist

A+5 =2 4
det(A3 — A) = det 2 A 2
—4 2 A-3

BN 5) AN —3) —4) —2(=2(A — 3) — 8) — 4(—4 — 4))
=X 42X A=A+ 1)2%
Die Eigenwerte von A sind also 0 und —1. Als Néchstes berechnen wir die Eigenrdume:
o Figenraum zu —1.
4 -2 4 A3z2(2) 2 -1

9
L-A=[2 -1 2|2 210 0 o
4 2 4 0 0 0



Der Rang von —I, — A ist also gleich 1, so dass p%°"(—1) = 3—1 = 2. Daraus kénnen
wir bereits schlielen, dass A diagonalisierbar ist. Die Vektoren

1 -1
vy = |2 und vo=1] 0
0 1

bilden eine Basis von Eig_;(4) = L(—I5 — A,0).

o Figenraum zu 0.

0s—A=|2 o 2|25 —2 4
4 2 -3 4 2 -3
Ajl(_f) 1 0 1 A 1 1
LGOI B M () IO (S S |
0 2 1 o 0 0

[\

Daraus erhalten wir S™1AS = diag(—1, —1,0), wobei

1 -1 2
S:(’Ul (%) ’Ug) 2 0 1
0 1 -2
SchlieBlich berechnen wir die inverse Matrix S—1:
1—12100A(_2)1—12100
(S =(2 o 1]01 020 2 -3|-210
0 1 —-2]/0 0 1 0 1 —-2/0 01
As(-2) (1 -1 2|1 0 A=@ /1 -1 0|5 -2 4
Y o 1 2|0 1] 22200 1 0|4 2 -3
0 0 1 ]-2 1 =2 0 0 1]-2 1 =2
) 1001 0 1
25010 1 0 -4 2 =3 =(I387h.
00 1]-2 1 -2

Beispiel 6.2.31. Seien A\, € K. Falls a # 0 ist die Dreiecksmatrix

A«
=0 5)
nicht diagonalisierbar. Denn A hat den einzigen Eigenwert A, und seine geometrische Viel-
fachheit ist nur 1:
0 —«a . _ 1
moas(§ ) = mawn ().

Bemerkung 6.2.32 (Potenzen einer diagonalisierbaren Matrix). Sei A € M,,(K) eine qua-
dratische Matrix. Ist A diagonalisierbar, so kénnen wir die Potenzen A* von A wie folgt
berechnen. Sei S € GL,,(K), so dass STt AS = diag(\1, ..., \,). Dann ist

AF = (Sdiag(A1,. .., \)S™ Y)Y = Sdiag(A1,..., \)¥S™ = Sdiag(\F, ..., AF)S—L,
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Beispiel 6.2.33 (Fibonacci-Zahlen). Sei (Fj,)nen die Folge der Fibonacci-Zahlen. Im Bei-
spiel [£:2.19 haben wir die folgende Formel erreicht:

Fy n (1 . 11
(F:1> =A .(O>’ wobei A= (1 O> € My (R).

Es ist det(Aly — A) = A(A—1) —1 = A2 — XA — 1, und damit hat A die zwei Eigenwerte

1++5
5
Insbesondere ist A diagonalisierbar. Durch die Methode aus Bemerkung [6.2.32] erhalten wir

die explizite Formel
1 (143" [1-VB\"
F,=— — .
V5 2 2

Proposition 6.2.34 (Ahnlichkeit von Diagonalmatrizen). Sei n € N und seien D =
diag(dy,...,d,) und D' = diag(d},...,d}) zwei Diagonalmatrizen tiber K. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) D und D' sind dhnlich.
ii) Fs gibt eine Permutation o € Sy, so dass d. = dg(; fir allei € {1,...,n}.
i (4)

Beweis. Fiir die Elementarmatrix V;; gilt VZ-;lDVij = diag(dT(l), ooy dr(pny), wobei 7 die
Transposition (i j) ist. Da jede Permutation ¢ eine Komposition von Transpositionen ist
(Lemma [5.3.4), folgt daraus die Implikation (ii) = (i). Sind umgekehrt D und D’ &hnlich,
so haben D und D’ die gleichen Eigenwerte mit den gleichen geometrischen Vielfachheiten
(siehe Bemerkung . Aber die Diagonalkoeffizienten einer Diagonalmatrix sind genau
ihre Eigenwerte, und ein Eigenwert kommt so oft vor wie seine geometrische Vielfachheit
(siehe Beispiel [6.2.13)). Deshalb gilt die Implikation (i) = (ii). O

Bemerkung 6.2.35 (Klassifikation von diagonalisierbaren Endomorphismen bis auf Iso-
morphie). Sei Diagénd,, die Menge aller Isomorphieklassen von Paaren (V, f), wobei V ein
n-dimensionaler K-Vektorraum ist und f ein diagonalisierbarer Endomorphismus von V ist.
Sei ~ die folgende Aquivalenzrelation auf K": 2 ~ y genau dann, wenn eine Permutation
o € 5, existiert, so dass y; = z4(;) fiir alle i € {1,...,n}. Nach Proposition gibt es
dann eine bijektive Abbildung

K™/~ = Diagénd,,
[(dlv BERE) dn)] = [(Knv Ldiag(dl,“.,dn))]'

Die Umkehrabbildung schickt einen diagonalisierbaren Endomorphimus f € Endg (V) auf
das n-Tupel seiner Eigenwerte mit geometrischer Vielfachheit gezéhlt.

Proposition 6.2.36 (Determinante und Spur diagonalisierbarer Endomorphismen). Sei
V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei f € Endg (V) ein diagonalisierbarer
Endomorphismus. Dann gilt:

(i) det(f) = erg(f) ARFT),
(i) () = Senes) () - .
B

Beweis. Sei B eine Basis von V, so dass [f]5 eine Diagonalmatrix ist. Dann ist det(f)
bzw. tr(f) das Produkt bzw. die Summe der Diagonalkoeffizienten von [f]5, die genau die
Eigenwerte von f sind, mit geometrischer Vielfachheit gezéhlt. O
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6.3 Das charakteristische Polynom

6.3.1 Polynome

Zur Erinnerung ist K™ der K-Vektorraum aller Folgen (an)nen in K, die null auBlerhalb
einer endlichen Teilmenge von N ist. Die Folgen (8, )neny mit ¢ € N bilden eine Basis von
KM (siehe Beispiel

Sei T ein Symbol, das wir als Variable oder Unbestimmte benennen. Dann bezeichnen
wir mit K[T] der K-Vektorraum K™ in dem wir die Folge (Jin)nen als T* schreiben.
Also ist (T%);en eine Basis des K-Vektorraums K[T), so dass jedes Element p € K[T] als
Linearkombination

p= Z a; T

ieN
geschrieben werden kann, wobei a; € K und nur endlich viele der a; nicht null sind. Aufler-
dem schreiben wir T anstelle von 7' und identifizieren wir die von T° aufgespannte Gerade
in K[T] mit K durch die injektive lineare Abbildung

K < K[T], aws aT®.

Definition 6.3.1 (Polynom, Monom, Glied, Absolutglied). Mit der obigen Schreibweise
bezeichnen wir Elemente von K[T] als Polynome iber K (oder mit Koeffizienten in K) in
der Variablen T'. Ist p = >, a;T? ein Polynom, so heifien die Skalare a; die Koeffizienten
von p. Der Nullvektor 0 € K[T] heifit das Nullpolynom.

Ein Polynom mit hdchstens einem Nicht-Null-Koeffizient heifit Monom. Die Monome a;T"
heiBen die Glieder des Polynoms ),y a;T%, und der Koeffizient ay heifit das Absolutglied.

Definition 6.3.2 (Multiplikation von Polynomen). Seienp = >, a;T" und ¢ = >, . biT"
zwei Polynome iiber K. Man definiert das Produkt p - ¢ durch

p-q= Z ZaibjTH_j = Z Z aibj Tk.

iEN jEN keEN \i+j=k

€N

Man beachte dabei, dass diese Summen nur endlich viele Summanden enthalten, die nicht
null sind, so dass p - ¢ ein wohldefiniertes Polynom ist.

Beispiel 6.3.3.
(i) Sind \,u € K, so gilt (T + \) - (T + u) = T? + (A + p)T + Au. Insbesondere ist
(T+XN)-(T—-X)=T?- )2
(ii) Fiir jedes n € N\ {0} gilt 7" —1 = (T —1)- (T" ' +...+ T + 1) (die rechte Seite ist
eine ,, Teleskopsumme*).

Proposition 6.3.4. Die Multiplikation auf K[T) ist assoziativ und kommutativ, sie hat das
neutrale Element 1 = TC und sie ist distributiv iber die Addition.

Beweis. Seien p = Y. yaT", ¢ = Y,y 0T und r = Y. ¢;T" Polynome iiber K. Die
Assoziativitat folgt daraus, dass beide p- (¢ r) und (p - q) - r gleich

S3 Y aber
ieN jEN keN

sind. Die Kommutativitdt und die Neutralitidt von 7° sind klar. Zur Distributivitéit berech-
nen wir:

p-(g+r) =Y aibj+c;)T

i€EN jeN
= Z Z aibjTHj + Z Z (liCjTH_j
i€N jEN 1€N jeN
=p-q+p-r 0
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Bemerkung 6.3.5. Insbesondere ist (K[T],+,-) ein kommutativer Ring (siche Bemer-
kung [2.3.5)), den wir als Polynomring iiber K bezeichnen. Auflerdem ist die Multiplikation
auf K[T] mit der Skalarmultiplikation kompatibel: Sind p, ¢ € K[T] und ist A € K, so gilt

Ap)g=X-p-q=p-(A-q).

Ein kommutativer Ring mit einer kompatiblen Struktur von K-Vektorraum in diesem Sinne
heifit eine kommutative K -Algebra.

Definition 6.3.6 (Grad, Leitkoeffizient, monisches Polynom). Der Grad eines Polynoms
p=">senail" iiber K ist

deg(p) :=sup{i € N|a; # 0} € {—o0} UN,

wobei sup @ = —oo. Das Nullpolynom ist also das einzige Polynom vom Grad —oo, und ein
Polynom p € K[T] vom Grad d > 0 kann wie folgt geschrieben werden, mit ag # 0:

p= ade + ad,le_l + -4+ a1 T + agp.

Der Koeflizient aq € K \ {0} heifit der Leitkoeffizient von p. Ein Polynom p € K[T] heifit
monisch oder normiert, wenn deg(p) > 0 und der Leitkoeffizient von p gleich 1 ist.

Proposition 6.3.7 (Eigenschaften des Grades). Seien p,q € K[T] Polynome und X € K.
(i) deg(p) = —oc0 <= p=0.

)
(i) Es gilt deg(p - q) = deg(p) + deg(q).
(iii) Es gilt deg(p + q) < max{deg(p),deg(q)}. Die Gleichheit gilt, wenn deg(p) # deg(q).
(iv) FEs gilt deg(A - p) < deg(p). Die Gleichheit gilt, wenn \ € K*.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen. O

Definition 6.3.8 (Einsetzung, Polynomfunktion). Sei p = Y, ya;T" € K[T] und X € K.
Die Einsetzung von X in p ist p(A) := >,y a;\' € K. Die Abbildung

K — K,
A= p(N),

heifit die dem Polynom p zugehorige Polynomfunktion auf K. Man bezeichnet mit Poly (K, K)
die Menge aller Polynomfunktionen auf K, d.h., das Bild der Abbildung K[T] — Abb(K, K),
die p auf A — p(\) abbildet. Man kann leicht nachpriifen, dass die letztere Abbildung linear
ist, so dass Poly(K, K) ein Untervektorraum von Abb(K, K) ist.

Beispiel 6.3.9. Die Polynomfunktionen vom Grad < n auf R bilden den Kern der (n+1)-ten
Differentiationsabbildung D"*1: C>*(R,R) — C*(R,R).

Bemerkung 6.3.10 (Polynome vs. Polynomfunktionen). Man sollte Polynome {iber K
nicht mit Polynomfunktionen auf K verwechseln: Ist K ein endlicher Korper, so gibt es nur
endlich viele Polynomfunktionen K — K, aber trotzdem unendlich viele Polynome tiiber K.
Insbesondere gibt es in diesem Fall viele verschiedene Polynome iiber K, die dieselbe Poly-
nomfunktion induzieren. Zum Beispiel induzieren alle Polynome T2*! iiber F3 die Identitét
auf Fg.

Definition 6.3.11 (Teilbarkeit). Seien f,g € K[T]. Man sagt, dass g teilt f oder dass f
durch g teilbar ist, und man schreibt g|f, wenn ein Polynom ¢ € KI[T] existiert, so dass

f=aqg.
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Satz 6.3.12 (Polynomdivision mit Rest). Seien f,g € KI[T] zwei Polynome mit g # 0.
Dann ezistieren eindeutige Polynome q,r € K[T| mit f = qg + r und deg(r) < deg(g).

Beweis. Zur Eindeutigkeit. Seien f = g1g + r1 und f = gog + ro mit deg(r1) < deg(g) und
deg(r2) < deg(g). Dann gilt:

O=f—f=(q1—q2)g+ (r1 —r2)

und damit (¢1 —g2)g = ro—r1. Nach Propositionmgelten deg((q1—q2)g) = deg(q1 —q2)+
deg(g) und deg(re — r1) < max{deg(ry),deg(r2)} < deg(g). Folglich ist deg(q1 — ¢2) < 0,
d.h., ¢t = q2. Dann ist auch ry = f — 19 = f — qog = 72.

Zur Ezistenz. Seien n = deg(f) und m = deg(g) > 0. Wir beweisen die Existenz von ¢
und 7 durch vollstdndige Induktion iiber n. Falls n < m kann man ¢ = 0 und r = f nehmen.
Falls n > m schreibt man f = aT™ + f und g = bT™ + g mit a,b € K \ {0}, deg(f) < n und
deg(g) < m. Man setzt ¢ = b~ 1aT™ ™ und f; = f — q19g, so dass f = q1g + f1. Dann ist

deg(f1) = deg(f — b 'aT" ™g) < max{deg(f),deg(g) +n —m} < n.

Nach der Induktionsvoraussetzung existieren ¢’,r € K[T] mit f; = ¢’g + r und deg(r) <
deg(g), und damit ist
f=(@a+d)g+r

wie gewlinscht. O

Beispiel 6.3.13. Der Beweis der Existenz von ¢ und r im Satz[6.3.12]ist vollig konstruktiv
und liefert einen Algorithmus, der ganz dhnlich wie die gewohnliche schriftliche Division mit
Rest von ganzen Zahlen ist. Als Beispiel sei f = T3 4+ T + 1 und g = T — 2. Dann erhalten
wir g =T% 42T 4+ 5 und r = 11:

(T3 +T +1):(T—2) =T?+2T +5 mit Rest 11.
T3 + 2712
2% +T +1
—272 +4T
57 +1
—5T + 10
11

Insbesondere ist 7% + T + 1 genau dann durch T — 2 teilbar, wenn char(K) = 11.

Definition 6.3.14 (Nullstelle). Sei p € K[T] ein Polynom. Eine Nullstelle von p ist ein
Skalar a € K, so dass p(a) = 0.

Proposition 6.3.15. Seip € K[T] und a € K. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) a ist eine Nullstelle von p.
(ii) p st durch T — a teilbar.

Beweis. Ist p = (T — a)q, so ist p(a) = (a — a)q(a) = 0. Sei umgekehrt a eine Nullstelle
von p. Nach Satz gibt es Polynome ¢,r € K[T] mit p = (T — a)q + r und deg(r) <
deg(T —a) = 1, d.h,, r € K. Dann gilt 0 = p(a) = (a — a)q(a) +r = r, und damit ist
p=(T - a)g. O

Beispiel 6.3.16. Sei p € N eine Primzahl. Nach dem kleinen Fermatschen Satz, der in
der Algebra Vorlesung bewiesen wird, gilt n? = n mod p fiir jede ganze Zahl n. Anders
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gesagt ist jedes a € ), eine Nullstelle des Polynoms 7T? — T'. Durch p Anwendungen der
Proposition [6.3.15] erhalten wir die Gleichung

7 -T = [[(T-a)

a€l,
in Fp[T7].

Korollar 6.3.17. Sei p € K[T] ein Polynom vom Grad d > 0. Dann hat p hochstens d
verschiedene Nullstellen.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber d. Ein Polynom vom Grad 0 hat keine Nullstellen.
Falls d > 1 und A eine Nullstelle von p ist, dann existiert ¢ € K[T] mit p = (T — N)g
nach Proposition Nach der Nullteilerfreiheit von K miissen alle anderen Nullstellen
von p auch Nullstellen von g sein. Nach der Induktionsvoraussetzung hat ¢ héchstens d — 1
Nullstellen, und damit hat p héchstens d Nullstellen. O

Korollar 6.3.18. Ist K unendlich, so ist die lineare Abbildung K[T| — Poly(K,K) aus
Definition [6.3.8 ein Isomorphismus.

Beweis. Sei p ein Polynom im Kern dieser Abbildung. Dann ist jedes a € K eine Nullstelle
von p. Da K unendlich ist, folgt aus Korollar(6.3.17} dass deg(p) = —oo, d.h.,dassp=0. O

Definition 6.3.19 (Vielfachheit). Sei p € K[T] und a € K. Die Vielfachheit von a in p ist
va(p) :=sup{n € N| (T — a)" teilt p} € NU {+oco}.

Bemerkung 6.3.20. Nach Proposition [6.3.15] ist a ist genau dann eine Nullstelle von p,
wenn v, (p) > 1. Fir das Nullpolynom 0 gilt v,(0) = +oco.
Sind p, ¢ € K[T], so gilt

va(Pg) = va(p) + va(q)-
Die Ungleichung v, (p)+v4(q) < va(pq) ist klar. Angenommen, es wire v, (p)+v,(q) < v4(pq).
Dann gibt es Polynome r,p,q € K[T), so dass pqg = (T — a)v*P)+va(@y ¢ = (T — a)v=P)p
und ¢ = (T — a)?+(@ g mit r(a) = 0, p(a) # 0 und G(a) # 0. Aus der Eindeutigkeitsaussage
im Satz folgt r = pq. Insbesondere ist r(a) = p(a)g(a) # 0, was ein Widerspruch ist.

Definition 6.3.21 (Zerfall in Linearfaktoren). Man sagt, dass ein Polynom p € K[T] in
seine Linearfaktoren zerfdllt, wenn p ein Produkt von Polynomen vom Grad <1 ist.

Bemerkung 6.3.22. Sei p € K[T]\ {0}. Nach dem Satz[6.3.12f und der Bemerkung [6.3.20

kann man schreiben
p=gq- H (T — a)v®
acK
mit einem eindeutig bestimmten Polynom ¢, das keine Nullstellen hat. Insbesondere ist

Z va(p) < m,

acK
und die Gleichheit gilt genau dann, wenn p in seine Linearfaktoren zerfallt.

Korollar 6.3.23. Ist K algebraisch abgeschlossen (Definition m, so zerfdallt jedes Poly-
nom p € K[T] in seine Linearfaktoren.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber deg(p). Wenn deg(p) < 1 gibt es nichts zu zeigen.
Falls deg(p) > 2, dann existiert eine Nullstelle ¢ von p nach Definition eines algebraisch
abgeschlossenen Korpers. Nach Korollar ist p = (T — a)q mit deg(q) = deg(p) — 1.
Nach der Induktionsvoraussetzung zerféllt ¢ in seine Linearfaktoren, und somit auch p. U
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Bemerkung 6.3.24. Sei p = aT? + bT + ¢ € K[T] ein Polynom vom Grad 2 (d.h., a # 0).
Falls char(K') # 2 kann man die Nullstellen von p durch die gewthnliche Mitternachtsformel

ausdriicken:
b+ VA
2a
wobei +v/A die Quadratwurzeln von A sind (wenn sie existieren; sonst hat p keine Null-
stellen in K'). Wenn char(K) ¢ {2,3} gibt es auch kompliziertere Wurzelausdriicke fiir die
Nullstellen eines allgemeinen Polynoms vom Grad 3 oder 4. Bei Polynomen des fiinften Gra-
des und hoher existiert aber keine allgemeine Wurzelausdruck fiur die Nullstellen (das wird
in der Vorlesung Algebra genauer formuliert und auch bewiesen).

A = b® — 4ac,

6.3.2 Das charakteristische Polynom

Zu jedem Endomorphismus f: V — V eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V' gibt
es ein kanonisches monisches Polynom x; € K[T| vom Grad dimg V, das charakteristische
Polynom von f, mit folgender Eigenschaft: Die Nullstellen von x s sind genau die Eigenwerte
von f. AuBerdem sind die Koeffizienten von x; eine gemeinsame Verallgemeinerung der
Determinante det(f) und der Spur tr(f).

Wir definieren zunéchst das charakteristische Polynom x 4 einer quadratischen Matrix A,
und danach zeigen wir, dass x; 18 unabhéingig von der Wahl der Basis B ist. Dazu braucht
man Matrizen von Polynomen zu betrachten: Eine m x n-Matrix mit Koeffizienten in K[T
ist einfach eine {1,...,m} x {1,...,n}-indizierte Familie in K[T.

Definition 6.3.25 (Determinante einer Matrix von Polynomen). Sei n € N und sei A eine
n x n-Matrix mit Koeffizienten in K[T]. Die Determinante von A ist das Polynom
det(A) := Z sgn(o) - HAg(i)i € K[T7.
o€Sn i=1

Obwohl (K[T],+,-) kein Korper ist, viele (aber nicht alle) der Resultate tiber die De-
terminante von Matrizen, die wir im Abschnitt [5.3.3] bewiesen haben, bleiben giiltig fiir
Matrizen von Polynomen, mit denselben Beweisen. Zum Beispiel gelten der Laplacesche
Entwicklungssatz und seine Korollare, d.h., man kann die Determinante einer Matrix von
Polynomen durch Spalten- oder Zeilenentwicklung berechnen. Fir A, B € M, (KI[T]) gilt
auch det(A - B) = det(A) - det(B) in K[T], denn man diese Formel direkt aus der Leibniz-
Formel nachrechnen kann.

Definition 6.3.26 (charakteristisches Polynom einer Matrix). Sei A eine n x n-Matrix tiber
K. Das charakteristische Polynom von A ist das Polynom

x4 :=det(T-I, — A) € K[T].

Bemerkung 6.3.27. Das charakteristische Polynom von A wird manchmal als die Deter-
minante von A — T - I, definiert. Nach Proposition [5.3.29(ii) gilt

det(A—T-1I,,) = (—1)"ya.

Fiir viele Zwecke (z.B. um die Nullstellen zu bestimmen) macht das Vorzeichen (—1)" keinen
Unterschied. Der Vorteil unserer Definition ist, dass x4 immer ein monisches Polynom ist

(siehe Proposition [6.3.32(1)).
Beispiel 6.3.28.
(i) Ist A = (ai;);,; eine n x n-Dreiecksmatrix (Definition [4.2.11)), so ist

n

xa = [[(T - a:)

i=1

nach Korollar £.3.34]
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(i) Sei
2 0 -1
A=[(0 1 =2
3 -1 5
Entwicklung nach der zweiten Spalte ergibt:
T-2 0

1
xa = det 0 T-1 2
-3 1 T-5

T-2 1 T-2 1
:(T—l)det(_3 T_5)—det( 0 2)
=(T-1D)(T—-2)(T—-5)+3)—2(T—2)=T>—8T* + 18T — 9.

Proposition 6.3.29. Sein € N und seien A, B € M,(K). Sind A und B dhnlich, so gilt
XA = XB-

Beweis. Sei S € GL,(K) mit B=S"1-A-S. Dann ist
TI,—B=TI,—-S1'AS=S"4TI, — A)S
in M,,(K[T]), und damit xyp = det(S)~! - xa - det(S) = xa. O

Definition 6.3.30 (charakteristisches Polynom eines Endomorphismus). Sei V ein K-
Vektorraum der endlichen Dimension n und sei f € Endg(f) ein Endomorphismus von
V. Das charakteristische Polynom von f ist das Polynom

X7 = X(gs

wobei B eine Basis von V ist. Nach Proposition [6.3.29|ist x; unabhéngig von der Wahl der
Basis B.

Bemerkung 6.3.31. Es ist auch méglich, eine matrixfreie Definition von x ¢ zu geben. Dazu
braucht man aber mehrere Erweiterungen der bisherigen betrachteten Begriffe. Man betrach-
tet namlich die Menge V[T] von Polynomen mit Koeffizienten in V, die ein ,Vektorraum
tiber K[T]* ist. Man kann dann die Menge Det(V[T]) von K[T]-multilinearen Determinan-
tenfunktionen auf V[T definieren, und man kann zeigen, dass End g7y (Det(V[T7])) zu K|[T]
kanonisch isomorph ist (vgl. Lemma [5.3.45)). Die Determinante einer K [T']-linearen Abbil-
dung F': V[T] — V|[T] ist dann das eindeutige Polynom det(F), so dass F*(A) = det(F)-A
fiir alle Determinantenfunktionen A € Det(V[T]). Dann ist x s = det(T"- idy 7] — fv(r]), wo-

bei die Abbildung fyr): V[T] = V[T] ein Polynom Y, v;T" auf Y. f(v;)T* abbildet.

Proposition 6.3.32 (Koeffizienten und Nullstellen des charakteristischen Polynoms). Sei
V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n und sei f € Endg (V).

(i) xs ist ein monisches Polynom vom Grad n.
(ii) Der Koeffizient von T™~' in x ist —tr(f).
i)

v)

(i) Das Absolutglied von xy ist (—1)™ det(f).
(i

Beweis. Es genugt die entsprechenden Aussagen tber das charakteristische Polynom einer
n x n-Matrix A zu beweisen. Nach Definition ist

Die Nullstellen von x ¢ sind genau die Eigenwerte von f.

n
XA = ZXA’ wobei  x% :=sgn(o HTI — A)o(iyi-
oES i=1
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Wenn x% # 0 ist der Grad von x% gleich der Anzahl der Fixpunkte von o, d.h., der Indizes
i mit o(i) = 4. Also ist deg(x%) < n fiir alle 0 € Sy, und es kann nur > n — 1 sein, wenn
o = id. In diesem Fall ist

n

X4 :H(T_Aii) =T" - (Zn:Au> "4
i=1

i=1

und damit ist y 4 monisch und ist der Koeffizient von 7"~ gleich — tr(A). Das Absolutglied
erhélt man, indem man 0 fiir 7" in y 4 einsetzt:

1a0) = Y sen(o) - T[(~Alugos = det(—A4) = (~1)" det(4).
o€Sn =1

Allgemeiner ist x4(A) = det(AI,, — A). Nach Proposition [6.2.14]ist deshalb ein Skalar genau
dann eine Nullstelle von x 4, wenn er ein Eigenwert von A ist. O

Beispiel 6.3.33. Fiir einen Endomorphismus f eines 2-dimensionalen K-Vektorraums gilt
xf=T%—tr(f)T + det(f).

Definition 6.3.34 (algebraische Vielfachheit). Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektor-
raum, sei f € Endg (V) und sei A € K. Die algebraische Vielfachheit von X bzgl. f ist die
Vielfachheit von A in x ¢ im Sinne der Definition |6.3.19} Sie wird mit u?g(}\) € N bezeichnet.

Proposition 6.3.35 (Zerlegung des charakteristischen Polynoms). Sei V' ein endlich-di-
mensionaler K -Vektorraum und f € Endg (V) ein Endomorphismus.

(i) Sei U C V ein f-invarianter Untervektorraum und seien fy € Endg(U) und f €
Endg (V/U) die von f induzierten Endomorphismen. Dann gilt:

Xf = Xfu * XF-

(ii) Seien U, W C V komplementdire f-invariante Untervektorriume und seien fy € Endg (U)
und fy € Endg (W) die von f induzierten Endomorphismen. Dann gilt:

Xf = Xfv " Xfw-

Beweis. Man wéhlt eine Basis C' = (vy, ..., vp) von U und eine Familie D = (Umt1y---5Un),
so dass B = (vy,...,v,) eine Basis von V ist. Dann ist D = (vyp41 + U, ..., v, + U) eine
Basis von V/U, und die Darstellungsmatrix von f bzgl. B hat die Form

= (5 )

D

Aus Korollar [5.3.30| folgt, dass xy = X, - X 7. Falls W ein f-invariantes direktes Komplement
von U ist, kann man fiir D eine Basis von W wahlen. Dann ist

g = ("5 )

und damit xr = Xr, - Xfw - O

Korollar 6.3.36 (geometrische vs. algebraische Vielfachheit). Sei f: V — V ein Endomor-
phismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.

(i) Fir alle \ € K gilt (5™ (A) < 33 (0).

(ii) Ist f diagonalisierbar, so gilt ,u?lg()\) = u"(N) fiir alle X € K.
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Beweis. Zu (i). Der Eigenraum Eig, (f) C V ist f-invariant nach Lemma i). Sei g €
Endg (Eig), (f)) die Einschréankung von f. Nach Proposition [6.3.35(1) ist x y durch x, teilbar.

geom(

Aber g = X -idgig, () und damit ist x, = (7' — )"/
A in xy mindestens p$™™ ().
Zu (ii). Sei f diagonalisierbar. Nach (i) gilt:

A, Deswegen ist die Vielfachheit von

dimg V = Z pEm () < Z ,uj‘,lg()\) < deg(xy) = dimg V.
Xea(f) Ao (f)

Dabei haben wir auch Satz [6.2.24] Bemerkung [6.3.22] und Proposition [6.3.32(i) verwendet.
Daraus folgt
eom al
dooHETN = Y O,
Aca(f) Aea(f)
und nach (i) ist dies nur moglich, wenn ujclg()\) = p$7" () fir alle A € K. O

Definition 6.3.37 (Einsetzung von Endomorphismen). Sei f: V' — V ein Endomorphismus
eines K-Vektorraums V. Ist p = Z?:o a;T" ein Polynom iiber K, so definieren wir die
Einsetzung von f in p durch

p(f) = _aif' € Endg (V).
i=0

Man definiert auf dhnliche Weise die Einseztung p(A) € M, (K) einer Matrix A € M, (K)
in p.

Dabei muss man sich daran erinnern, dass fO die Identitit auf V ist. Ist zum Beispiel
p=A—Tmit A € K, so ist p(f) = X-idy —f.

Lemma 6.3.38. Seien p,q € K[T]| Polynome iber K, f: V. — V ein Endomorphismus
eines K-Vektorraums V und A eine quadratische Matriz tiber K.

(i) Esist (p-q)(f) = p(f) o q(f)-
(if) Es ist (p-q)(A) = p(A) - q(A).
(iii) Ist V endlich-dimensional mit einer Basis B, so ist [p(f)]5 = p([f]5).

Beweis. Ist p eine Linearkombination von Polynomen p; und gilt (i) fir jedes p;, so gilt (i)
fiir p. Deswegen konnen wir annehmen, dass p = T mit einem d € N. Ist ¢ = > ;- b;T", so
gilt

(T g)(f) = S buf i = flo (Z bu”‘) = 4o q(f),
=0 =0
folgt aus (i) und (iii) (und kann auch leicht direkt iiberpriift werden). O

Satz 6.3.39 (Satz von Cayley-Hamilton). Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
und f € Endg (V) ein Endomorphismus. Dann gilt x7(f) =0 in Endg (V).

Beweis. Sei B eine Basis von V und sei A = [f]5. Nach Lemma [6.3.38(iii) ist dann
Ixf(f)]B = xa(A). Es geniigt also zu zeigen, dass xa(A4) = 0 fiir jede n x n-Matrix A.
Nach dem Korollar [5.3.39| existiert eine Matrix B € M, (K[T]) mit

(TIn - A) "B = XAI’YH
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namlich B = adj(TI,, — A). Nach Definition der adjunkten Matrix sind die Koeffizienten von
B Polynome vom Grad < n— 1. Man kann also schreiben B = 27 ' T*B; mit B; € M, (K).
Man setzt auch B,, = 0 und B_; = 0. Dann erhalten wir

n—1 n
Xaln=> (T""'B; = T'AB;) = Y T'(Bi_y — AB).
=0 1=0

Ist xa = Y1 eI, so folgt
cil, = Bi_1 — AB; und daher ¢;A'=A'B; ;- A"™"'B;

fiir alle 7 € {0,...,n}. Nimmt man die Summe iiber ¢, so erhélt man

n

XA(A) = ZCZAl = Z(AiBi—l - AH_le)
i=0 i=0

Die rechte Seite ist jetzt eine Teleskopsumme, die gleich Null ist, wie gewiinscht. O

Bemerkung 6.3.40. Es mag scheinen, dass der Satz von Cayley-Hamilton trivial sein soll,
da
xa(A) £ det(Al, — A) = det(0) = 0.

Das Problem mit diesem ,,Beweis® ist, dass y 4(A) eine nxn-Matrix ist wihrend det( AT, —A)
ein Skalar ist. Es macht also gar keinen Sinn, sie gleichzusetzen. Nach dem Satz von Cayley-
Hamilton gilt eigentlich

xa(A) =det(AL, — A) - I,

da beide Seiten die Nullmatrix sind, aber diese Gleichung folgt nicht aus allgemeinen Griin-
den: Ist p = Z?:o T'C; € M, (K|[T]), so ist im Allgemeinen det(p)(A) # det(p(A)) - I,.

6.4 Hauptvektoren

Hauptvektoren sind eine Verallgemeinerung von Eigenvektoren, die relevant bei nicht-diago-
nalisierbaren Endomorphismen sind. Das einfachste Beispiel einer nicht-diagonalisierbaren
Matrix ist die Scherungsmatrix

11

(siehe Beispiel . Die Matrix A hat den einzigen Eigenwert 1 (da x4 = (T —1)?), aber
der zugehérige Eigenraum ist die Gerade K - e;. Man kann aber bemerken, dass fiir den
Vektor es gilt (I — A)es = —eq, und daher (I — A)%ey = 0.

In diesem Beispiel gibt es einen Eigenwert A von einem f € Endg (V) und einen Vektor
v € V, der nicht im Kern von A -idy — f liegt, aber der im Kern einer Potenz von A-idy —f
liegt. Es stellt sich heraus, dass ein solcher Vektor v kein Eigenvektor zu einem anderen p # A
sein kann (siehe Lemmal[6.4.5(ii)), und deswegen ist die Existenz von v eine Obstruktion zur
Diagonalisierbarkeit von f.

Diese Beobachtung fiihrt zum Begriff von Hauptvektor zu einem Eigenwert und dem
zusammenhingenden Begriff der Trigonalisierbarkeit, die wir in diesem Abschnitt untersu-
chen. Als Konsequenz werden wir auch eine geometrische Interpretation der algebraischen

Vielfachheit erhalten (Proposition [6.4.12)).

Lemma 6.4.1. Sei V ein K-Vektorraum und (Uy,)nen eine Folge von Untervektorrdumen
von V', so dass U, C Up41 fiir alle n € N. Dann ist die Vereinigung |J U,, ein Untervek-
torraum von V.

neN
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Beweis. Wir verwenden das Kriterium Es ist klar, dass |, Un nicht leer ist. Seien
u,u’ € J,eny Un und X € K. Nach Definition der Vereinigung existieren n,n’ € N, so dass
u € U, und v’ € U,. Dann liegen A - v in Uy, und v + v in Upax(n,n}- O

Definition 6.4.2 (Hauptraum, Hauptvektor, Stufe). Sei f: V' — V ein Endomorphismus
eines K-Vektorraums V' und sei A € K.

o Der Hauptraum (oder verallgemeinerte Eigenraum) zu A von f ist der Untervektorraum
Hauy(f) := {v € V| es existiert n € N mit (A -idy —f)"(v) = 0}
= [J ker((A-idy —f)") C V

neN

(siehe Lemma [6.4.1]).

o Ein Hauptvektor (oder verallgemeinerter Eigenvektor) zu A von f ist ein Element von
Hau,(f) \ {0}. Die Stufe eines Hauptvektors v zu \ ist das kleinste n € N\ {0} mit

(\-idy —f)"(v) = 0.

Ist n € N und ist A eine n x n-Matrix iiber K, so bezeichnen wir als Hauptrdume und
Hauptvektoren von A die Hauptraume und Hauptvektoren von L4: K™ — K.

Bemerkung 6.4.3. Nach Definition gilt Eig,(f) C Hauy(f), und die Eigenvektoren von
f sind genau die Hauptvektoren von f der Stufe 1. Auflerdem ist ein Skalar A € K genau
dann Eigenwert von f, wenn Hauy(f) # {0}, denn: Ist v ein Hauptvektor zu A der Stufe n,
so ist (\ -idy —f)"!(v) ein Eigenvektor zu \.

Beispiel 6.4.4.
(i) Sei A € K und sei A € M,,(K) eine Dreiecksmatrix der Gestalt
A * A 0
A= . bzw. A= .
0 . A * . A
Fiir die Matrix AI, — A gilt dann (A, — A)™ = 0. Deswegen ist Hauy(A) = K", d.h.,
jeder Vektor v € K™\ {0} ist ein Hauptvektor zu A von A.
(ii) Sei D: C*(R,R) — C*(R,R) die Differentiationsabbildung. Dann ist

Haug(D) = {f € C*(R,R) | es gibt n € N mit D"(f) = 0} = Poly(R,R).

Lemma 6.4.5. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K -Vektorraums V.
(i) Fir alle A € K ist der Hauptraum Hauy(f) C V' f-invariant.
(ii) Ist A # p, so gilt Hauy(f) N Hau,(f) = {0}.

Beweis. Zu (i). Aus Proposition[6.1.12(i) folgt, dass alle Untervektorrdume ker((A-idy — f)™)
f-invariant sind, und daher auch ihre Vereinigung.

Zu (ii). Sei v € Hauy(f) N Hau,(f). Angenommen ist v # 0. Sei n die Stufe von v als
Hauptvektor zu A. Dann ist w = (X -idy —f)"~!(v) ein Eigenvektor zu \. Nach (i) gilt auch
w € Hauy,(f). Sei m die Stufe von w als Hauptvektor zu p. Dann ist u = (u-idy —f)™ 1 (w)
ein Eigenvektor zu p, und nach Lemma (1) ist v auch ein Eigenvektor zu A. Das steht
aber im Widerspruch zum Lemma ii). O
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Proposition 6.4.6 (lineare Unabhéngigkeit von Hauptvektoren). Sei f: V — V ein Endo-
morphismus eines K-Vektorraums V. Sei A C K eine Teilmenge bestehend aus Eigenwerten
von f, und zu jedem X\ € E sei vy € V ein Hauptvektor zum Figenwert \. Dann ist die
Familie (vy)xen linear unabhdingig.

Beweis. Nach Definition der linearen Unabhéngigkeit diirfen wir voraussetzen, dass A end-
lich ist. Dann verwenden wir Induktion tber die Méchtigkeit von A. Wenn A = & ist die
Aussage trivial. Sei also \g € A und sei )\, pa - va = 0 mit py € K. Es existiert n € N,
so dass (Agidy —f)™(vy,) = 0. Dann gilt:

0= (Aoidy —f)" <Z 5N 'W) = Z px - (Ao idy —f)"(va).

AEA AEA\{ Ao}

Nach Lemma [6.4.5(i) liegt jeder Vektor (Agidy —f)™(vx) in Haux(f), und nach Lemma
[6.4.5](ii) ist er nicht null, sonst wire vy € Hauy(f) N Hauy,(f) = {0}, aber vy # 0 nach
Definition von Hauptvektor. Also ist jedes (Agidy —f)™(vy) wieder ein Hauptvektor zu A.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass py = 0 fiir alle A € A\ {A\o}. Dann ist auch
Hx - Ux, = 0 und damit py, = 0. O

Korollar 6.4.7. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V und sei
A C K eine Teilmenge. Dann ist die kanonische Abbildung

@HauA(f) — Z Hauy(f)

AEA AEA
ein Isomorphismus.

Beweis. Dies folgt aus Propositionen [6.4.6] und [6.1.7] O

6.4.1 Trigonalisierbarkeit

Der Begriff der Trigonalisierbarkeit erhalten wir, indem wir Eigenvektoren durch Hauptvek-
toren in der Definition der Diagonalisierbarkeit ersetzt:

Definition 6.4.8 (trigonalisierbarer Endomorphismus). Sei V ein K-Vektorraum. Ein En-
domorphismus f € Endg (V) heifit trigonalisierbar, wenn eine Basis von V bestehend aus
Hauptvektoren von f existiert.

Eine quadratische Matrix A heifit ¢rigonalisierbar, wenn L 4 trigonalisierbar ist.

Beispiel 6.4.9.

(i) Da jeder Eigenvektor ein Hauptvektor ist, ist jeder diagonalisierbare Endomorphismus
auch trigonalisierbar.

(ii) Sei V' # {0} ein K-Vektorraum und sei t: V@V — V&V, (v,w) — (w,v).
Nach Beispiel i) ist der Endomorphismus ¢ genau dann diagonalisierbar, wenn
char(K) # 2. Aber t ist immer trigonalisierbar: Ist char(K) = 2, so sind alle Vektoren
(v,w) # (0,0) Hauptvektoren zum Eigenwert 1 von ¢, denn es gilt (id — ¢)(v,w) =
(v —w,w —v) und daher (id — t)?(v, w) = (2v — 2w, 2w — 2v) = (0, 0).

(iif) Sei A € K und sei A eine n x n-Dreiecksmatrix iiber K mit allen Diagonalkoeffizienten
gleich A\. Nach Beispiel [6.4.4(i) ist dann Hauy(A4) = K™ und insbesondere ist A tri-
gonalisierbar. Wir werden spéter beweisen, dass alle Dreiecksmatrizen trigonalisierbar

sind (Satz[6.4.14]).

Proposition 6.4.10. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(i) f ist trigonalisierbar.
(ii) Jeder Vektor v € V ist eine Linearkombination von Hauptvektoren von f.
(iii) Die kanonische lineare Abbildung @Dy Haux(f) — V ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist klar, und die Implikation (ii) = (iii) folgt aus Ko-
rollar @ Ist die Abbildung @, ., Haux(f) — V ein Isomorphismus, so erhilt man eine
Basis von V bestehend aus Hauptvektoren, indem man Basen aller Hauptrdume Hauy (f)
zusammensetzt. O

Lemma 6.4.11. Seien p € K[T], a € K und n € N. Ist p(a) # 0, so existieren Polynome
u,v € K[T], so dass uw(T — a)™ +vp = 1.

Beweis. Wenn n = 0 leisten die Polynome v = 1 und v = 0 das Gewiinschte. Nach Satz[6.3.12]
existieren ¢ € K[T] und r € K mit p = (T — a)q + r. Aus p(a) # 0 folgt r # 0. Setzt man
u=—r"tqgund v =r~1 so erhilt man u(T —a) +vp = 1. Ist n > 1, so hat die n-te Potenz
von u(T — a) + vp die Form «™(T — a)™ + wp, und sie ist immer noch gleich 1. O

Proposition 6.4.12 (Hauptrdume und algebraische Vielfachheit). Sei V' ein endlich-di-
mensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V') ein Endomorphismus. Fir alle A € K gilt:

(i) dimg Hauy(f) = M?g()\)-
(i) Hauy(f) = ker ((A Cidy _f)#;lgw)'

Beweis. Sei m = 1i%'5(\). Nach Definition der algebraischen Vielfachheit ist y F=(T-N"p
mit einem p € K [T]f, so dass p(\) # 0. Nach Lemma[6.4.11] gibt es zu jedem n € N Polynome
Un, Uy, € K[T], so dass

Un (T = X)" +v,p = 1. (6.4.13)

Seien U,, = ker((f — Aid)"), U = U,, und W = ker p(f). Nach Definition ist Hauy(f) =
Unen Un- Wir behaupten, dass U und W komplementér in V' sind:

o Hau)(f)NW = {0}. Sei z € U, \ {0}. Nach und Lemma [6.3.38[1) ist (v, (f)o
p(f))(x) = x, und insbesondere ist p(f)(z) # 0, d.h., x ¢ W.

e U+ W =V.8Seix €V.Nach (6.4.13) und Lemma [6.3.38(i) ist

z = (vm(f) o p(f))(@) + (um(f) o (f = Aidv)™) ().

Der erste Summand liegt in U, da (T — A\)"vmp = vmxy und xs(f) = 0 nach dem
Satz von Cayley-Hamilton. Genauso liegt der zweite Summand in W.

Daraus folgt die zweite Aussage, denn: Jedes x € Hauy(f) kann als ¢ = y + z mit y € U
und z € W geschrieben werden. Da U C Hauy (f) liegt auch z in Hauy(f), so dass z €
Hauy(f) N W = {0}.
Nach Proposition i) sind U und W f-invariant. Mit der Propositionerhalten
wir die Zerlegung
Xf = Xfv Xfw-

Der Endomorphismus fy ist trigonalisierbar mit dem einzigen Eigenwert . Nach der Im-
plikation (i) = (iv) im Sat (deren Beweis unabhéngig von der aktuellen Proposition
ist), gilt x 7, = (T—\)¥™x VU und somit m > dimg U. Auf der anderen Seite ist x 1, (A) # 0,
weil W keinen Eigenvektor zu A enthélt, und deshalb muss x, (f) durch (T'— A\)™ teilbar
sein. Daraus folgt m < dimg U, und damit m = dimg U. O

Satz 6.4.14 (Charakterisierung der Trigonalisierbarkeit). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und sei f € Endg (V). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(i) f ist trigonalisierbar.

(ii) Es ewistiert eine Basis B von V, so dass [f]B eine obere Dreiecksmatriz ist.

)
)
(iii) Es exzistiert eine Basis B von V, so dass [f]5 eine untere Dreiecksmatriz ist.
)
)

(iv) Das charakteristische Polynom x s zerfdllt in seine Linearfaktoren.

(v) Es gilt

> ER) = dimc V.
Aeo(f)

Beweis. Zu (i) = (ii). Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n = dimg V. Sie ist
trivial, wenn n = 0; sonst existiert nach Bemerkung [6.4.3] ein Eigenvektor v € V' zu einem
Eigenwert . Da f(Kv) C Kv induziert f nach der universellen Eigenschaft des Quotien-
tenvektorraums einen Endomorphismus f von V/Kwv. Im Quotientenvektorraum V/Kwv ist
wieder jeder Vektor eine Linearkombination von Hauptvektoren, d.h., f ist wieder trigonali-
sierbar (Proposition [6.4.10)). Da dimg (V/Kv) = n—1 gibt es nach Induktionsvoraussetzung

eine Basis C' = (a,...,0,) von V/Kwv, so dass die Matrix [f]% eine obere Dreiecksmatrix
ist. Seien v, ...,v, € V Urbilder der Vektoren vs,...,v,. Dann ist B = (v, ve,...,v,) eine

Basis von V, so dass
A
8= (o 17g):

Insbesondere ist [f]5 eine obere Dreiecksmatrix.

Zu (ii) = (iii). Sei B = (by,...,b,) und sei B’ = (by,...,b1). Ist [f]5 eine obere Drei-
ecksmatrix, so ist [f]B, eine untere Dreiecksmatrix.

Zu (iii) = (iv). Dies folgt aus dem Korollar

Zu (iv) = (v). Dies folgt aus der Definition von u‘}lg.

Zu (v) = (i). Nach Korollar und Proposition [6.4.12(i) gilt

dim g Z Hauy(f) | = dimg @ Hau,(f) | = Z u?lg(/\):dimKV,
A€o (f) Xeo(f) Aea(f)

und damit ist V=3, ;) Haux(f). Aus Proposition |6.4.10| folgt nun, dass f trigonalisier-
bar ist. O

Korollar 6.4.15. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und V' ein endlich-dimen-
sionaler K-Vektorraum. Dann ist jeder Endomorphismus f € Endg (V) trigonalisierbar.

Beweis. Nach Korollar [6.3.23| zerféllt x ¢ in seine Linearfaktoren. Nach Satz[6.4.14] (v) = (i)
ist f trigonalisierbar. O

Korollar 6.4.16 (Trigonalisierbarkeit von Matrizen). Seien n € N und A € M,,(K). Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist trigonalisierbar.
(ii) A ist ahnlich zu einer oberen Dreiecksmatriz.
(iii) A ist d@hnlich zu einer unteren Dreiecksmatriz.

Beweis. Dies folgt aus Satz[6.4.14] (i) < (ii) < (iii) und Proposition |6.1.19 O

Bemerkung 6.4.17. Um eine Klassifikation von trigonalisierbaren Endomorphismen bis
auf Isomorphie zu erhalten, braucht man noch Dreiecksmatrizen bis auf Ahnlichkeit zu
klassifizieren. Das werden wir in der Vorlesung Lineare Algebra II weiter untersuchen.
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Bemerkung 6.4.18. In der Vorlesung Algebra wird gezeigt, dass jeder Korper K ein Teilkor-
per eines algebraisch abgeschlossenen Korpers K ist (zum Beispiel: R C C). Nach Korollaren
[6.4.15| und [6.4.16]ist dann jede quadratische Matrix iiber K &hnlich zu einer Dreiecksmatrix
iiber K.

Rezept 6.4.19 (Test auf Trigonalisierbarkeit). Gegeben seien eine Matrix A € M, (K) und
ihre Eigenwerte Aq,..., \;. Zu bestimmen ist, ob A trigonalisierbar ist. Wenn k = n ist,
ist A sogar diagonalisierbar nach Korollar [6.2:25] Sonst berechnet man die algebraischen
Vielfachheiten pzlg()\i), indem man x4 durch 7" — \; so oft wie moglich dividiert. Nach

Satz [6.4.14] ist die Matrix A genau dann trigonalisierbar, wenn Zle uzlg(/\i) =n.

Proposition 6.4.20 (Determinante und Spur trigonalisierbarer Endomorphismen). Sei V/
ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V) ein trigonalisierbarer Endo-
morphismus. Dann gilt:

(i) det(f) = [Tyeom(y N7 .
A€o (f)

(i) t1(f) = Cne(p K72 - X
B

Beweis. Sei B eine Basis von V, so dass [f]3 eine Dreiecksmatrix ist. Dann ist det(f)
bzw. tr(f) das Produkt bzw. die Summe der Diagonalkoeffizienten von [f]5, die genau die
Eigenwerte von f sind, mit algebraischer Vielfachheit gezahlt. O
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Kapitel 7

Euklidische und unitare
Vektorraume

Seien z,y € R? zwei Vektoren, die wir als Pfeile darstellen:

A y

Nach dem Satz des Pythagoras ist die Lange des Pfeils von = gleich

] := /a3 +a3.

Allgemeiner ist der Abstand zwischen x und y gleich ||z — y||. Falls z und y nicht null sind,
gibt es auch einen wohldefinierten Winkel « € [0, 7] zwischen den Pfeilen von z und y. Mit
ein wenig elementarer Trigonometrie kann man leicht nachrechnen, dass

T1Y1 + T2y2

coso =
[y

Beide Mafle (Lénge und Winkel) lassen sich durch das sogenannte Standardskalarprodukt
auf R? ausdriicken:

(=, =) R*xR* =R, (2,y) > (z,y) := 2191 + T2y

Es gilt ndmlich:
(z,y)
[l [[{ly

Die Abbildung (—, —) ist nicht linear, sondern bilinear (Definition[5.3.11). Da der Zielbereich
gleich dem Grundkoérper R ist, spricht man in diesem Fall von einer Bilinearform auf R2.
Zudem hat die Bilinearform (—, —) die wichtige Eigenschaft, dass das Selbstprodukt (z,x)
immer nichtnegativ ist, damit man seine Quadratwurzel ziehen darf.

Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung V' xV — R, die dhnliche
Eigenschaften wie das Standardskalarprodukt auf R? besitzt. Aus einem Skalarprodukt kann
man insbesondere die Begriffe von Liange und Winkel auch in hoherer Dimension (und sogar
in unendlich-dimensionalen Vektorrdumen) verniinftig definieren. Ein R-Vektorraum mit
einem Skalarprodukt heif3t euklidischer Vektorraum.

|lz|]| = v/ {(z,z) und cosa=
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In vielen Anwendungen braucht man auch solche Begriffe fiir komplexe Vektorraume.
Hierzu muss man beriicksichtigen, dass komplexe Zahlen selbst als zweidimensionale Vekto-
ren aufgefasst werden konnen. Im einfachsten Fall des eindimensionalen C-Vektorraums C
ist das Standardskalarprodukt wie folgt definiert:

(—,—):CxC—=C, (zw)r{z,w):=zw.

Das Selbstprodukt (z, z) ist dann immer reell und nichtnegativ, und es gilt |z| = y/(z,2). In
diesem Fall ist die Abbildung (—, —) nicht einmal bilinear, denn (X\z)w = A(Zw) # \(Zw); sie
ist linear in ihrem zweiten Argument aber ,linear bis auf komplexe Konjugation“ in ihrem
ersten Argument. Eine solche Abbildung V' x V' — C mit einem C-Vektorraum V heif}t
Sesquilinearform auf V. Ein C-Vektorraum mit einem sesquilinearen Skalarprodukt heif3t
unitdrer Vektorraum.

In diesem Kapitel untersuchen wir zunéchst Bilinearformen und Sesquilinearformen iiber
beliebigen Korpern. Dann fithren wir Skalarprodukte auf R- und C-Vektorrdumen ein.
Schliefllich beweisen wir zwei wichtige Sétze der linearen Algebra: den Spektralsatz (Satz
und den Trigheitssatz von Sylvester (Satz[7.3.19)). Der erste sagt unter anderem, dass
symmetrische Matrizen iiber R diagonalisierbar sind. Der zweite ist eine vollstdndige Klas-
sifikation von symmetrischen Bilinearformen auf endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen.

7.1 Bilinearformen

Seien Vi,...,V,, W Vektorrdume iiber K. In der Definition [5.3.11 haben wir schon n-lineare
Abbildungen
Vix---xV,—=>W

definiert. Wenn der Zielbereich W gleich dem Grundkérper K ist, nennt man iiblicherweise
eine solche Abbildung eine Form. Im Fall n = 1 erhalten wir den Begriff der Linearform, der
mit dem Begriff des Dualraums zusammenhéngt (Definition . In diesem Abschnitt
wollen wir den Fall n = 2 ndher betrachten:

Definition 7.1.1 (Bilinearform). Sei K ein Kérper und seien V, W Vektorrdume iiber K.
Eine Abbildung
b: VxW—K

heifit Bilinearform, wenn sie bilinear im Sinne der Definition [5.3.11] ist, d.h.:
(i) Fir alle v,v' € V, w € W und A € K gilt:

b(v+ v, w) =b(v,w) +b(v,w) und b(Av,w) = \b(v,w).

(ii) Fir allev € V, w,w’ € W und p € K gilt:

b(v,w+w'") = b(v,w) + b(v,w") und b(v, pw) = pb(v, w).

Wenn V = W spricht man von einer Bilinearform auf V.

Beispiel 7.1.2 (Bilinearformen aus Matrizen). Seien m,n € Nund A = (a;;);,; eine m X n-
Matrix iiber K. Die Matrix A induziert eine Bilinearform

ba: KM x K" = K, ba(z,y) = a2’ Ay = Zzaijxiyj-
i=1 j=1

Die Matrix A ist durch die Form b4 bestimmt, denn es gilt a;; = ba(e;, e;). AuBerdem folgt
aus Proposition [7.1.12[i), dass jede Bilinearform K™ x K" — K gleich b, ist, mit einer
geeigneten Matrix A.
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Notation 7.1.3. Die Menge aller Bilinearformen V x W — K wird mit Bilg(V, W) be-
zeichnet. Wenn V' = W schreibt man auch Bilg (V). Nach Bemerkung ist Bilg (V, W)
ein Untervektorraum von Abb(V x W, K), d.h.: Sind b,b" € Bilg(V,W) und ist A € K, so
sind die Summe b + b’ und das Skalarvielfache Ab wieder Bilinearformen V x W — K.

Eine Bilinearform b: V x W — K induziert lineare Abbildungen
by: V— W™, bp: W = V™,
v b(v, —), w = b(—,w).
Umgekehrt ist b durch entweder b; oder b, bestimmt, denn:
b(v, w) = bi(v)(w) = br(w)(v).

Definition 7.1.4 (nicht ausgeartet, perfekte Paarung). Sei b: V x W — K eine Bilinear-
form.

e b heilit nicht ausgeartet, wenn die linearen Abbildungen b; und b, injektiv sind.
e b heilit perfekte Paarung, wenn die linearen Abbildungen b; und b, bijektiv sind.

Bemerkung 7.1.5. Sei b: V x W — K eine nicht ausgeartete Bilinearform. Ist V' oder W
endlich-dimensional, so folgt aus Proposition [£.1.56{ii) und Korollar [1.1.39] dass dimg (V) =
dimg (W) und dass b eine perfekte Paarung ist. Ist umgekehrt b eine perfekte Paarung, so
sind V' und W endlich-dimensional (derselben Dimension) nach Bemerkung

Definition 7.1.6 (symmetrische Bilinearform). Sei V ein K-Vektorraum. Eine Bilinearform
b auf V heifit symmetrisch, wenn fir alle v,w € V gilt:

b(v, w) = b(w, v).
Bemerkung 7.1.7. Ein Bilinearform b auf V ist genau dann symmetrisch, wenn b; = b,..

Beispiel 7.1.8.
(i) Sei a € K. Die Abbildung

KxK—K, (z,y)b axy,

ist eine symmetrische Bilinearform auf K. Sie ist genau dann nicht ausgeartet, wenn

a # 0.

(ii) Die Bilinearform
e: VXV K, (v,a) > alv),

ist nicht ausgeartet: Die zugehorigen linearen Abbildungen e; und e, sind ev: V. — V**
die nach Proposition injektiv ist, und idy«. Ist V' unendlich-dimensional, so ist
aber ev nicht surjektiv, und damit ist e keine perfekte Paarung.

(iii) Sei n € N. Die Bilinearform
b: K" x K" - K, (x,y) inyu
i=1

ist eine symmetrische perfekte Paarung. Die linearen Abbildungen b;,b,.: K™ — (K™)*
sind beide gleich dem Isomorphismus ¢ aus Proposition [£.1.56, wobei E die Standard-
basis von K™ ist.
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(iv) Sei allgemeiner I eine Menge. Dann ist die symmetrische Bilinearform

b: KD x KO 5 K, ((@)ier, (vi)ier) = Y _ witi,
iel
nicht ausgeartet, und sie ist genau dann eine perfekte Paarung, wenn I endlich ist.

Bemerkung 7.1.9 (quadratische Formen). Sei V' ein K-Vektorraum. Eine quadratische
Form auf V ist eine Abbildung q: V — K, so dass:

(i) Esist ¢(\v) = Ag(v) fiir alle v € V und ) € K.
(ii) Die Abbildung by: V xV — K, by(v,w) = q(v + w) — ¢q(v) — g(w), ist bilinear.

Man beachte dabei, dass die Bilinearform b, symmetrisch ist. Wenn char(K) # 2 ist die
Abbildung g = b, eine Bijektion zwischen quadratischen Formen auf V' und symmetrischen
Bilinearformen auf V: Die Umkehrabbildung bildet b auf die quadratische Form v %b(v, v)
ab. Wenn char(K) = 2 sind aber quadratische Formen und symmetrische Bilinearformen
ganz unterschiedliche Begriffe (die beide interessant sind).

7.1.1 Darstellung von Bilinearformen

Wie bei linearen Abbildungen kann man auch Bilinearformen mit Matrizen darstellen.

Definition 7.1.10 (Darstellungsmatrix einer Bilinearform). Seien V' und W endlich-dimen-
sionale Vektorrdume iiber K mit Basen B = (v1,...,0y,) und C = (w1,...,w,) und sei
b: V x W — K eine Bilinearform. Die m x n-Matrix

[b]B.c == (b(vi, w;))ij € Mimxn(K)
heilt die Darstellungsmatriz von b bzgl. der Basen B und C.

Beispiel 7.1.11. Sei A € My, xn(K). Fir die Bilinearform b4 € Bilg (K™, K™) aus Bei-
spiel gilt [balg,, E, = A, wobei E,, bzw. E, die Standardbasis von K™ bzw. K"
ist.

Proposition 7.1.12 (Eigenschaften der Darstellungsmatrix). Seien V und W endlich-di-
mensionale Vektorriume tuber K mit Basen B = (vy,...,vp) und C = (wy,...,wy,).

(i) Die Abbildung

Bilg (V,W) = M, xn(K),
b= [b]B,C

ist ein Isomorphismus von K - Vektorraumen. Die Umkehrabbildung schickt A € My, xn(K)
auf die Bilinearform

VxW K,

(v,w) = [ - A+ [wle.
(ii) Seib: V x W — K eine Bilinearform, v € V und w € W. Dann gilt:
b(v,w) = ] - [bls.c - [wle-
(iii) Seien B* und C* die dualen Basen zu B und C. Istb: V x W — K eine Bilinearform,

so gilt:
bls,c = [b]5- = (]E-)".
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(iv) FEine Bilinearform b: V. x W — K ist genau dann nicht ausgeartet, wenn m = n und
die Matriz [b]p,c invertierbar ist.

Beweis. Zu (i). Dass die Abbildung b — [b] p,¢ linear ist folgt unmittelbar aus der Definition
von [b]g,c. Es folgt aus (ii), dass die Komposition

Bilg (V,W) = M, xn(K) — Bilg (V, W)
der gegebenen Abbildungen gleich der Identitét ist. Sei umgekehrt A € M, x,, (K). Dann ist
il - A [wle =e] - A-ej = Ay,

und somit ist die umgekehrte Komposition auch die Identitit auf M, x, (K).

Zu (ii). Die Formel gilt nach Definition von [b]g ¢, wenn v und w aus den Basen B und
C' ausgewahlt werden. Beliebige v und w sind Linearkombinationen dieser Basisvektoren.
Da beide Seiten bilinear in (v, w) sind, gilt die Formel im Allgemeinen.

Zu (iii). Die Gleichung [b] 5.c = [b,]G. bedeutet, dass

NE

br(wj) = ) blvg, wy) - vj

>
Il

1

im Dualraum V*. Dies kann man durch Auswertung in den Basisvektoren v; priifen. Nach
Definition der dualen Basis ist v} (v;) = d;x, so dass

(Z b(vk, wj) vZ) (v;) = Z b(vk, w;)dir = b(vs, w;) = br(w;)(v;),
k=1

k=1

wie gewiinscht. Der Beweis der Gleichung [b]p,c = ([b]2.)7 ist &hnlich.

Zu (iv). Falls m # n ist b auf keinen Fall nicht ausgeartet (Bemerkung|7.1.5)). Falls m = n
folgt die Aussage aus (iii): Die Abbildungen b; und b, sind genau dann bijektiv, wenn die
Darstellungsmatrizen [b;]5. und [b,]§. invertierbar sind. O

Seien B, B’ zwei Basen eines K-Vektorraums V der endlichen Dimension n. Zur Erin-
nerung (Definition 4.2.41) ist die Basiswechselmatriz TS, € GL,(K) von B nach B’ die
Darstellungsmatrix der Identitat beziiglich dieser Basen:

TE = [idy]5, € GL,(K).

Die Spalten von T% sind konkret die Koordinatenvektoren der Vektoren aus B beziiglich
der Basis B’'.

Proposition 7.1.13 (Basiswechselformel fiir Bilinearformen). Seien V' und W endlich-di-
mensionale Vektorrdume tiber K, B, B’ Basen von V und C,C’ Basen von W. Fiir alle
Bilinearformen b: V. x W — K gilt:

Blecr = (TF)T - blp.c-TE
Beweis. Seien v € V und w € W. Nach Proposition [7.1.12(ii) gilt:

b(v, w) = [v]j - [b]B.c - [w]o
= (T [lp)" - [tlpc - (TS - [wler)

=% - (TE) - tlp.c - TE) - [wler.

Nach Proposition [7.1.12(i) ist (T5)T - [b]p.c - TS  die Darstellungsmatrix von b bzgl. der
Basen B’ und C’, wie gewiinscht. O
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Beispiel 7.1.14. Sei

Die zugehérige Bilinearform b, auf R? ist

ba(z,y) = 5x1y1 — 221Y2 — 2T2y1 + T2Ya.

Sei E die Standardbasis von R2 und sei B die Basis

o (((2). mom 722 )

Dann gilt [ba]g,r = A und somit

balps = (TE)"-A-TF = <(1) 21> (52 12) (; 01> - ((1) (1)>

Die Form b4 sieht also besonders einfach aus, wenn man die Basis B als Koordinatensystem
benutzt: Nach Proposition [7.1.12(ii) gilt ndmlich

ba(z,y) = [2]5 - [y]p fiir alle z,y € R2.
Wie man eine solche Basis B finden kann, wird spéater im Abschnitt erklart.

Definition 7.1.15 (symmetrische Matrix). Eine quadratische Matrix A iiber K heifit sym-
metrisch, wenn AT = A.

Proposition 7.1.16 (Symmetriekriterium). Sei V' ein endlich-dimensionaler Vektorraum
iber K und sei B eine Basis von V. Fine Bilinearform b aufV ist genau dann symmetrisch,
wenn die Matriz [blg B symmetrisch ist.

Beweis. Sei B = (v1,...,vy), so dass [b]g,g = (b(vi,v;)); ;. Ist b symmetrisch, so gilt ins-
besondere b(v;,v;) = b(vj,v;) fiir alle 4, j, d.h., [b]p p ist symmetrisch. Gilt umgekehrt die
Gleichung b(v,w) = b(w,v) fiir alle v, w aus der Basis B, so gilt sie fiir alle v,w € V wegen
der Bilinearitét von b. O

7.1.2 Sesquilinearformen

Definition 7.1.17 (Korperinvolution, Fixkorper, Kérper mit Involution). Sei K ein Korper.
Ein Kérperinvolution auf K ist eine Abbildung o: K — K mit folgenden Eigenschaften:

(i) o ist eine Involution, d.h., 0 o 0 = idk.
(ii) Fir alle z,y € K gilt:
olx+y)=oc(z)+o(y) und o(z-y)=0o(zx)- oy).
Der Fizkorper von o ist
K°:={z e K|o(z) =z}

Ein Korper mit Involution ist ein Paar (K, o) bestehend aus einem Korper K und einer
Korperinvolution o auf K.

Bemerkung 7.1.18. Ein Korperinvolution erfiillt ¢(0) = 0 und o(1) = 1: Wegen der
Surjektivitat von o sind ¢(0) und o(1) wieder neutrale Elemente bzgl. der Addition und der
Multiplikation, und die sind eindeutig (siehe Proposition 2.1.3(i)). Insbesondere ist o ein
selbstinverser Kérperhomomorphismus im Sinne der Bemerkung [£.1.2] Daraus folgt leicht,
dass der Fixkorper K ein Teilkorper von K ist.
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Beispiel 7.1.19.

(i) Das wichtigste Beispiel einer Korperinvolution ist die komplexe Konjugation z +— z
auf dem Korper C. Der Fixkorper ist gleich R. Wenn man C als Kérper mit Involution
betrachtet, ist die Involution immer die komplexe Konjugation, sofern nicht anders
angegeben.

(ii) Die komplexe Konjugation schriankt sich zu einer Korperinvolution auf den rationalen
komplexen Zahlen Q(¢) (Beispiel [2.4.4), deren Fixkorper Q ist.

(iii) Die einzige Korperinvolution auf Q ist die Identitdt, da Q der einzige Teilkorper von
Q ist. Es zeigt sich, dass die Identitat auch die einzige Korperinvolution auf R ist.

(iv) Die folgende Abbildung o ist eine Korperinvolution auf dem Korper Fy (siche Bemer-

kung :
c(0)=0, o(l)=1, ola)=8, op)=qa.

Thr Fixkorper ist Fy. Allgemeiner gibt es eine eindeutige Koérperinvolution auf dem
endlichen Korper Fy> mit Fixkorper F,.

Bemerkung 7.1.20. Sei (K, o) ein Koérper mit Involution. Fir alle z € K liegen = 4 o(x)
und z - o(z) im Fixkorper K7, denn:

o(z+o(x) =o(2) +0°(x) = o) + z,

und genauso mit der Multiplikation. Zum Beispiel: Fiir jede komplexe Zahl z sind bekanntlich
beide z + 2 = 2Rez und z - z = |2|? reell.

Definition 7.1.21 (semilineare Abbildung). Sei (K, o) ein Korper mit Involution und seien
V., W Vektorrdume tiiber K. Eine Abbildung f: V — W heiflit semilinear, oder genauer
o-semilinear, wenn folgendes gilt:

(i) Fiir alle v,0v" € V gilt:
flo+') = fv) + f(0).

(ii) Fir alle v € V und A € K gilt:
fA-v) =a(A) - flv).

Eine semilineare Abbildung heiflt auch antilinear oder konjugiert linear.

Beispiel 7.1.22. Die Abbildung o: K — K selbst ist semilinear (und nicht linear, auler
wenn o = idg). Allgemeiner ist die Abbildung

1 o(xy)
K" — K", L= : ,

semilinear.

Bemerkung 7.1.23. Eine o-semilineare Abbildung ist insbesondere K7-linear. Beziiglich
Komposition verhalten sich lineare und semilineare Abbildungen wie gerade und ungerade
Zahlen beziiglich Addition: Die Komposition einer semilinearen Abbildung mit einer linearen
Abbildung ist wieder semilinear, und die Komposition zweier semilinearen Abbildungen ist
linear (da o? = idg).
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Definition 7.1.24 (Sesquilinearform). Sei (K, o) ein Kérper mit Involution und seien V, W
Vektorrdume tiber K. Eine Abbildung

s:VxW-—o>K

heifit Sesquilinearform, wenn sie semilinear in ihrem ersten Argument und linear in ihrem
zweiten Argument ist, d.h.:

(i) Fir alle v,0" € V, w € W und X € K gilt:

s(v+v,w) =s(v,w) +s(v,w) und s(Av,w) = a(\)s(v,w).

(ii) Firallev e V, w,w’ € W und p € K gilt:
s(v,w+w') = s(v,w) + s(v,w’) und s(v, pw) = ps(v, w).

Wenn V = W spricht man von einer Sesquilinearform auf V.

Beispiel 7.1.25 (Sesquilinearformen aus Matrizen). Sei (K, o) ein Koérper mit Involution
und sei A = (ay5);,; eine m x n-Matrix iiber K. Dann ist die folgende Abbildung eine
Sesquilinearform:

m n
sas K™ x K" 5 K, sa(w,y) =a"- Ay =" ajo()y;.
i=1 j—1

Dabei ist 2" der Zeilenvektor (o(x1) ... o(zm)), siehe Definition [7.1.33] Wenn o = idg
gewinnen wir die Bilinearform b4 aus Beispiel zuriick.

Notation 7.1.26. Die Menge aller Sesquilinearformen V x W — K wird mit Silg (V, W)
bezeichnet. Wenn V' = W schreibt man auch Silg (V). Man kann leicht nachpriifen, dass
Silg (V, W) ein Untervektorraum von Abb(V x W, K) ist.

Bemerkung 7.1.27. Die lateinischen Préfixe semi- und sesqui- bedeuten ,halb“ und ,ein-
einhalb“. Die Bemerkung [7.1.23] erklért, in welchem Sinne semilineare Abbildungen ,halb-
linear* sind.

Im endlich-dimensionalen Fall m6chten wir auch Sesquilinearformen mit Matrizen dar-
stellen. Dazu kann man beobachten, dass eine Sesquilinearform V x W — K als Bilinearform
aufgefasst werden kann, wenn man die Vektorraumstruktur von V in geeigneter Weise an-
passt:

Definition 7.1.28 (konjugierter Vektorraum, adjungierter Vektorraum). Sei (K, o) ein Kor-
per mit Involution und V ein K-Vektorraum.

 Der konjugierte Vektorraum V zu V ist der K-Vektorraum mit derselben unterliegen-
den abelschen Gruppe (V,+) und mit der Skalarmultiplikation

(ANv) = a(A) - o,

Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so ist f auch eine lineare Abbildung von 1%
nach W, die man auch mit f: V — W bezeichnet.

e Der adjungierte Vektorraum V' zu V ist der Dualraum von V. Ist f: V — W eine
lineare Abbildung, so schreibt man fT: Wt — VT fiir die duale Abbildung zu f.

Bemerkung 7.1.29.

(i) Dass V mit den obigen Verkniipfungen ein K-Vektorraum ist, folgt unmittelbar daraus,
dass ¢ ein Kérperhomomorphismus ist. Aus o2 = idg folgt auflerdem, dass V = V.
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(ii) Ist B = (v;)ser eine Basis von V, so ist B auch eine Basis von V. Man beachte dabei,
dass der Koordinatenvektor [v]gp € K) hingt davon ab, ob wir v als Vektor von V/
oder von V betrachten. Ist (M\i)ier der Koordinatorvektor von v als Vektor von V', so
ist (0(\i))ier der Koordinatenvektor von v als Vektor von V.

Mit der Definition ist eine semilineare Abbildung V' — W das Gleiche wie eine
lineare Abbildung V' — W (oder V' — W). Insbesondere gilt:

VT = {semilineare Abbildungen V — K7}.

Zudem ist eine Sesquilinearform V x W — K das Gleiche wie eine Bilinearform V xW — K,
das heifit: -
Silg (V,W) = Bilg (V,W).
Insbesondere induziert ein s € Silg (V, W) die linearen Abbildungen
st Vo= W, spr W = VT,
v s(v,—), w = s(—,w).

Sind V' und W endlich-dimensional mit Basen B und C so erhalten wir die Darstel-
lungsmatrix [s]p,c einer Sesquilinearform s: V- x W — indem wir s als Bilinearform
V x W — K betrachten. Alle Resultate vom Abschnitt [7.1.1] -konnen wir nun auf Sesquiline-
arformen anwenden, indem man V durch V ersetzt. Zum Beispiel gibt es einen Isomorphis-

mus

Sil (V,W) = Muxa(K), s [s]p,c = (s(vi, w5))i,
wobei B = (v1,...,vp,) und C = (w1, ..., w,) (Proposition [7.1.12(i)).

Definition 7.1.30 (hermitesche Form). Sei (K, o) ein Korper mit Involution und sei V' ein
Vektorraum iiber K. Eine Sesquilinearform s auf V' heifit hermitesch oder eine hermitesche
Form, wenn fiir alle v,w € V gilt:

s(v,w) = o(s(w,v)).

Bemerkung 7.1.31. Fiir eine hermitesche Form s auf V' und einen Vektor v € V gilt
insbesondere s(v,v) = o(s(v,v)), d.h., s(v,v) € K°. Wenn o = idg ist eine hermitesche
Form das Gleiche wie eine symmetrische Bilinearform.

Beispiel 7.1.32.

(i) Sei a € K. Die Sesquilinearform K x K — K, (x,y) + ao(x)y, ist genau dann
hermitesch, wenn a € K°.

(ii) Sei n € N. Die Abbildung

n
s: K"x K" = K, (z,y)b ZU(xi)yu

i=1
ist eine hermitesche Sesquilinearform auf K™.

Definition 7.1.33 (konjugierte Matrix, adjungierte Matrix). Sei (K, o) ein Korper mit
Involution, seien m,n € N und sei A € My, xn(K).

o Die konjugierte Matriz zu A ist die m x n-Matrix A mit A;; = o(A;;).

o Die adjungierte Matriz (oder transponiert-konjugierte Matriz, oder hermitesch trans-
ponierte Matriz) zu A ist die n x m-Matrix

AP = (AT = AT,
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Bemerkung 7.1.34. Die Abbildungen

Mysn(K) = Mpxn(K), A A,
und  Myyun(K) = Myxm(K), A A

sind nicht linear (aufler wenn o = idx oder m = n = 0) sondern semilinear. Sie sind aufler-
dem mit der Matrixmultiplikation kompatibel: Sind A € M,,x,(K) und B € M,,»,(K), so
gilt -

AB=AB und (AB)"=B"A"

Die erste Gleichung folgt unmittelbar daraus, dass ¢ ein Kérperhomomorphismus ist. Die
zweite Gleichung folgt aus der ersten und (AB)T = BTAT (Proposition 4.2.16(iv)).

Proposition 7.1.35 (Darstellungsmatrizen der konjugierten/adjungierten Abbildung). Sei
(K, o) ein Korper mit Involution und seien V und W endlich-dimensionale K -Vektorrdume
mit Basen B und C'.

(i) Fir alle linearen Abbildungen f:V — W gilt:

718 = 1]
(ii) Fir alle linearen Abbildungen f:V — W gilt:

115 = (A8,

wobei BY die duale Basis zu der Basis B von V ist.

Q%

Beweis. Zu (i). Seien B = (v1,...,v,), C = (w1,...,wy), und [f]8 = (a;j): ;. Nach Defini-
tion der Darstellungsmatrix gilt:

flog) =) aijwi.
=1

Aber das Skalarvielfache a;;w; in W ist das Skalarvielfache o(a;;)w; in w (da 02 = idg).
Damit ist die Darstellungsmatrix von f die konjugierte Matrix (o (a;;))i,;-
Zu (ii). Man kombiniert (i) und Proposition O

Bemerkung 7.1.36. Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit Basen B,C,
und sei s: V x W — K eine Sesquilinearform. Nach Proposition ii)7 angewendet mit
V und W, gilt

s(v,w) = o] - [s]p.c - [w]e

fur allev e V und w € W.

Proposition 7.1.37 (Basiswechselformel fiir Sesquilinearformen). Sei (K,o) ein Kérper
mit Involution, V und W endlich-dimensionale Vektorraume tber K, B, B’ Basen von V
und C,C" Basen von W. Fir alle Sesquilinearformen s: V. x W — K gilt:

[slpr.cr = (TE )" - [s]pc - TE.

Beweis. Das ist der Sonderfall von Proposition |7.1.13, indem man s als Bilinearform V x
W — K betrachtet: Wenn man B’ und B als Basen von V betrachtet, ist die entsprechende

Basiswechselmatrix gleich TB', und ihre transponierte Matrix gleich (75 )" O

Definition 7.1.38 (hermitesche Matrix). Sei (K, o) ein Korper mit Involution und sei
n € N. Eine Matrix A € M,,(K) heiit hermitesch, wenn AH = A.
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Bemerkung 7.1.39. Ist A € M, (K) hermitesch, so liegen alle Diagonalkoeffizienten A
im Fixkérper K¢, denn o(A;) = (A%)y = Ay

Proposition 7.1.40 (Kriterium fiir hermitesche Formen). Sei (K, o) ein Korper mit Invo-
lution, sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei B eine Basis von V. Fine
Sesquilinearform s auf V ist genau dann hermitesch, wenn die Darstellungsmatriz [s|p
hermitesch ist.

Beweis. Sei B = (v1,...,vy), so dass [s|p,B = (s(vs,v;)); ;. Ist s hermitesch, so gilt s(v;, v;)
= s(v;,v;) fiir alle 4, j, d.h., [s]p,p ist hermitesch. Gilt umgekehrt die Gleichung s(v, w) =

s(w,v) fiir alle v, w aus der Basis B, so gilt sie fiir alle v,w € V wegen der Sesquilinearitét
von s. O

Beispiel 7.1.41. Die komplexe Matrix

™ 141
a= (71
ist hermitesch. Damit ist die zugehorige Sesquilinearform
sa: C*x C* = C, salw,y) =nTry1 + (1 +)T1ys + (1 — 0oy — Tayo,

auch hermitesch.

Bemerkung 7.1.42. In der Mathematik schreibt man iiblicherweise V*, f* und A* anstelle
von VT, ft und A", aber dies kann zu Verwechslung mit der Notation fiir den Dualraum
und die duale Abbildung fiihren. Die {-Schreibweise wird hédufig in der Quantenmechanik
verwendet.

7.1.3 Isomorphie von Sesquilinearformen
Wir legen einen Kérper mit Involution (K, o) fest, zum Beispiel (R, idg) oder (C, 7).

Definition 7.1.43 (Isomorphie von Sesquilinearformen). Seien V, W Vektorraume iiber K,
sy eine Sesquilinearform auf V' und sy eine Sesquilinearform auf W.

e Ein Isomorphismus von (V, sy ) nach (W, sy) ist ein Isomorphismus ¢: V' — W von
K-Vektorrdumen, so dass fir alle v,v’ € V gilt:

sy (v, 0') = sw(p(v), o(v)).

~

e Man sagt, dass die Paare (V,sy) und (W, sy) isomorph sind, in Zeichen (V, sy )
(W, sw), wenn ein Isomorphismus von (V, sy) nach (W, sy) existiert.

Bemerkung 7.1.44. Sei sy eine Sesquilinearform auf V und sei p: V = W ein Isomor-
phismus von K-Vektorrdumen. Dann gibt es genau eine Sesquilinearform sy, auf W, so dass
© ein Isomorphismus von (V, sy) nach (W, sy) ist, ndmlich:

sw:WxW = K, (w,w) = sy(et(w), o (w)).

Beispiel 7.1.45. Sei (K,0) = (R,idg). Fur A € R sei by: R x R — R die Bilinearform
mit by(z,y) = Azy (nach Proposition [7.1.12{i) sind alle Bilinearformen auf R von dieser
Gestalt). Die Paare (R, by) und (R, b,) sind genau dann isomorph, wenn A und y das gleiche
Vorzeichen haben (positiv, negativ, oder null). Auf der einen Seite, sind A und p beide positiv

oder beide negativ, so ist
A
p:R=>R, )= \/7'56‘,
7
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ein Isomorphismus von (R, by) nach (R,b,). Auf der anderen Seite ist A genau dann positiv
bzw. negativ, wenn ein Vektor x € R\ {0} mit by(z,z) > 0 bzw. by(z,z) < 0 existiert.
Damit kénnen (R, by) und (R, b,,) nicht isomorph sein, wenn A und y verschiedene Vorzeichen
haben. Es gibt also genau drei Isomorphieklassen von Bilinearformen auf eindimensionalen
R-Vektorrdumen. Der Tragheitssatz von Sylvester ist eine Verallgemeinerung dieser Aussage
auf hohere Dimension, siehe Satz [7.3.19]

Beispiel 7.1.46. Secien A und B wie im Beispiel so dass [ba]lp,g = I2. Dann ist
op: R? 5 R? ein Isomorphismus von (R? b7,) nach (R2,b4), denn:

br,(x,y) =z -y = [ep(@)]p - [eB(W)]B = balen(x), 0B (Y))

Definition 7.1.47 (Kongruenz von Matrizen). Seien n € Nund A4, B € M,,(K). Man sagt,
dass A kongruent zu B ist, wenn eine invertierbare Matrix S € GL,, (K) existiert, so dass

SH.A.S=B.
Proposition 7.1.48. Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation auf M, (K).

Beweis. Siehe den Beweis von Proposition [6.1.18] O

Die Kongruenzrelation auf M, (K) spielt bei Sesquilinearformen eine dhnliche Rolle wie
die Ahnlichkeitsrelation bei Endomorphismen (siehe Abschnitt |6.1.3). Die folgende Propo-
sition soll insbesondere mit Proposition [6.1.19| verglichen werden:

Proposition 7.1.49. Sein € N.

(i) Seien A, B € M,,(K) und seien sa und sp die zugehorigen Sesquilinearformen auf K™
(siehe Beispiel . Dann sind A und B genau dann kongruent, wenn (K™ sa)
und (K™, sg) isomorph sind.

(ii) Seien V,W Vektorraume iber K der endlichen Dimension n mit Basen B,C, sy eine
Sesquilinearform auf V' und sw eine Sesquilinearform auf W. Dann sind (V, sy) und
(W, sw) genau dann isomorph, wenn [sv]|p g und [sw]c,c kongruent sind.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der zweiten mit V. = W = K" und B = C der
Standardbasis. Sei ¢: V = W ein Isomorphismus mit sy (v,v’) = sw(¢(v), p(v')) und sei
S = [¢71% € GL,(K). Wir behaupten, dass S"[sy]|p.5S = [sw]c.c. Ist C = (wy,...,wy),
so ist die i-te Spalte von S gleich [~ (w;)]p. Fiir i,j € {1,...,n} gilt:
(8" [sv]pp - S)ij=el - (S"-[svlpB-9) ¢

=(S-e)" [svlpp - (S-e5)

=l (W)l - [sv]p - [ (w))]B

= sv (o™ (wi), o~ (w)))
sw (wi, wy)

([swle,c)ijs

wie gewiinscht.

Seien umgekehrt [sy]p,p und [sw]c,c kongruent, d.h., es existiert S € GL,(K) mit
SHsv)p.BS = [swlc.c. Sei ¢: V.= W der Isomorphismus mit [¢~1]G = S. Fiir alle v,v" €
V gilt dann:

= sw(p(v), p(v")).

Also ist ¢ ein Isomorphismus von (V, sy ) nach (W, sy ), wie gewiinscht. O
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7.2 Skalarprodukte

Skalarprodukte sind besondere Sesquilinearformen iiber den reellen oder komplexen Zahlen,
die die Begriffe von Abstand und Winkel zwischen Vektoren ermdoglichen.

Im Folgenden sei K € {R,C}, d.h., K ist entweder der Korper der reellen Zahlen oder
der der komplexen Zahlen. Zudem versehen wir K mit der Koérperinvolution z + z, deren
Fixkorper gleich R ist (falls K = R ist also diese Involution die Identitéit idg). Damit kénnen
wir von Sesquilinearformen auf K-Vektorrdumen sprechen (siehe Definition . Falls
K = R ist also eine (hermitesche) Sesquilinearform das Gleiche wie eine (symmetrische)
Bilinearform.

Definition 7.2.1 (Definitheit). Sei V' ein K-Vektorraum und sei s: V x V' — K eine her-
mitesche Sesquilinearform, so dass s(v,v) € R fur alle v € V' (sieche Bemerkung [7.1.31)). Die
Form s heifit:

o positiv semidefinit, wenn s(v,v) > 0 fiir alle v € V;

o negativ semidefinit, wenn s(v,v) < 0 fiir alle v € V;

e positiv definit, wenn s(v,v) > 0 fir alle v € V'\ {0};

o negativ definit, wenn s(v,v) < 0 fiir alle v € V'\ {0};

o indefinit, wenn sie weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Eine hermitesche Matrix A € M, (K) heiit positiv/negativ (semi)definit bzw. indefinit, wenn
die zugehorige Sesquilinearform s4 auf K™ die entsprechende Eigenschaft hat.

Bemerkung 7.2.2. Eine hermitesche Form s auf V, die entweder positiv oder negativ
definit ist, ist nicht ausgeartet. Denn fiir einen Vektor v € V mit s(v, —) = 0 oder s(—,v) =0
gilt insbesondere s(v,v) = 0, und somit v = 0. Eine solche Form induziert also eine injektive
lineare Abbildung

s Vs Vi v s(—,v),

die sogar einen Isomorphismus ist, wenn V' endlich-dimensional ist (Bemerkung [7.1.5)).

Definition 7.2.3 (Skalarprodukt). Sei V ein Vektorraum iiber K. Ein Skalarprodukt auf V
ist eine positiv definite hermitesche Sesquilinearform auf V', d.h., eine Abbildung

VxV =K, (v,w) (v,w),
mit folgenden Eigenschaften, fiir alle v,v’,w,w’ € V und alle A\, u € K:
(i
(ii
(iii

(i

Bemerkung 7.2.4. In der Definition geniigt es eine der Bedingungen (i) und (ii) zu
erfordern: Die andere folgt dann automatisch aus (iii).

(v + v, w) = (v,w) + (v, w) und v, w) = Mo, w).
(v, w4+ w) = (v,w) + (v,w) und (v, pw) = pv, w).
(v, w) = (w,v).

Ist v # 0, so ist (v,v) > 0. (Man beachte dabei, dass aus (iii) folgt bereits (v,v) € R.)

)
)
i)
v)

Beispiel 7.2.5 (Standardskalarprodukt).
(i) Sei n € N. Die Abbildung

R"xR" =R, (z,y)+ y—Zzzy,,
ist ein Skalarprodukt und heif3t das Standardskalarprodukt auf R™.
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(ii) Sei n € N. Die Abbildung
C"xC"=C, (w,y)—ay=> @y,
i=1
ist ein Skalarprodukt und heiflt das Standardskalarprodukt auf C™. Die positiv Definit-

heit folgt daraus, dass fiir z € C\ {0} gilt zz = |z|> > 0.

Beispiel 7.2.6. Seien a < b reelle Zahlen. Auf dem R-Vektorraum C°([a,b],R) von stetigen
Funktionen auf [a, b] kénnen wir ein Skalarprodukt wie folgt definieren:

b
<f79>=/ f(z)g(x) dz.

Die positiv Definitheit folgt daraus, dass fab f(z)?dx > 0 fiir alle f € C%([a,b],R) \ {0}.
Diese Bilinearform lisst sich auf dem Vektorraum £2([a, b], R) von quadratisch integrierbaren
Funktionen fortsetzen, aber sie ist dann nur positiv semidefinit und kein Skalarprodukt (das
Integral von f? kann null sein, ohne dass f identisch null ist).

Fir komplexe Funktionen definiert auf dhnliche Weise die Formel

b
(f.9) = / F@g(z) de

ein Skalarprodukt auf dem C-Vektorraum C°([a, b],C).
Definition 7.2.7 (euklidischer/unitérer Vektorraum).

o Ein euklidischer Vektorraum ist ein Paar (V,(—, —)) bestehend aus einem R-Vektor-
raum V und einem Skalarprodukt (—, —) auf V.

o Ein unitarer Vektorraum ist ein Paar (V| (—, —)) bestehend aus einem C-Vektorraum
V und einem Skalarprodukt (—, —) auf V.

Definition 7.2.8 (Norm). Sei (V,(—,—)) ein euklidischer/unitédrer Vektorraum. Die von
(—, —) induzierte Norm auf V ist die wie folgt definierte Abbildung;:

=+ V' = Rxo,
v /(v v).
Dies ist wohldefiniert, da (v, v) € R>o nach Definition iv).

Notation 7.2.9. Oft unterdriickt man das Skalarprodukt in der Notation fiir einen eukli-
dischen/unitdren Vektorraum (V,(—,—)). Das heifit, man sagt einfach ,Sei V ein euklidi-
scher/unitérer Vektorraum®. Das zugehorige Skalarprodukt wird dann immer mit (—, —)
bezeichnet, und die zugehorige Norm mit ||—||. Sofern nicht anders angegeben, betrachten
wir immer K™ als euklidischer (falls K = R) bzw. unitérer (falls K = C) Vektorraum mit
dem Standardskalarprodukt aus Beispiel

Beispiel 7.2.10. Im euklidischen Vektorraum R™ mit dem Standardskalarprodukt gilt:

lzll = /e + -+

Im unitdren Vektorraum C™ mit dem Standardskalarprodukt gilt:

lzll = V21l + -+ |an? = V/(Rew1) + (m@1)? + - + (Rewn)? + (Imz,)*,

In beiden Féllen ist also ||z|| die Lange des Vektors « im Sinne der euklidischen Geometrie.
Im eindimensionalen unitdren Vektorraum C ist insbesondere die Norm |—|| gleich dem
tiblichen Betrag |—|.
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Satz 7.2.11 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz). Sei (V,(—, —)) ein euklidischer/unitirer
Vektorraum. Fir alle v,w €V gilt:

(v, w)| < [Jo]flw].
Auferdem gilt die Gleichheit genau dann, wenn v und w linear abhdngig sind.

Beweis. Falls v = 0 ist der Satz klar, da beide Seiten null sind. Wir diirfen damit annehmen,
dass v # 0. Sind v und w linear abhéngig, so existiert A € K mit w = Av, und es gilt:

(v, w)] = [Xv,v)| = [All[v]|* = [lvl]|wl],
wie gewlinscht. Fiir v € V'\ {0} und w € V' \ Ko setzen wir jetzt

_ (v, w)
w2

Da w ¢ Kuv gilt Av — w # 0. Man berechnet:

0< (M —w,\v—w)
= )J\(v,v) — /_\<v,w> — Mw,v) + (w, w)

? [{v, w)|?

[[v][?

_ (w,w)
EE

= ”2 . |<U,U)>‘2
o]

lol* —2 + fJwl®

Damit ist ||v]|?||w]|?> > |{v,w)|?. Die gewiinschte Ungleichung folgt, da die Wurzelfunktion
vV—: Rsg = R streng monoton wachsend ist. O

Beispiel 7.2.12. Fiir das Skalarprodukt auf C°([a,b],C) aus Beispiel erhalten wir die

Ungleichung:
b b
g\/ / f<x>|2dx\/ [ st da.

Proposition 7.2.13 (Eigenschaften der Norm). Sei (V,{(—,—)) ein euklidischer/unitirer
Vektorraum. Dann hat die induzierte Norm ||—||: V — R die folgenden Eigenschaften:

/ ' F@o(a) do

(i) (Definitheit) Ist v € V' \ {0}, so ist |jv] > 0.
(ii) (Homogenitit) Fir alle A € K und alle v € V gilt: |\ - v| = |A|]v]|.
(iii) (Dreiecksungleichung) Fir alle v,w € V' gilt: |Jv +w| < ||| + ||w].
Beweis. Zu (i). Ist v € V'\ {0}, so ist (v,v) > 0 nach positiv Definitheit, und somit ist auch

lv]] = /(v,v) > 0.

Zu (ii). Nach Definition der Norm ist
Il = v/ (w, M) = VIAR(v,0) = [A]]o]].

Zu (iii). Es geniigt zu zeigen, dass ||v + wl||* < (||Jv]| + ||w||)2 Auf der einer Seite gilt:

lv+wl|? = (v +w,v+w) = [[v]|* + 2Re(v, w) + [[w]*.
Auf der anderen Seite gilt:
2
(Il + llwll)™ = [lol® + 2flollllw] + [lw]]*.

Die gewiinschte Ungleichung folgt jetzt aus der Ungleichung Rez < |z| fiir z € C und der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz |(v, w)| < ||v||||w]|| (Satz[7.2.11]). O
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Bemerkung 7.2.14. Ein K-Vektorraum V mit einer Abbildung ||—||: V' — Rx¢, die die
Bedingungen (i)—(iii) aus Proposition erfiillt, heifit ein normierter Vektorraum. Jeder
euklidischer /unitirer Vektorraum ist insbesondere mit seiner Norm ein normierter Vektor-
raum, aber es gibt auch normierte Vektorrdume, deren Norm von keinem Skalarprodukt
induziert wird. In der Analysis spielen beide euklidische/unitire und normierte Vektorrau-
me eine wichtige Rolle.

Beispiel 7.2.15. Sei p € R eine reelle Zahl mit p > 1. Dann ist die Abbildung

I=1lp: C°(la, 8], C) — R0,

b 1/p
S (/ If(x)l”dx> 7

eine Norm auf dem C-Vektorraum C°([a,b],C) (d.h., die Bedingungen (i)—(iii) der Propo-
sition sind erfiillt). Die Norm ||—||2 wird von dem Skalarprodukt aus Beispiel
induziert. Man kann aber zeigen, dass die Norm ||—||,, von keinem Skalarprodukt induziert
wird, wenn p # 2.

Definition 7.2.16 (normierter Vektor, Normierung). Sei V' ein euklidischer/unitérer Vek-
torraum (oder allgemeiner ein normierter Vektorraum).

o Ein Vektor v € V heifit normiert, falls |jv|| = 1.
o Ist v € V'\ {0}, so heifit der Vektor ﬁv die Normierung von v.

Nach der Homogenitdt der Norm ist die Normierung von v ein normierter Vektor, und
zwar der einzige normierte Vektor, der ein positives Skalarvielfaches von v ist.

Beispiel 7.2.17. Im euklidischen Vektorraum C°([0,27],R) aus Beispiel gilt:

27
l|cos||? = / cos(x)? dx = .
0

Deswegen ist die Funktion ﬁcos normiert. Auf dhnliche Weise ist die Funktion ﬁsin

normiert.

Bemerkung 7.2.18 (Abstand, Winkel). In einem euklidischen/unitdren Vektorraum V
kann mann den Abstand und den Winkel zwischen zwei Vektoren definieren. Der Abstand
zwischen v, w € V ist |[v — w|| € R>¢. Aus Proposition [7.2.13|folgt leicht, dass die Funktion

VXV —=Rso, (vw)t|v—uw,

eine Metrik auf V ist. Der Winkel zwischen v,w € V \ {0} ist die eindeutige reelle Zahl
a € [0, 7] mit
_ Re(v,w)

<0s(@) = Tl

Dies ist wohldefiniert, da die rechte Seite in [—1, 1] liegt (nach der Ungleichung von Cauchy-
Schwarz) und die Abbildung cos: [0,7] — [—1, 1] bijektiv ist. Wenn V entweder R™ oder
C™ mit dem Standardskalarprodukt ist, dann erhalten wir die ,,gewohnlichen* Begriffe von
Abstand und Winkel.

Ein Skalarprodukt ist eigentlich durch seine induzierte Norm eindeutig bestimmt:

Proposition 7.2.19 (Polarisierung). Sei (V, (—, —)) ein euklidischer/unitdrer K- Vektorraum
und seten v,w € V.
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(i) Falls K =R gilt:

(o + wl* = Jloll* = w]?).

DN | =

<U, w> =
(ii) Falls K= C gilt:

(o + wl* = llv = w*) = 3 (lv + iwl* = llv = iw]*),

>~ =

<U,’LU> =

Beweis. Beide Gleichungen lassen sich leicht priifen, indem man die rechte Seite entwickelt
und die Sesquilinearitidt von (—, —) verwendet. Wir beweisen stellvertretend die erste Glei-
chung:

lv +wl? = [[o]]* = [w]® = (v +w,v +w) — (v,0) = (w, w)

= <’U,’U> + 2<va> + (w,w) - <v7v> - (w,w) = 2<'an>' O

Bemerkung 7.2.20 (Skalarprodukte iiber anderen Korpern). Der Begriff von Skalarpro-
dukt haben wir nur fiir R- und C-Vektorrdume definiert. Warum nicht iiber einem beliebigen
Korper mit Involution (K,0)? Um die positiv Definitheit einer hermiteschen Form auf V
zu erfordern, ist es notig, dass der Fixkorper K7 angeordnet ist, d.h., es muss auf K7 eine
totale Ordnung < gegeben werden, die auf geeignete Weise mit den Korperverkniipfungen
vertriglich ist (vgl. die Anordnungsaxiome fiir die reellen Zahlen). Insbesondere muss die
Charakteristik von K null sein. Auflerdem muss jeder positive Skalar in K eine Quadrat-
wurzel besitzen, um die Norm ||—|: V' — (K?)>0 zu definieren. Ist K7 ein angeordneter
Korper mit dieser weiteren Eigenschaft, dann gelten die meisten Sétze in diesem Abschnitt
(z.B. die Ungleichung von Cauchy-Schwarz oder das Orthonormalisierungsverfahren von
Gram-Schmidt) fiir unitdre K-Vektorrdume. Fiir den Spektralsatz und seine Konsequenzen
braucht man auflerdem, dass der Korper K algebraisch abgeschlossen ist. Ein Beispiel ist
der Korper Q der algebraischen Zahlen, d.h., der Teilkérper von C bestehend aus allen Null-
stellen von Polynomen tber QQ, mit der komplexen Konjugation. Es gibt auch solche Korper,
die ,,groBer« als C sind.

7.2.1 Orthogonalitat und Orthonormalitat

Definition 7.2.21 (orthogonal, Orthogonalraum). Sei V ein euklidischer /unitirer Vektor-
raum.

e Seien v,w € V. Man sagt, dass v orthogonal zu w ist, und man schreibt v | w, wenn
(v, w) = 0.

e Sei A C V eine Teilmenge. Der Orthogonalraum zu A ist der Untervektorraum

At ={veV|firalleuec Agiltv Lu} CV.

Beispiel 7.2.22. In K" mit dem Standardskalarprodukt sind alle Standardeinheitsvektoren
zueinander orthogonal, d.h.: e; L e; fiir alle ¢ # j. Fiir eine Teilmenge I C {1,...,n} gilt:

Spang{e; | i € I} = Spang{e; | j € {1,...,n} \ I}.

Beispiel 7.2.23. In R? sind (1) und (%) orthogonal. In C? sind () und ( 7*) ortho-
gonal.

Bemerkung 7.2.24. Aus der Sesquilinearitit von (—, —) folgt A+ = Spang(A)*.

Bemerkung 7.2.25. Im euklidischen Fall sind zwei Vektoren v,w € V \ {0} genau dann
orthogonal, wenn der Winkel zwischen denen gleich 7 ist (siche Bemerkung (7.2.18)). Dies
gilt aber nicht im unitdren Fall: Der Winkel zwischen 1 und ¢ in C ist 5, aber (1,7) =i # 0.
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Lemma 7.2.26. SeiV ein euklidischer/unitirer Vektorraum und sei A C 'V eine Teilmenge.
Dann ist AN A+ = {0}.

Beweis. Ein Vektor v € A N A+ muss insbesondere zu sich selbst orthogonal sein, d.h.,
(v,v) = 0. Nach der positiv Definitheit von (—, —) ist das nur méglich, wenn v = 0. O

Definition 7.2.27 (Orthonormalsystem, Orthonormalbasis). Sei V' ein euklidischer/unitérer
Vektorraum.

o Eine Familie (v;)ier in V heifit Orthonormalsystem, wenn fiir alle ¢,j € T gilt:
<UZ',’U]'> = 513

Dabei ist 0;; das Kronecker-Delta (Notation[4.2.5). Anders gesagt: Jedes v; ist normiert
und orthogonal zu allen anderen v;.

e Eine Orthonormalbasis von V ist eine Basis, die auch ein Orthonormalsystem ist.

Beispiel 7.2.28. Die Standardbasis (e, ..., e,) von K" ist ein Orthonormalsystem (bezii-
gich dem Standardskalarprodukt auf K™), und somit eine Orthonormalbasis.

Beispiel 7.2.29. Im euklidischen Vektorraum C°([0, 27}, R) aus Beispiel sind die Funk-
tionen cos und sin orthogonal, denn:

/0 " cos(a) sin(a) dr = 0.

Nach Beispiel [7.2.17| ist (ﬁcos, ﬁsin) ein Orthonormalsystem in C°([0, 2], R).

Proposition 7.2.30. Jedes Orthonormalsystem ist linear unabhdngig. Insbesondere ist jedes
erzeugende Orthonormalsystem eine Orthonormalbasis.

Beweis. Sei (v;)icr ein Orthonormalsystem und sei (\;);c; ein Element von K@ so dass
> icr Aivi = 0. Fiir jedes j € I gilt dann:

)\j == Z/\Z‘éij = Z)\i<vj7vi> = <'Uj7z/\ivi> =0. O

i€l iel icl

Man kann Koordinatenvektoren bzgl. einer Orthonormalbasis B durch das Skalarprodukt
berechnen:

Proposition 7.2.31 (Koordinatenvektor bzgl. einer Orthonormalbasis). Sei V' ein euklidi-
scher/unitirer Vektorraum mit einer Orthonormalbasis B = (w;);ecr, und sei v € V.. Dann
gilt:

[v]p = ((wi,v))ier-

Beweis. Die Aussage ist die Gleichung v = .,
geniigt es zu zeigen, dass fiir alle w € V gilt (w,v) = (w, Y, (wi, v)w;). Da B erzeugend
ist, kénnen wir w = w; nehmen. Da B ein Orthonormalsystem ist, gilt nun:

<wj,z<wi,v>wi> = Z(wi,vﬁ“ = (wj,v),

el i€l

(w;,v)w;. Da (—, —) nicht ausgeartet ist,

wie gewlnscht. O
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Satz 7.2.32 (Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt). Sei V' ein euklidischer/

unitirer K-Vektorraum. Sei n € N und sei (v1,...,v,) eine linear unabhdngige Familie in
V. Man definiert die Familie (w1, ..., wy) rekursiv durch:
1 k-1
wy = —— Wy, wobei Wy = v — Z(wi,vwwi.
[l P
Dann ist (w1, ...,w,) ein Orthonormalsystem in V', und es gilt
Spang{v1, ..., vp} = Spang{wi, ..., wk}

fiir alle k € {0,...,n}.

Beweis. Wir beweisen durch Induktion iiber k € {0,...,n}, dass (wy,...,wy) ein Orthonor-
malsystem mit demselben Spann wie (v, ..., vg) ist. Fiir ¥ > 1 braucht man auch zu zeigen,
dass Wy, # 0, so dass wy wohldefiniert ist. Im Fall £k = 0 gibt es nichts zu zeigen. Sei also
k € {1,...,n}. Nach Induktionsvoraussetzung ist (wi,...,wk—1) ein Orthonormalsystem
mit

Spang{v1,...,vk—1} = Spang{wy,...,wk_1}.

o FEs gilt Wy, # 0. Nach Definition gilt
v — Wy € Spang{ws, ..., wx—1} = Spang{vi,..., Vg_1}.

Insbesondere ist Wy, eine nicht-triviale Linearkombination der Familie (vq,...,v). Da
diese Familie linear unabhéngig ist, gilt wy # 0.

e Es gilt Spang{vy,...,vx} = Spang{wsi,...,ws}. Nach Definition ist wy eine Line-
arkombination von ws, ..., wk—1, vk, und liegt deswegen in Spang{vi,...,vr}. Um-
gekehrt ist v, eine Linearkombination von wi,...,wr_1,wy, und liegt deswegen in
Spang{ws,...,wk}.

o (wy,...,wy) ist ein Orthonormalsystem. Es bleibt zu zeigen, dass
(wj, wg) =055, furalleje{l,... k}.
Fir j < k gilt:

k—1

(wj, wg) = (wy,vE) = Y (wi, vg) (wy, wi) = (wj, vg) — (wj, vg) =0,
1 w—/

%

=5i;

und somit auch (w;,wy) = 0. Fiir j = k gilt (wg, wi) = ||wg||* = 1 nach Konstruktion.
O

Beispiel 7.2.33. Wir fithren das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt mit
den Vektoren

1 1 0
2 1 -3
=1 o 2= und w3 = 0
0 0 1

aus R* durch, um ein Orthonormalsystem (w1, ws,ws3) mit

Spang{v1,v2,v3} = Spang{w:, w2, w3}
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zu erhalten:

1/3

1 1 !

= — = — = /3
O o 3 (@/B)’
2/3
wzzvz—<w1,U2>w1=U2—w1=(1/3>7

2/3
0
1 2/3
Wy = by = Wg = | 3],
Tl 23

4/3
W3 = V3 — <’U}171)3>U/1 - <w271}3>w2 =3+ 2w +wy = <:[2l?g> ’
1

4/3

1 1 1 (2

_ = - —4/3
w3 = — W3 = W3y = .
T sl T VB ﬁ(ﬁ/?’)

Korollar 7.2.34 (Existenz von Orthonormalbasen). Jeder endlich-dimensionale euklidi-
sche/unitire Vektorraum V besitzt eine Orthonormalbasis. Allgemeiner: Jedes Orthonor-
malsystem in V kann zu einer Orthonormalbasis erginzt werden.

Beweis. Sei (wq,...,w;) ein Orthonormalsystem in V', das nach Proposition linear
unabhéngig ist. Man ergénzt es zu einer Basis (wq, ..., Wk, Vk+1,.--,Vn) von V und fiihrt
das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt durch, um eine Orthonormalbasis zu
erhalten. Man beachte dabei, dass sich die ersten k Vektoren nicht verdndern. O

Proposition 7.2.35 (Existenz von orthogonalen Projektionen). Sei V' ein euklidischer/uni-
tarer Vektorraum und set U C V' ein endlich-dimensionaler Untervektorraum. Dann existiert
genau ein Endomorphismus py: V. — V' mit folgenden FEigenschaften:

o impy CU.
. im(idv —pU) cU*L.

AufSerdem gilt py(u) = u fiir alle uw € U und py(w) = 0 fiir alle w € U+. Man bezeichnet
pu als orthogonale Projektion von V' auf U.

Beweis. Sei py eine lineare Abbildung mit den gegebenen Eigenschaften. Jedes v € V' lésst
sich schreiben als

v =pu(v) + (v =pu(v)),

mit py(v) € U und v — py(v) € UL, Ist v € U, so ist v — py(v) € UNUL = {0} (Lemma
7.2.26), und somit ist py(v) = v. Ist v € UL, so ist py(v) € UNUL = {0}.
Zur Eindeutigkeit. Seien py und gy zwei solche Endomorphismen und sei v € V. Dann
ist py(v) — qu(v) € U und
pu(v) = qu(v) = (v = qu(v)) = (v = pu(v)) € U*.

Nach Lemma [7.2.26]ist U N U+ = {0}, und somit ist pyr(v) = qu(v).
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Zur Existenz. Nach Korollar [7.2.34] besitzt U eine Orthonormalbasis (ug,...,u,). Man
definiert eine lineare Abbildung py: V' — V durch:

n

pu(®) = 3 (s, vhus.

i=1

Nach Konstruktion ist impy C U. Sei v € V und j € {1,...,n}. Aus (u;,u;) = d;; folgt:

(uj, v —pu(v)) = (uj,v Z ui, V) (uj, i) = (u;,v) — (uj,v) =0.
i=1
Da dies fiir beliebiges j gilt, liegt v — py(v) in UL, wie gewiinscht. O

Korollar 7.2.36. Sei V' ein euklidischer/unitirer Vektorraum und sei U C V ein endlich-
dimensionaler Untervektorraum. Dann:

(i) U~ ist komplementir zu U in V.
(i) Bs gilt (UH)L =U.

Beweis. Zu (i). Nach Lemma geniigt es zu zeigen, dass U + U+ = V. Nach Propo-
sition [7.2.35] existiert die orthogonale Projektion py: V' — V auf U. Ist v € V, so liegen
insbesondere py7(v) in U und v —py (v) im Orthogonalraum U+. Da v = py(v) + (v —pr(v)),
liegt v in der Summe U + U+.

Zu (ii). Ist w € U und w € U™, so gilt (u,w) = (w,u) = 0 nach Definition von U->.
Damit ist u € (U+)L. Sei umgekehrt v € (U+)*. Nach (i) kann man schreiben v = u + w
mit u € U und w € UL. Aus v,u € (UL)* folgt w € (UL)+. Aus Lemma angewendet
mit A = U+, folgt w = 0 und somit v € U. O

Bemerkung 7.2.37. Das Korollar [7.2.36] gilt im Allgemeinen nicht, wenn dimg U = oo.

Bemerkung 7.2.38 (Hilbertrdume). Ein euklidischer/unitirer K-Vektorraum V heifit Hil-
bertraum, wenn er als metrischer Raum wvollstindig ist, d.h., wenn jede Cauchy-Folge in
V' konvergiert. Die Vollstdndigkeit von V ist automatisch, wenn V' endlich-dimensional ist
(nach Beispiel [7.2.41); sie ist also nur eine weitere Bedingung im unendlich-dimensionalen
Fall. Wenn V ein Hilbertraum ist, gilt Korollar [7.2.36] fiir alle Unterhilbertrdume U C V/,
selbst wenn dimg U = oo. Hilbertraume spielen eine wichtige Rolle in der Analysis (z.B. in
der Mafitheorie) und in der Quantenmechanik (wobei K = C).

7.2.2 Orthogonale und unitire Gruppen

Definition 7.2.39 (lineare Isometrie). Seien V und W euklidische bzw. unitire Vektorrdu-
me. Eine lineare Abbildung f: V' — W heiflt lineare Isometrie, wenn sie ein Isomorphismus
von (V, (—, —)) nach (W, (—, —)) ist, im Sinne der Definition [7.1.43] d.h., wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(i) f ist ein Isomorphismus von K-Vektorraumen.

(ii) Fir alle v,0v" € V gilt:
(v,0) = (f(v), f(v)).

Bemerkung 7.2.40. Eine lineare Abbildung f: V — W, die nur die Bedingung (ii) der
Definition [7.2:39] erfiillt, heiBt lineare isometrische Einbettung. Wie dieser Name vermuten
lasst ist eine solche Abbildung automatisch injektiv (denn jeder Vektor v im Kern muss
(v,v) = 0 erfiillen). Eine solche Abbildung ist insbesondere normerhaltend, d.h., sie erfiillt
die weitere Bedingung;:
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(iii) Fiir alle v € V gilt: [[v]| = || £(v)]-

Aus Proposition [7.2.19| folgt eigentlich, dass Bedingungen (ii) und (iii) dquivalent sind. Li-
neare isometrische Einbettung erhalten auch Abstédnde und Winkel zwischen Vektoren (siehe
Bemerkung [7.2.18)).

Beispiel 7.2.41. Sei V ein euklidischer/unitérer K-Vektorraum der endlichen Dimension n
mit einer Basis B. Dann ist die Abbildung

(thKn;V

genau dann eine lineare Isometrie von K™ (mit dem Standardskalarprodukt) nach V, wenn B
eine Orthonormalbasis ist. Nach Korollar ist insbesondere jeder endlich-dimensionale
euklidische/unitire K-Vektorraum zu (K", (—, —)) isomorph.

Definition 7.2.42 (orthogonale/unitdre Gruppen und Matrizen). Sei n € N.
e Die orthogonale Gruppe ist die Menge
O(n) ={A € GL,(R)| L4: R® — R"™ ist eine lineare Isometrie}

versehen mit der Matrixmultiplikation. Elemente von O(n) heilen orthogonale Matri-
zen.

o Die unitire Gruppe ist die Menge
U(n) ={A € GL,(C)|La: C* — C" ist eine lineare Isometrie}
versehen mit der Matrixmultiplikation. Elemente von U(n) heiflen unitire Matrizen.

Proposition 7.2.43 (Charakterisierung orthogonaler/unitérer Matrizen). Fir eine Matriz
A € GL,(K) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Abbildung L4 : K" — K™ ist eine lineare Isometrie.
(ii) Es gilt A=t = A",
(iif) Die Spalten von A bilden ein Orthonormalsystem.
(iv) Die Zeilen von A bilden ein Orthonormalsystem.
Beweis. Zu (i) < (ii). Der Isomorphismus Ly ist genau dann eine lineare Isometrie, wenn
fiir alle 2,y € K" gilt La(z)"- La(y) = 2" -y, dh.:
AN Ay = My,
Dies gilt natiirlich, falls A~" = A". Nimmt man umgekehrt Standardeinheitsvektoren fiir
und ¥ in der obigen Gleichung, kann man daraus schlieBen, dass A"A =1I,,, d.h., A= = AH.

Zu (i) < (iii). Die Spalten von A sind die Vektoren L4(e;). Nach Definition bilden sie
genau dann ein Orthonormalsystem, wenn

(La(ei), La(ej)) = dij = (e, €5)-

Da jeder Vektor aus K™ eine Linearkombination der Standardeinheitsvektoren ist, ist das
Letztere dquivalent zu: Fur alle z,y € K™ gilt

(La(z),La(y)) = (z,y),
was genau die Definition einer linearen Isometrie ist.

Zu (i) = (iv). Nach der bereits bewiesenen Aquivalenz zwischen (i) und (ii) ist L gn = L;*
wieder eine lineare Isometrie. Aus der Implikation (i) = (iii) folgt, dass die Spalten von A"
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ein Orthonormalsystem bilden. Die Spalten von A" sind aber die Zeilen von A. Fiir Vektoren
z,y € K" gilt

(@, 9) = (z,y),

und daraus schliefen wir, dass die Zeilen von A auch ein Orthonormalsystem bilden.

Zu (iv) = (ii). Die Spalten von A" bilden ein Orthonormalsystem, da sie zu den Zeilen
von A konjugiert sind. Aus der Implikation (iii) = (ii) folgt, dass (A")~! = (A")H = A, und
damit dass A" = A~1. O

Bemerkung 7.2.44. Fine quadratische Matrix iiber R kann man auch als Matrix iiber C
betrachten, und sie ist genau dann orthogonal, wenn sie unitér ist. Dies folgt zum Beispiel
aus der Aussage (ii) der Proposition [7.2.43] Anders gesagt gilt:

O(n) = U(n) N GL,(R).

Beispiel 7.2.45. Nach Proposition [7.2.43(iii) sind folgende Matrizen unitér:

sl ) (o) sl
Korollar 7.2.46. Sein € N.
(i) Ist A € O(n), so gilt det(A) € {£1}.
(if) Ist A € U(n), so gilt |det(A)| =1, d.h., es gibt ein 9 € [0,27r) mit det(A) = exp(iv}).

Beweis. Die erste Aussage ist ein Sonderfall der zweiten, denn +1 sind die einzigen reellen
Zahlen mit Betrag 1. Ist A € U(n), so folgt A"A = I,,, und somit

1 =det(A"A) = det(AT) det(A) = det(A) det(A) = det(A) det(A) = |det(A)?,

wie gewiinscht. Die benutzte Gleichheit det(A) = det(A) folgt unmittelbar aus der Leibniz-
Formel fiir die Determinante. O

Proposition 7.2.47 (Orthonormalbasiswechsel). Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidi-
scher/unitirer Vektorraum mit einer Orthonormalbasis B und einer beliebigen Basis B'.
Dann ist die Basis B’ genau dann orthonormal, wenn die Basiswechselmatrix Tg, orthogo-
nal/unitdr ist.

Beweis. Sei B' = (v},...,v.,). Die Spalten von T8 sind dann die Koordinatenvektoren
[vi]p = ¢5'(v]). Da B eine Orthonormalbasis ist, ist ¢p: K* =5 V eine Isometrie (siche

Beispiel [7.2.41f). Damit gilt:

(vi, v;) = ([vil, [v]B)-
Also ist die Basis B’ genau dann orthonormal, wenn die Spalten von Tg/ ein Orthonormal-
system bilden, wie gewiinscht. O

Beispiel 7.2.48 (lineare Isometrien von R). Die Gruppe O(1) C GL;(R) = R* hat genau
zwei Elemente, 1 und —1, denn: Ein beliebiger Automorphismus f von R hat die Form
f(z) = X+ 2 mit einem A\ € R*. Dann gilt (f(z), f(y)) = A*(z,y), und damit ist f genau
dann eine Isometrie, wenn A2 = 1, d.h., wenn \ = +1.

Beispiel 7.2.49 (lineare Isometrien von R?). Normierte Vektoren in R? bilden den Ein-
heitskreis (die eindimensionale Sphére)

slz{xeR2|x§+x§=1}={(COSO‘) ’aE[O,QW)}.

sin o
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Sei A € O(2). Dann liegen beide Spalten von A4 in S, d.h., es gibt «, 8 € [0, 27), so dass
A _ [cosa cos 153
" \sina sing)°
Auf der anderen Seite miissen die Zeilen von A auch in S* liegen. Es gibt dann genau zwei

Moéglichkeiten, cos 3 = +sina und entsprechend sin 8 = Fcosa, und beide liefern eine
orthogonale Matrix. Deswegen besteht die Gruppe O(2) genau aus den Matrizen

D(a)=<coso‘ Sino‘) und S(a):(“’sa Sina>

sinaw  cos« sina —cos«

mit a € [0, 27). Die Matrix D(«) hat Determinante 1 und entspricht der Drehung um den
Winkel a (siehe Beispiel [£.2.33). Die Matrix S(«) hat Determinante —1 und ist gleich dem
Produkt D(a)(3 2 ), d.h., sie entspricht der Komposition der Spiegelung an der Geraden
R - e; mit der Drehung um den Winkel «, welche gleich der Spiegelung an der Geraden
R-D(%)e; ist. Diese Analyse zeigt, dass die linearen Isometrien von R? genau die Drehungen
und die Spiegelungen sind.

Beispiel 7.2.50 (lineare Isometrien von C). Unitére 1 x 1-Matrizen sind einfach komplexe
Zahlen mit Betrag 1:
U(l)={z€C]||z|=1} CcC*.

Unter der gewohnlichen Identifikation von C mit R?, kénnen wir U(1) mit dem Einheitskreis
S1 ¢ R? aud Beispiel [7.2.49| identifizieren.

Definition 7.2.51 (spezielle lineare Gruppen). Sei n € N.
o Die spezielle lineare Gruppe iiber einem Korper K ist
SL,(K) ={A € GL,(K) | det(A) = 1}.

Sie ist eine Untergruppe von GL, (K), da die Determinante det: GL, (K) — K* ein
Gruppenhomomorphismus ist (Bemerkung [5.3.28)).

o Die spezielle orthogonale Gruppe ist

SO(n) = O(n) N SL,(R).
o Die spezielle unitdre Gruppe ist

SU(n) = U(n) N SL,(C).

Beispiel 7.2.52. Nach Beispiel [7.2.49|ist SO(2) = {D(«a) |« € [0,27)}. Nach Beispiel [7.2.50
ist die Abbildung
SO(2) — U(1), D(«a)t> exp(ia),

bijektiv, und zwar ein Gruppenisomorphismus.

Bemerkung 7.2.53 (allgemeine Isometrien). Eine Isometrie zwischen metrischen Rédumen
ist eine abstandserhaltende bijektive Abbildung. Eine Isometrie zwischen euklidischen/uni-
tdren Vektorrdumen ist nicht unbedingt linear: Ist vo € V'\ {0}, so ist die Verschiebung

V-V, v v+,

eine Isometrie, die nicht linear ist. Bei euklidischen Vektorraumen kann man leicht zeigen,
dass jede Isometrie, die Null auf Null abbildet, automatisch linear ist. Anders gesagt ist jede
Isometrie die Komposition einer linearen Isometrie mit einer Verschiebung. Deswegen genitigt
es in diesem Fall, lineare Isometrien zu verstehen, um allgemeine Isometrien zu verstehen.
Im unitéren Fall gilt die Aussage aber nicht: Zum Beispiel ist die komplexe Konjugation auf
C eine Isometrie, die nicht C-linear ist.
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7.3 Der Spektralsatz

Der Spektralsatz ist ein Diagonalisierbarkeitskriterium fiir besondere Endomorphismen von
endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen. Im reellen Fall sagt er, dass jede symmetrische Ma-
trix iiber R diagonalisierbar ist, und zudem dass man eine Orthonormalbasis von Eigenvek-
toren finden kann.

7.3.1 Selbstadjungierte Endomorphismen

Symmetrische Matrizen rithren von symmetrischen Bilinearformen her (Proposition 7
aber es ist nicht offensichtlich, was die Symmetrie einer Matrix fiir die zugehorige lineare
Abbildung bedeutet (deshalb hatten wir den Begriff von symmetrischer Matrix bis jetzt
nicht betrachtet). Sei A € M, (R). Der Zusammenhang zwischen der Bilinearform b4 und
der linearen Abbildung L 4 ist folgender: Fiir alle z,y € R™ gilt

ba(x,y) =" Ay = 2" La(y) = (z, La(y)),

wobei (—, —) das Standardskalarprodukt ist. Deswegen ist die Matrix A genau dann sym-
metrisch, wenn fiir alle z,y € R" gilt:

<LA(m)7y> = <$L’, LA(y)>

Dies fithrt zum Begriff von selbstadjungiertem Endomorphismus eines euklidischen /unitiren
Vektorraums:

Definition 7.3.1 (selbstadjungierter Endomorphismus). Sei V' ein euklidischer/unitérer
K-Vektorraum. Ein Endomorphismus f € Endg(V) heifit selbstadjungiert, wenn fir alle
v,w eV gilt:

{(f(v),w) = (v, f(w)).
Bemerkung 7.3.2. Sei V ein euklidischer/unitérer K-Vektorraum und sei f € Endg(V).

Da das Skalarprodukt auf V' nicht ausgeartet ist (Bemerkung , ist die induzierte lineare
Abbildung

Vv
v (=),

injektiv. Die adjungierte Abbildung

fr:vt s v,
at aof,

bildet (—,v) auf (f(—),v) ab. Es folgt daraus, dass f genau dann selbstadjungiert ist, wenn
folgendes Quadrat kommutiert:

Ve——s Vi

fl lf*

V —— Vi,

Ist V endlich-dimensional, so ist die Abbildung V < V1 sogar ein Isomorphismus, damit
man f mit seiner adjungierten Abbildung fT identifizieren kann. Das ist der Grund fiir den
Namen ,selbstadjungiert®.

Proposition 7.3.3 (Kriterium fiir selbstadjungierte Endomorphismen). Sei V' ein endlich-
dimensionaler euklidischer/unitirer K-Vektorraum und sei B eine Orthonormalbasis von
V. Fin Endomorphismus f € Endg(V) ist genau dann selbstadjungiert, wenn die Matriz
[f]15 hermitesch ist.
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Beweis. Sei B = (v1,...,v,) und sei [f]8 = (a;;):, ;. Nach Definition der Darstellungsmatrix
gilt:

f(i) = Z Qi Vk-
k=1

Da B ein Erzeugendensystem ist, ist der Endomorphismus f genau dann selbstadjungiert,
wenn (f(v;),v;) = (v;, f(v;)) fir alle 4,5 € {1,...,n}. Wegen der Orthonormalitdt von B
gilt:

<f(vi)7vj> = Z@<Ukvvj> = ji,
k=1

(i, F(v3)) =Y ar;(vi, vg) = aij.
k=1

Deswegen ist f genau dann selbstadjungiert, wenn a;; = @j; fiir alle 4,7, d.h., wenn [f]5
hermitesch ist. O

Bemerkung 7.3.4. Eine quadratische Matrix A € M, (K) ist genau dann hermitesch, wenn
der Endomorphismus L4 : K™ — K" selbstadjungiert ist, d.h., wenn fiir alle z,y € K" gilt

(Az,y) = (z, Ay).

Das ist ein Sonderfall der Proposition m (mit der Standardbasis von K"), und kann auch
leicht direkt nachgepriift werden.

Lemma 7.3.5 (Eigenwerte sind reell). Sei V' ein unitirer Vektorraum und f € Endc(V)
ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann sind alle Eigenwerte von f reell.

Beweis. Sei v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A € C. Dann gilt:

)\<’U,’U> = <U7f(v)> = <f(1)),1}> = 5‘<U7U>‘
Da v # 0 ist (v,v) # 0 und somit A = A, d.h., A € R. O

Korollar 7.3.6 (Orthogonalitit von Eigenvektoren). Sei V' ein endlich-dimensionaler eu-
klidischer/unitarer K- Vektorraum und sei f € Endg(V) ein selbstadjungierter Endomor-
phismus. Sind v,w € V Figenvektoren von f zu verschiedenen FEigenwerten A, pu, so gilt
v L w.

Beweis. Es gilt:

Mo, w) = (o, w) = (f(v),w) = (v, f(w)) = (v, pw) = p{v, w).

Nach Lemma ist A € R, und somit A\ = X\ # p. Die obige Gleichung ist dann nur
moglich, wenn (v, w) = 0. O

Satz 7.3.7 (Spektralsatz). SeiV ein endlich-dimensionaler euklidischer/unitdrer K- Vektor-
raum und sei f € Endg (V) ein selbstadjungierter Endomorphismus. Dann existiert eine
Orthonormalbasis von V' bestehend aus Eigenvektoren von f. Insbesondere ist [ diagonali-
sierbar.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber die Dimension n = dimg V. Falls n = 0 leistet die
leere Basis das Gewtlinschte. Sei also n > 1.

Behauptung. f besitzt mindestens einen Eigenvektor.
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Falls K = C folgt die Behauptung aus dem Fundamentalsatz der Algebra, denn das cha-
rakteristische Polynom x; € C[T] besitzt mindestens eine Nullstelle. Um den Fall K = R
zu behandeln, nehmen wir eine Orthonormalbasis B von V und betrachten wir die Darstel-
lungsmatrix A = [f]8 € M, (R). Es gilt xs = xa nach Definition. Da f selbstadjungiert ist,
ist die Matrix A symmetrisch (Proposition . Wir betrachten jetzt A als hermitesche
Matrix iiber C, die einen selbstadjungierten Endomorphismus L4 von C" induziert. Nach
Lemma @ sind alle Eigenwerte von A reell, d.h., die Nullstellen von xy = x4 in C sind
reell. Insbesondere besitzt x; eine reelle Nullstelle, d.h., f besizt einen Eigenvektor, wie
behauptet.

Sei also v € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A € K, und sei U = (Kv)* der
Orthogonalraum der Geraden Kv. Dann ist U f-invariant, d.h., f(U) C U, denn fiir alle
w e U gilt

(F(w),v) = G, F(0) = Auyv) = 0.

Sei fy € Endg(U) die Einschrankung von f auf U. Beziiglich des auf U eingeschrankten
Skalarproduktes ist dann fi; ein selbstadjungierter Endomorphismus von U. Da U zu Kv
komplementér ist (Korollar [7.2.36(1)), hat U die Dimension n — 1. Wir diirfen also die
Induktionsvoraussetzung anwenden: Es gibt eine Orthonormalbasis (vy,...,v,—1) von U, in
der jedes v; ein Eigenvektor von f ist. Setzt man

1
Up 1= —,
[[v]l

so ist die Familie (vq,...,v,) eine Orthonormalbasis von V', die aus Eigenvektoren von f
besteht. O

Bemerkung 7.3.8. In unserem Beweis des Spektralsatzes haben wir den Fundamentalsatz
der Algebra (dass C algebraisch abgeschlossen ist) verwendet, den wir noch nicht bewiesen
haben. Dieser Satz wird erstmal in der Vorlesung Analysis III mithilfe von der Funktionen-
theorie bewiesen werden.

Korollar 7.3.9 (Diagonalisierbarkeit von hermiteschen bzw. symmetrischen Matrizen). Sei
n € N.

(i) Sei A € M, (C) eine hermitesche Matriz. Dann gibt es eine unitire Matriz S € U(n),
so dass STYAS = SHAS eine Diagonalmatriz ist.

(ii) Sei A € M,(R) eine symmetrische Matriz. Dann gibt es eine orthogonale Matrix
S € 0(n), so dass STLAS = STAS eine Diagonalmatriz ist.

Beweis. Sei A € M, (K) hermitesch. Nach Bemerkung [7.3.4] ist der Endomorphismus L 4
von K™ selbstadjungiert. Nach dem Spektralsatz existiert eine Orthonormalbasis B von
K", so dass [La]B eine Diagonalmatrix ist. Ist S = TZ die Basiswechselmatrix, so gilt
[La]5 = S~1AS nach der Basiswechselformel fiir lineare Abbildungen (Proposition .
Die Spalten von S sind die Vektoren aus B, die ein Orthonormalsystem bilden. Nach Propo-
sition [7.2.43]ist also S eine orthogonale (falls K = R) oder unitére (falls K = C) Matrix. O

Rezept 7.3.10 (Diagonalisierung durch eine orthogonale /unitire Matrix). Gegeben sei eine
hermitesche Matrix A € M, (K) und ihre Eigenwerte A1, ..., Ax. Gesucht ist eine orthogonale
(falls K = R) oder unitiire (falls K = C) Matrix S, so dass S~1AS eine Diagonalmatrix ist.
Man findet zunéchst Basen der Eigenrdume Eig, (A) mit Rezept und man fiihrt da-
nach das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt durch, um Orthonormalbasen
der Eigenrdume zu erhalten. Setzt man diese Basen zusammen, so erhilt man eine Ortho-
normalbasis B = (v1,...,v,) von K" (nach Korollar bestehend aus Eigenvektoren von
A. Die Basiswechselmatrix S = TE = (Ul vn) hat die gewiinschten Eigenschaften.

179



Beispiel 7.3.11.

(i) Sei A die symmetrische Matrix

1
A=[0 0 —1]eMR).
0 -1 0

Ihr charakteristisches Polynom x4 € R[T] ist (T — 1)(T? — 1) = (T — 1)*(T + 1).
Die Eigenwerte von A sind also 1 und —1 mit geometrischen Vielfachheiten 2 und
1 (da A diagonalisierbar sein muss). Man kann hier gleich bemerken, dass e; und
eo — e3 Eigenvektoren zu 1 sind, und dass es; + es ein Eigenvektor zu —1 ist. Die
Vektoren e; und es — es sind bereits orthogonal, und damit ist (el, %(62 — 63)) eine

Orthonormalbasis von Eig; (A). Der Vektor %(62 + e3) bildet eine Orthonormalbasis

von Eig_,(A). Setzt man

1 0 0
1 1
S = (61 5 (e2 —e3) %(€2+€3)) =19 = x|,
1 1
0 -% ¥
so ist S eine orthogonale Matrix, so dass S~tAS = diag(1,1,—1).
(ii) Sei A die hermitesche Matrix
1 0 7
A=10 1 1414] € M3(C).
- 1—-1 -1
Thr charakteristisches Polynom ist
T-1 0 —1
xa=det[ 0 T-1 —1-i| L @-1)T*-1-2)+i(i(T-1)
i —1+i T+H+1

= (T —1)(T? —4) = (T —1)(T - 2)(T + 2).

Die Eigenwerte von A sind also 1, 2 und —2. Mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren
findet man zugehorige Eigenvektoren

1+ 1 i
vp=| —-11], wvu=|1+1 und v3=|1+4+:¢],
0 1 -3

die automatisch zueinander orthogonal sind (nach Korollar [7.3.6)). Thre Normierungen
bilden eine unitare Matrix

S = (%m %vz ﬁv:’)) ,
fiir die gilt S~'AS = diag(1,2, —2).

Korollar 7.3.12 (Diagonalisierbarkeit von hermiteschen Formen). Sei V' ein endlich-dimen-
sionaler euklidischer/unitirer K-Vektorraum und sei s eine hermitesche Form auf V. Dann
existiert eine Orthonormalbasis B von V', so dass die Matriz [s|g g diagonal ist.

Beweis. Sei B’ eine beliebige Orthonormalbasis von V' (Korollar [7.2.34). Nach Propositi-
on7.1.40|ist die Matrix A = [s]p/ g hermitesch. Nach Korollar gibt es eine orthogona-

le/unitire Matrix S, so dass S"AS diagonal ist. Sei B die Basis von V, so dass T, = S (d.h.,
die Spalten von S sind die Koordinatenvektoren bzgl. B’ der Vektoren aus B). Nach der Ba-
siswechselformel fiir Sesquilinearformen (Proposition ist [s]p,p = S"AS. AuBerdem
ist B wieder eine Orthonormalbasis nach Proposition O]
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Bemerkung 7.3.13. Das Korollar impliziert insbesondere, dass jede hermitesche
Form s auf einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum V ,diagonalisierbar ist, d.h., dass
eine Basis B von V existiert, so dass die Darstellungsmatrix [s]p g diagonal ist (denn man
kann eine euklidische/unitére Struktur auf V mithilfe eines Isomorphismus V' = K" definie-
ren). Diese Aussage ist aber elementarer und gilt eigentlich fiir einen beliebigen Grundkorper
mit Involution (K, o), sofern char K # 2.

7.3.2 Definitheitskriteria

Proposition 7.3.14 (Definitheit und Eigenwerte). Sein € N, sei A € M,,(C) eine hermi-
tesche Matriz (z.B. eine symmetrische Matriz dber R) und sei 0(A) C R das Spektrum von
A (d.h., die Menge aller Eigenwerte von A).

(i) A ist genau dann positiv semidefinit, wenn o(A) C R>g.

)
(ii) A ist genau dann negativ semidefinit, wenn o(A) C R<g.
(iii) A ist genau dann positiv definit, wenn o(A) C Rsg.
(iv) A ist genau dann negativ definit, wenn o(A) C Reg.
Beweis. Nach dem Korollar m gibt es eine unitire Matrix S € U(n) mit S71AS =
SHAS = diag(A1, ..., A\), wobei {A1,..., A} = o(A). Fiir € K" gilt:

n

sa(z,z) = aMAz = (S71a)"(SHAS) (S 1a) =D Ni|(S ™ a)il.

i=1
Insbesondere ist
sA(Sei, Sei) = /\i~
Aus diesen zwei Gleichungen schliefen wir die gewiinschten Aquivalenzen. O
Sei A eine n x n-Matrix. Fir eine Teilmenge I C {1,...,n} mit k& Elemente schreibt

man A([) fiir die k£ x k-Untermatrix von A bestehend aus den Eintrdgen mit Indizes in
I xI. Wenn I ={1,...,k} schreibt man auch A(k) anstelle von A(I). Ist A symmetrisch
oder hermitesch, so ist auch jedes A(I). Die Determinanten der Matrizen A(I) heiflen die
Hauptminoren von A, und folgendes Kriterium wird auch Hauptminorenkriterium genannt.

Proposition 7.3.15 (Kriterium von Sylvester). Sein € N und sei A € M,,(C) eine hermi-
tesche Matriz.

(i) A ist genau dann positiv definit, wenn det A(k) € Ry fir alle k € {1,...,n}. Aufer-
dem gilt dann det A(I) € Rsg fir alle I C {1,...,n}.

(ii) A idst genau dann negativ definit, wenn (—1)* det A(k) € Rsq fiir alle k € {1,...,n}.
Auperdem gilt dann (—1)/!det A(I) € Rsq fiir alle I € {1,...,n}.

Beweis. Die zweite Aussage ist dquivalent zu der ersten mit der Matrix —A.

Sei A positiv definit und sei I C {1,...,n}. Man identifiziert den Vektorraum C’ mit
dem Untervektorraum von C" bestehend aus Vektoren x mit x; = 0 fiir alle j ¢ I. Die Ses-
quilinearform s 4y auf C! ist dann die Einschrinkung von s4 und ist damit positiv definit.
Nach Proposition sind alle Eigenwerte von A(I) positiv, und aus Proposition
folgt, dass det A(I) € Rso.

Die Umkehrung beweisen wir durch Induktion iiber n. Falls n = 0 gibt es nichts zu zeigen.
Sei also n > 1 und sei det A(k) € Ry fiir alle k € {1,...,n}. Zu zeigen ist, dass A = (a;;)i,;
positiv definit ist. Es gilt insbesondere a;; € R<(. Durch elementare Zeilenumformungen
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und Spaltenumformungen kénnen wir alle Koeffizienten a;; mit ¢ > 1 und a;; mit j > 1 zu
Null machen. Genauer sei

S = Agl(—azl/an) et Anl(—anl/an) S GLn((C)

Dann hat die Matrix A’ = SAS" die Form

/ aipr 0
A= ( ! C) |
AuBerdem gilt det(A’(k)) = det(A(k)) fur alle k € {1,...,n}, denn diese Zeilen- und Spalten-
umformungen dndern die Determinanten dieser Untermatrizen nicht. Fur [ € {1,...,n — 1}
ist det(C(1)) = ay; det(A’(I + 1)) € Rso nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz. Nach
Induktionsvoraussetzung ist die Matrix C' positiv definit. Sei z = (%} ) € C*\ {0} mit z; € C
und y € C"~!. Dann ist

sa(z,x) =a" Az = ayy|z1|? + se(y,y) > 0.

Also ist A’ positiv definit, d.h., die hermitesche Form s,/ ist positiv definit. Nach Propo-
sition [7.1.49| sind aber die Paare (C",s4) und (C",s4/) isomorph, da A und A’ kongruent
sind. Damit ist auch s4 positiv definit, wie gewiinscht. O

Beispiel 7.3.16. Die symmetrische Matrix

ist negativ definit, denn det A(1) = —1, det A(2) =1 und det A = —1.

Bemerkung 7.3.17. Man kann auch zeigen, dass eine hermitesche Matrix A genau dann
positiv semidefinit ist, wenn det A(I) € Rx¢ fir alle I C {1,...,n}. In diesem Fall ist es
aber nicht hinreichend, dass det A(k) € Rxg fiir alle k € {1,...,n}. Zum Beispiel ist die

Matrix
0 O
=0 )

nicht postiv semidefinit, doch sie erfiillt det A(1) = det A(2) = 0.

Bemerkung 7.3.18 (symmetrische Bilinearformen in der Analysis). Symmetrische multi-
linearformen sind wichtig in der Analysis mehrerer Verédnderlicher. Sei f: U — R eine k-mal
stetig differenzierbare Funktion, wobei U C R"™ eine offene Teilmenge ist, und sei a € U.
Die k-te Ableitung D* f(a) von f in a ist dann eine symmetrische k-lineare Form auf dem
Tangentialraum 7,U, den man mit R" identifizieren kann. Man kann insbesondere D? f(a)
als symmetrische n x n-Matrix iiber R auffassen, ndmlich die Hesse-Matriz

O*f
(8%8% (a)>i’j '

Falls a ein kritischer Punkt von f ist (d.h., die erste Ableitung D f(a) verschwindet), kann
man in den meisten Féllen mithilfe der Hesse-Matrix bestimmen, ob a ein lokales Maximum
oder Minimum ist, und zwar: Ist die Form D?f(a) positiv bzw. negativ definit, so ist a
ein lokales Minimum bzw. Maximum von f auf U. Dabei ist das Kriterium von Sylvester
besonders hilfreich.

182



7.3.3 Der Tragheitssatz von Sylvester

Der Tragheitssatz von Sylvester ist eine Klassifikation von symmetrischen Bilinearformen
auf endlich-dimensionalen R-Vektorrdumen.

Satz 7.3.19 (Trigheitssatz von Sylvester). Sei V' ein R-Vektorraum der endlichen Dimen-
sion n und set b: V. xV — R eine symmetrische Bilinearform auf V. Dann gibt es eine
Basis B von V' und natiirliche Zahlen ny,n_,ng € N mit ny +n_ 4+ ng =n, so dass

L, 0 0
[b}B B = 0 I, 0 € MH(R)
0 0 Oy

Auferdem ist das Tripel (ny,n_,ngy) eindeutig durch b bestimmt.

Definition 7.3.20 (Signatur). Sei V' ein R-Vektorraum der endlichen Dimension n und sei
b: VxV — R eine symmetrische Bilinearform auf V. Das Tripel (n4,n_,ng) vom Satz(7.3.19
heifit die Signatur von b.

Bemerkung 7.3.21. Sei b: V x V' — R eine symmetrische Bilinearform auf einem endlich-
dimensionalen R-Vektorraum V' mit Signatur (n4,n_,ng). Dann:

e b ist genau dann nicht ausgeartet, wenn ng = 0.
e b ist genau dann positiv bzw. negativ semidefinit, wenn n_ = 0 bzw. ny = 0.
e b ist genau dann positiv bzw. negativ definit, wenn ng =n_ = 0 bzw. ng = ny = 0.

Beweis vom Satz[7.3.19. Nach Korollar gibt es eine Basis C' = (wy,...,w,) von V, so
dass

[b]C,C = diag()\l, ey >\n)

mit Ar,..., A\, € R. Sei ny/n_/ng die Anzahl der Indizes i € {1,...,n}, so dass \; posi-
tiv/negativ/null ist. Durch Permutation der Basisvektoren konnen wir annehmen, dass die
ersten ny A; positiv sind, die nichsten n_ negativ sind, und die letzten ny null sind. Sei nun
B = (v1,...,v,), wobei

{1wi, falls t <ny +n_,
Vv = Mz‘
w;, falls i > ny +n_.
Dann hat die Darstellungsmatrix [b]p g die gewilinschte Form.

Es bleibt zu zeigen, dass das Tripel (n4, n_, ng) eindeutig bestimmt ist. Hierzu betrachten
wir die natiirlichen Zahlen

my = max{dimg U | U C V ist ein Untervektorraum, so dass b|yxy positiv definit ist},

m_ = max{dimgr U | U C V ist ein Untervektorraum, so dass b|yxy negativ definit ist},

die offensichtich nur von b abhingen. Wir behaupten, dass ny = m4 und n_ = m_. Da
die Einschrankung von b auf Spang{vi,...,v,, } positiv definit ist, gilt ny < my. Sei
umgekehrt U C V ein Untervektorraum, so dass b|yxy positiv definit ist. Nach Wahl der
Basis B ist die Einschrénkung von b auf Spang{v,, 41,...,v,} negativ semidefinit. Auf
dem Untervektorraum U N Spang{vn, 4+1,...,vs} ist daher b gleichzeitig positiv definit und
negativ semidefinit. Das ist aber nur moglich, wenn dieser Durchschnitt trivial ist. Aus
der Dimensionsformel fiir Untervektorrdume folgt jetzt, dass dimg U < n.. Also gilt auch
my < n4. Der Beweis von n_ = m_ geht analog, und schliellich ist no =n—m4y—m_. O
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Beispiel 7.3.22 (Lorentzsche Formen). Die Abbildung

b: R* x R* 5 R,
(%,y) = T1y1 + T2y + T3Y3 — T4Ys

ist eine nicht ausgeartete symmetrische Bilinearform auf R*, mit Signatur (3,1,0). Solche
Bilinearformen (und allgemeiner Bilinearformen mit Signatur (n,1,0)) heilen Lorentzsche
Formen. Diese Form ist wichtig in der Relativitéitstheorie, indem man R* als die Raumzeit
auffasst. Vektoren v,w € R* mit b(v — w,v — w) > 0 entsprechen Ereignisse, die kausal
zusammenhéngend sind.

Bemerkung 7.3.23 (Berechnung der Signatur). Sei A € M, (R) eine symmetrische Matrix
und sei (ny,n_,ng) die Signatur der Bilinearform b4. Dann ist ny bzw. n_ die Anzahl
der positiven bzw. negativen Eigenwerte von A mit algebraischer Vielfachheit gezéhlt. Denn
nach dem Beweis des Trégheitssatz von Sylvester ist ny bzw. n_ die Anzahl der positiven
bzw. negativen Eintrdge in einer diagonalen Darstellungsmatrix von b4, und nach Korol-
lar gibt es eine Orthonormalbasis B, so dass die Matrix [ba]p g diagonal ist. Die
Basiswechselmatrix S = T ist dann orthogonal, so dass [balg,p = STAS = S71AS, und
deswegen sind die Diagonalkoeffizienten von [ba]p p die Eigenwerte von A.
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Kapitel 8

Moduln iiber Hauptidealringen

Kommutative Ringe sind eine Abschwichung von Kérpern, in denen es keine multiplikative
Inverse geben muss (siehe Bemerkung. Das prototypische Beispiel ist der kommutative
Ring Z der ganzen Zahlen, in dem nur 1 und —1 multiplikative Inverse besitzen.

Ringe sind eine weitere Abschwichung von kommutativen Ringen, in denen die Mul-
tiplikation nicht kommutativ sein muss. Ein typisches Beispiel ist der Ring M, (K) von
n x n-Matrizen, der nicht kommutativ ist wenn n > 2 (siehe Bemerkung . Manchmal
verzichtet man auch auf die Assoziativitdt der Multiplikation oder auf die Existenz des neu-
tralen Elements 1, aber man spricht dann eher von nicht-assoziativen oder nicht-unitiren
Ringen.

Man kann nun bemerken, dass die Definition von Vektorraum fiiber einem Koérper K
(Definition sinnvoll bleibt, wenn der Korper K durch einen beliebigen Ring R ersetzt
wird (das heifit, die Existenz von multiplikativen Inversen und die Kommutativitit der
Multiplikation spielen keine Rollen in dieser Definition). Man spricht dann von einem Modul
iiber R. Ein Modul {iber einem Koérper K ist dann genau ein K-Vektorraum. Moduln iiber
ein paar anderen Ringen sind uns auch schon bekannt: Moduln {iber Z sind genau abelsche
Gruppen, und Moduln iiber dem Polynomring K [T sind Paare (V, f) bestehend aus einem
K-Vektorraum und einem Endomorphismus f von V.

Viele grundlegende Begriffe der Theorie der Vektorrdume lassen sich auf Moduln iiber-
tragen (Erzeugendensystem, Basis, lineare Abbildung, usw.). Aber die Modultheorie iiber
beliebigen Ringen ist bestimmt komplizierter als die von Vektorrdumen, und viele Aussagen
iiber Vektorrdume gelten nicht fiir Moduln. Zum Beispiel existieren Moduln die keine Ba-
sis besitzen, und damit konnen lineare Abbildungen zwischen Moduln nicht mit Matrizen
dargestellt werden.

Ein weiteres neues Phdnomen bei Ringen ist, dass die Teilbarkeitsrelation interessant
ist (der Teilbarkeitsrelation auf Z und auf K[T] haben wir schon begegnet, sieche Abschnitt
und Definition . Dies fithrt unter anderem zum Begriff von Primelement, der fiir
Korper inhaltslos ist:

Ring R Moduln {iber R Primelemente von R
Korper K K-Vektorrdume keine

die ganzen Zahlen Z  abelsche Gruppen +Primzahlen
Polynomring K [T Endomorphismen von K-Vektorrdumen irreduzible Polynome

Alle Ringe in dieser Tabelle sind Hauptidealringen. Kérper sind im gewissen Sinne die
einfachsten Ringe (z.B. unter dem Gesichtpunkt ihrer Modultheorie), und Hauptidealringe
bilden die néchste einfachste Klasse von Ringen. Der Hauptsatz dieses Kapitels ist eine voll-
stindige Klassifikation von endlich erzeugten Moduln iiber Hauptidealringen (Satz [8.3.30).
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Insbesondere werden wir endlich erzeugte abelsche Gruppen klassifizieren. Fiir den Haupt-
idealring K[T] von Polynomen iiber einem Korper K enthélt diese Klassifikation insbeson-
dere eine Klassifikation von Endomorphismen von endlich-dimensionalen K-Vektorraumen
bis auf Isomorphie (d.h., von quadratischen Matrizen iiber K bis auf Ahnlichkeit, siehe
Abschnitt . Diese Anwendung werden wir im Kapitel |§| nédher untersuchen.

8.1 Ringe und Moduln

8.1.1 Ringe

Definition 8.1.1 (Ring, kommutativer Ring). Ein Ring ist ein Tripel (R, +,-) bestehend
aus einer Menge R und zwei Verkniipfungen

+:RxR—R, :RxR—=R,
die als Addition und Multiplikation bezeichnet werden, mit folgenden Eigenschaften:
(i) (R,+) ist eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element bzgl. + wird mit 0 bezeichnet.

(ii) Die Multiplikation ist assoziativ und besitzt ein neutrales Element 1, d.h., fiir alle
z,y,z € R gilt:
x-(y-z)=(-y)-z und l-z=x=x-1.

(iii) Es gilt das Distributivgesetz, d.h., fir alle z,y, z € R gilt:

z-(y+z2)=z-y+xz-z und (x+vy)-z=z-2+y-=z

Das Tripel (R, +,-) heifit kommutativer Ring, wenn folgende zusétzliche Eigenschaft gilt:

(iv) Die Multiplikation ist kommutativ, d.h., fir alle z,y € R gilt:
T-y=y-x.

Beispiel 8.1.2.

(i) Jeder Korper ist ein kommutativer Ring. Ein kommutativer Ring (R, +,-) ist genau
dann ein Kérper, wenn 0 # 1 und jedes x € R\ {0} ein inverses Element z=! bzgl. -
besitzt.

(ii) Der Nullring ist die Menge {0} mit den einzig moglichen Verkniipfungen + und -. Er
ist auf triviale Weise ein kommutativer Ring, in dem 0 = 1. Ist umgekehrt R ein Ring,
indem 0 =1, soist R = {0}, denn es gilt x =1-2 =0-2 = 0 fiir alle z € R (nach

Proposition i)).

(iii) Die ganzen Zahlen Z bilden einen kommutativen Ring mit der gewdhnlichen Addition
bzw. Multiplikation.

(iv) Der Polynomring K[T] iiber einem Korper K ist ein kommutativer Ring (Propositi-

(v) Sei K ein Korper und n € N. Dann ist M, (K) ein Ring mit der Addition und der
Multiplikation von Matrizen (Proposition 4.2.16). Wenn n > 2 ist dieser Ring nicht
kommutativ (sieche Bemerkung [4.2.17)).

(vi) Ist K ein Korper und V ein K-Vektorraum, so ist (Endg(V'),+,0) ein Ring. Wenn
dimg V > 2 ist er nicht kommutativ. Wenn V = K™ koénnen wir diesen Ring mit
M,,(K) identifizieren.
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(vil) Eine Gaufsche Zahl ist eine komplexe Zahl a + bi mit a,b € Z; man bezeichnet mit
Z[i] C C die Menge aller GauBschen Zahlen. Fur alle z,w € Z[i] sind z + w, —z und
z - w wieder Gauflsche Zahlen, wie man leicht nachrechnen kann. Es folgt daraus, dass
(Z]i], +,-) ein kommutativer Ring ist (und zwar ein Unterring von C, siehe Propositi-

(viii) Fir alle n € N\ {0} ist die Menge Z/nZ der Restklassen modulo n ein kommutativer
Ring mit n Elementen (siehe Abschnitt [2.4.4]). Er ist genau dann ein Kérper, wenn n
eine Primzahl ist.

(ix) Das Tripel (N, +,-) ist kein Ring: Es erfiillt alle Axiome fiir einen kommutativen Ring,
aufler der Existenz von Inversen bzgl. + (d.h., (N, 4) ist nur eine abelsche Monoid und
keine Gruppe).

Beispiel 8.1.3 (Polynome iiber einem Ring). Sei R ein Ring. Ein Polynom iiber R in einer
Variablen T ist ein Ausdruck der Gestalt Y . a;7" mit n € N und a; € R. Addition und
Multiplikation von Polynomen iiber R kénnen wie im Abschnitt [6.3.1] definiert werden und
liefern einen Ring R[T]. Ist R kommutativ, so ist auch R[T] kommutativ. Zum Beispiel gibt
es den Ring Z[T] von Polynomen mit ganzen Koeffizienten. Diese Konstruktion kann man
auch iterieren: Man definiert rekursiv

R[Tla s 7Tn] = R[Tl, s 7Tn71HTn]7
und man bezeichnet Elemente von R[T},...,T,] als Polynome in n Variablen tber R.

Beispiel 8.1.4 (Matrizen iiber einem Ring). Die Addition und die Multiplikation von Ma-
trizen bleiben sinnvoll fiir Matrizen mit Eintrdgen in einem beliebigen Ring R. Fiir jedes
n € N erhalten wir insbesondere den Matrizenring (M, (R),+,-) iiber R. Der Ring My(R)
ist der Nullring, und der Ring M;(R) kann mit R selbst identifiziert werden.

Proposition 8.1.5 (Rechnen in Ringen). Sei (R, +,-) ein Ring.

(i) Firallex € R gilt 0-x=x-0=0.

(ii) Fir allex € R gilt (1) -2 = - (—1) = —x. Insbesondere ist (—1) - (—1) = 1.
Beweis. Siehe Proposition [2.3.8 O

Bemerkung 8.1.6. Im Gegensatz zu Korpern (siehe Proposition [2.3.8((iii)) sind Ringe im
Allgemeinen nicht nullteilerfrei: Es kann sein, dass zy = 0, ohne dass = oder y null sind.
Zum Beispiel:

o Im Matrizenring M»(K) ist die Matrix A = (3 §) nicht null, dennoch ist A% = 0.
o Im Ring Z/67Z der Restklassen modulo 6 gilt [2] - [3] = [6] = 0.

Definition 8.1.7 (Unterring). Sei R ein Ring. Eine Teilmenge S C R heifit Unterring
von R, wenn 1 € S und beide Verkniipfungen + und - sich zu Verkniipfungen S x S — S
einschréanken, so dass das Tripel (S, +, ) wieder ein Ring ist.

Proposition 8.1.8 (Kriterium fiir Unterringe). Sei R ein Ring. Eine Teilmenge S C R ist
genau dann ein Unterring, wenn folgende drei Bedingungen erfillt sind:

(i)1eSund -1€S.
(ii) Fir aller,se S giltr+se€ S.
(iii) Fir aller,s€ S giltr-seS.

Auferdem gilt in diesem Fall:
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(iv) 0 € S.
(v) Firaller e S gilt —r € S.

Beweis. Sei S ein Unterring. Nach Definition gelten 1 € S, (ii) und (iii). Da (.5, +, -) ein Ring
ist, gibt es ein neutrales Element Og € S bzgl. +. Dann gilt insbesondere 0g + 1 = 1 und
somit Og = 0, d.h., es gilt (iv). Ist » € S, so gibt es ein Element r* € S mit r* +r = 0. Nach
Eindeutigkeit des inversen Elements in der Gruppe (R, +) (Proposition ist r* = —r.
Also gilt (v), und insbeonsere —1 € S.

Seien umgekehrt die Bedingungen (i)-(iii) erfiillt. Da die Verkntipfung + auf R assozia-
tiv und kommutativ ist, ist die eingeschriankte Verkniipfung + auf S auch assoziativ und
kommutativ. Ebenso ist die Verkniipfung - auf S assoziativ mit dem neutralen Element 1,
und es gilt das Distributivgesetz in S. Nach (i,ii) gilt 0 = 14 (—1) € S, und nach (i,iii) und
Proposition (ii) gilt —r € S fiir alle » € S. Damit ist (S, +) eine abelsche Gruppe. Dies
zeigt, dass das Tripel (S, +, ) ein Ring ist. O

Beispiel 8.1.9.

(i) Die folgenden Teilmengen von C sind Unterringe:

Z

ij] ¢ Q

—~

i) C

N C
A C A

- C

o C

(siehe Beispiele und vii)).

(ii) Tst z € C eine komplexe Zahl mit 22 € Z (d.h., z = +v/d oder z = +iv/d mit einem
d € N), so ist
Z|z) ={a+bz|a,beZ}

ein Unterring von C. Dies kann man leicht mit dem Kriterium [8.1.8] nachrechnen. Man
schreibt iiblicherweise Z[v/—d] anstelle von Z[iv/d).

(iii) Sei w = exp(27i/3) = —% + @z € C. Eine FEisenstein-Zahl ist eine komplexe Zahl der
Gestalt @ 4 bw mit a,b € Z; man bezeichnet mit Zw] C C die Menge aller Eisenstein-
Zahlen. Aus w? = —1 —w folgt leicht mit dem Kriterum dass Z[w] ein Unterring
von C ist.

Bemerkung 8.1.10. Ein Teilkoérper eines Korpers K ist insbesondere ein Unterring von
K, aber nicht jeder Unterring eines Korpers ist wieder ein Korper (z.B.: Z C Q).

Bemerkung 8.1.11. Ist (S;);cs eine Familie von Unterringen von R, so ist der Durchschnitt
;e Si wieder ein Unterring (dies folgt unmittelbar aus Proposition. Fiir eine beliebige
Teilmenge E C R gibt es deswegen ein kleinster Unterring von R, der E enthilt, ndmlich
der Durchschnitt aller solchen Unterringe. Er heif3t der von E erzeugter Unterring von R.

Definition 8.1.12 (Einheit). Sei R ein Ring. Ein Element x € R heifit Einheit von R, wenn
es ein inverses Element bzgl. - besitzt, d.h., wenn ein y € R existiert mit xy = 1 = yx. Die
Menge aller Einheiten von R wird mit R* oder R* bezeichnet.

Bemerkung 8.1.13 (Einheitengruppe). Die Multiplikation auf R schrinkt sich zu einer
Verkniipfung -: R* x R* — R*, denn: Sind z,y € R*, so gilt

(zy)(y~ 'zt =1=(y 'z ") (ay),

und somit ist xy € R*. Das Paar (R*,-) ist dann eine Gruppe: Ihr neutrales Element ist 1
und das Inverse von x ist z~!. Sie heiit die Einheitengruppe oder die multiplikative Gruppe
von R, im Gegensatz zu der additiven Gruppe (R,+).
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Beispiel 8.1.14.
(i) Es gilt Z* = {£1}.
(if) Ist K ein Korper und ist n € N, so gilt M, (K)* = GL,(K).

(iif) Fir einen Korper K gilt K[T]* = K*, d.h., die Einheiten in K[T] sind genau die
Polynome vom Grad 0. Dies folgt aus Proposition ii).

(iv) Fur den Nullring {0} gilt {0}* = {0}. Ist umgekehrt R ein Ring mit 0 € R*, so gilt
R = {0}, denn 1 =0-0"! = 0 nach Proposition i).

(v) Ein kommutativer Ring R ist genau dann ein Kérper, wenn R* = R\ {0}. Ein (nicht
unbedingt kommutativer) Ring R mit R* = R\ {0} heifit Schiefkorper.

Die Quaternionen sind eine Verallgemeinerung der komplexen Zahlen, die einen nicht-
kommutativen Schiefkérper H bilden: Elemente von H sind Ausdriicke a + bi + ¢j + dk
mit a, b, c,d € R, wobei die Symbole 1, j, k erfiillen

?=j=k=-1 und ij=—ji=F.

Die Multiplikation von beliebigen Quaternionen ist dann durch die Ringaxiome be-
stimmt (z.B.: ik = i%?j = —j). Als R-Vektorraum ist H vierdimensional mit Ba-
sis (1,1, 4, k). Der |Satz von Frobenius sagt, dass R, C und H die einzigen endlich-
dimensionalen Schiefkérpererweiterungen von R sind, bis auf Isomorphie.

Beispiel 8.1.15 (invertierbare Matrizen). Man schreibt GL, (R) fiir die Einheitengruppe
des Matrizenringes M, (R), deren Elemente als invertierbare Matrizen bezeichnet werden.
Falls R kommutativ ist kann man die Determinante det(A) und die adjunkte Matrix adj(A)
einer Matrix A € M,,(R) definieren (mit der Leibniz-Formel und Definition ,
so dass es gilt

det(A - B) =det(A)-det(B) und A-adj(A)=adj(A) - A=det(A)-I,

(in den Beweisen von Proposition [5.3.26(ii) und Korollar wurden die Kommutativitat
der Multiplikation verwendet, aber die Existenz von multiplikativen Inversen nicht). Diese
zwei Gleichungen haben wir tatséchlich schon fir den Polynomring K[T] im Abschnitt
benutzt. Es folgt daraus, genau wie in der Proposition dass eine Matrix A € M, (R)
genau dann invertierbar ist, wenn ihre Determinante det(A) € R eine Einheit ist:

GL.(R) = My (R)* = {A € M,(R) | det(A) € R*}.
Zum Beispiel besteht GL,,(Z) aus ganzen Matrizen der Determinante +1.
Definition 8.1.16 (Nullteiler, Integritatsring).

e Sei R ein Ring. Ein Element x € R heifit Nullteiler, wenn ein Element y € R\ {0}
existiert, so dass zy = 0 oder yz = 0.

o Ein Integritdtsring ist ein kommutativer Ring, in dem 0 der einzige Nullteiler ist.
Bemerkung 8.1.17.

(i) Nach Proposition i) ist 0 € R ein Nullteiler, sofern R # {0}. Im Nullring ist aber
0 kein Nullteiler, damit ist der Nullring kein Integritatsring.

(ii) Jeder Unterring eines Integrititsringes ist wieder ein Integrititsring.

(iii) Falls z]y in einem Integritédtsring R und z # 0, dann gibt es genau ein Element t € R
mit t = y. Denn aus tz = t'z folgt (¢ — t')x = 0, und damit ¢t — ¢’ = 0. Man darf also
schreiben: ¢t = y/z.
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Beispiel 8.1.18.
(i) Jeder Korper ist ein Integritéitsring, nach Proposition [2.3.8](iii).
(ii) Der Ring Z ist ein Integritéitsring, denn er ist ein Unterring des Korpers Q.

(iii) Der Polynomring K[T] iiber einem Korper K ist ein Integritdtsring. Dies folgt aus
Proposition Lii): Ist fg = 0 in K[T], so ist —oo = deg(fg) = deg(f) + deg(g)
und somit muss f oder g null sein.

(iv) Allgemeiner kann man zeigen, mit demselben Beweis wie in (iii), dass der Polynomring
R[T] ein Integritéatsring ist, sofern R ein Integritdtsring ist. Zum Beispiel sind Z[T)
und K|[T1,...,T,] Integritatsringe.

(v) Wenn n € N\ {0} keine Primzahl ist, ist Z/nZ kein Integritatsring. Wenn n = 1 ist

sogar Z/nZ = {0}. Sonst kann man schreiben n = rs mit r, s € {2,...,n — 2}, so dass
im Ring Z/nZ gilt [r] # 0, [s] # 0 und [r] - [s] = [n] = 0.

Definition 8.1.19 (Ringhomomorphismus). Seien R und S Ringe. Eine Abbildung f: R —
S heilt Ringhomomorphismus, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(i) Fir alle r,7" € R gilt
flr+r')=f0r)+ f(r").

(ii) Fir alle r,7’ € R gilt

(iii) Es gilt f(1) = 1.
Ein Ringhomomorphismus zwischen Kérpern heif3t auch Kérperhomomorphismus.
Bemerkung 8.1.20. Aus (i) folgt f(0) =0 (denn: f(0)+ f(0) = f(0+0) = f(0) und man
kann f(0) von beiden Seiten subtrahieren). Die Bedingung (iii) ist aber nicht automatisch:

Die konstante Abbildung R — S, r > 0, erfiillt (i) und (ii), aber wenn S # {0} ist sie kein
Ringhomorphismus.

Beispiel 8.1.21.

(i) Ist S C R ein Unterring, so ist die Inklusionsabbildung S < R ein Ringhomomorphis-
mus.

(ii) Ist R ein beliebiger Ring, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus Z — R. Denn
0 muss auf 0 und 1 auf 1 gehen, daher muss n € N auf die n-fache Summe 1+---41 in
R abgebildet werden, und —n auf das additive Inverse davon. Durch diese Abbildung
kénnen wir jede ganze Zahl als Element von R auffassen.

(iii) Sei R ein kommutativer Ring und sei r € R. Dann ist der Einsetzungshomomorphismus

e R[T] = R, pr p(r),

ein Ringhomomorphismus. Sind zum Beispiel p = Y777 a; 7" und ¢ = 372 b;T7, s0
gilt

k=0 \i+j=k
o0 o0
p(r) - q(r) = Zaﬁ“z . ijrj
i=0 j=0

Die sind gleich wegen der Kommutativitit der Multiplikation: r*b; = b;r*. Ist R nicht
kommutativ, so ist €, genau dann ein Ringhomomorphismus, wenn rs = sr fiir alle
s € R (man sagt dann, dass r ein zentrales Element von R ist).
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(iv) Die Quotientenabbildung Z — Z/nZ, x + [z], ist ein Ringhomomorphismus nach
Definition der Verkniipfungen + und - auf Z/nZ (siche Abschnitt [2.4.4)).

(v) Es gibt keinen Ringhomomorphismus Q — Z, denn: % miisste auf ein Element x € Z

mit x + x = 1 gehen, aber es gibt kein solches Element in Z.

(vi) Ist n € N\ {0} und gibt es einen Ringhomomorphismus Z/nZ — R, so muss die n-fache
Summe 14---+1 in R gleich 0 sein. Insbesondere gibt es keinen Ringhomomorphismus
von Z/nZ nach Z, Q, R oder C.

Bemerkung 8.1.22 (Bild und Kern von Ringhomomorphismen). Sei f: R — S ein Ring-
homomorphismus. Mit dem Kriterum kann man leicht nachpriifen, dass das Bild
im f = f(R) ein Unterring von S ist. Auf der anderen Seite ist der Kern ker f = f~1({0})
nur ein Unterring von R, wenn S = {0}. Denn aus 1 € ker f folgt 1 = f(1) =0in S.

Bemerkung 8.1.23. Sei f: R — S ein Ringhomorphismus. Nach Definition ist f insbe-
sondere ein Gruppenhomomorphismus zwischen den additiven Gruppen (R, +) und (S, +).
Ist z € R eine Einheit, so ist f(z) € S wieder eine Einheit mit f(z)~! = f(z~!), denn:

fl@)fa™) = flea™) = f(1) = 1,
fla™f(@) = fla™la) = f(1) = 1.

Deswegen schrankt sich f zu einem Gruppenhomomorphismus zwischen den multiplikativen
Gruppen (R*,-) und (S*,-).

Definition 8.1.24 (Ringisomorphismus). Ein Ringhomomorphismus f: R — S heifit Ring-
isomorphismus oder einfach Isomorphismus, wenn ein Ringhomomorphismus g: S — R mit
go f=idgr und f o g = idg existiert.

Proposition 8.1.25. Ein Ringhomomorphismus f: R — S ist genau dann ein Ringiso-
morphismus, wenn er bijektiv ist.

Beweis. Ist f bijektiv, so existiert die Umkehrabbildung f~': S — R. Es geniigt zu zeigen,
dass f~! ein Ringhomomorphismus ist. Es gilt f=(1) = 1, denn 1 = f(1). Fiir * € {+, -} gilt
fY(s*s") = f~1(s)* f~1(s'), denn f schickt beide Seiten auf s* s’ (und f ist injektiv). O

FEine besondere Eigenschaft von Kérperhomomorphismen ist, dass sie automatisch injek-
tiv sind:

Proposition 8.1.26. Sei K ein Schiefkorper und sei R ein Ring mit R # {0}. Dann ist jeder
Ringhomomorphismus f: K — R injektiv. Insbesondere ist jeder Korperhomomorphismus
injektiv.
Beweis. Nach Bemerkung [8.1.23] gilt

FIENA{0}) = f(K™) c R* € R\ {0},

deswegen ist der Kern von f null, und somit ist f injektiv. O

8.1.2 Moduln

Die Definition eines Moduls iiber einem Ring ist identisch mit der Definition eines Vektor-
raums iiber einem Korper (vgl. Definition [3.2.1)):

Definition 8.1.27 (Modul). Sei R ein Ring. Ein Modul iiber R, oder R-Modul, ist ein Tripel
(M, +,-) bestehend aus einer Menge M und Verkniipfungen

F: M x M = M, CRx M — M,
(z,y) =z +y, (r,z) > r-x,

die als Addition und Skalarmultiplikation bezeichnet werden, mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

191



(i) (M,+) ist eine abelsche Gruppe.

(ii) Fir alle r,s € R und © € M gilt

re(s-x)=(r-s)- .

(iii) Fir alle z € M gilt

(iv) Fir alle r,s € K und z,y € M gilt

re(zty)=r-x+r-y,
(r+s)-z=r-x+s-x.

Beispiel 8.1.28.

(i) Ein Modul tiber einem Koérper K ist nach Definition genau ein K-Vektorraum.

(ii) Sei R ein Ring und n € N. Dann ist R™ ein R-Modul mit der komponentenweisen
Addition bzw. Skalarmultiplikation (siehe Definition [3.1.2). Insbesondere ist R selbst
ein R-Modul.

(iii) Sei f: R — S ein Ringhomomorphismus. Dann ist .S ein R-Modul mit seiner Addition
und mit der Skalarmultiplikation

RxS—S, (rys)— f(r)-s.

(iv) Sei R ein Ring und n € N. Dann ist R™ ein M, (R)-Modul mit der Skalarmultiplikation
M,(R)x R" = R", (A,x)— A-x,

wobei wir z als Spaltenvektor auffassen. Die Modulaxiome (ii)—(iv) folgen aus Propo-
sition [.2.16/(1)—(iii).

Bemerkung 8.1.29 (Links- und Rechtsmoduln). Wenn R nicht kommutativ ist, Moduln
iber R wie in der obigen Definition heiflen genauer Linksmoduln. Ein R-Rechtsmodul M
ist fast das Gleiche, aber die Skalarmultiplikation wird als -: M x R — M geschrieben
und die Bedingung (ii) lautet: (z - s)-r = x - (s - r). Das heifit: In einem Linksmodul ist
Skalarmultiplikation mit s und dann mit  dasselbe wie Skalarmultiplikation mit r-s, aber in
einem Rechtsmodul ist es wie Skalarmultiplikation mit s-r. Wenn der Ring R kommutativ ist,
gibt es also keinen Unterschied zwischen Links- und Rechtsmoduln iiber R. Im Allgemeinen
ist ein R-Rechtsmodul dasselbe wie ein R°P-Linksmodul, wobei R°P der gleiche Ring wie R
ist, aber mit umgekehrter Multiplikation (r,s) > s - 7.

Definition 8.1.30 (Modulhomomorphismus). Sei R ein Ring und seien M, N Moduln iiber
R. Eine (R-)lineare Abbildung oder (R-)Modulhomomorphismus von M nach N ist eine
Abbildung f: M — N mit folgenden Eigenschaften:

(i) f ist ein Gruppenhomorphismus, d.h., fiir alle 2,y € M gilt
f@+y) = f@)+ f(y)
(ii) Fir alle x € M und r € R gilt
flr-z)=r-f(z).

Notation 8.1.31. Wie bei Vektorrdumen schreiben wir Homp(M, N) C Abb(M, N) fiir
die Teilmenge von R-linearen Abbildungen, und Endg(M) = Homg(M, M).
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Viele Begriffe und Resultate iiber Vektorrdume und lineare Abbildungen, die in Kapiteln
B und [] behandelt wurden, lassen sich unmittelbar auf Moduln und Modulhomomorphismen
iibertragen:

o Die Rechenregeln (i)—(iii) der Proposition gelten auch fir Moduln; die Aussage
(iv) aber nicht.

o Ein Untermodul eines Moduls wird genau wie ein Untervektorraum definiert (Defini-
tion . Das Kriterium fiir Untervektorrdume kann man auch mit Moduln
anwenden: Eine Teilmenge N C M ist genau dann ein Untermodul, wenn sie nicht leer
ist und sie unter Addition und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.

o Ist (Nj)ier eine Familie von Untermoduln von M, so ist ihre Durchschnitt (., N;
wieder ein Untermodul von M (Proposirion [3.2.16)).

e Ist M ein R-Modul und ist £ C M eine beliebige Teilmenge, so gibt es einen kleinsten
Untermodul Spang(F) von M, der E enthélt. Man bezeichnet diesen Untermodul als
den von E erzeugten Untermodul von M, und es gilt

Spang(FE) = {Zm - x;

i=1

neN, r, € R, xiEE}

(Proposition [3.2.18)). Die Summe ), ; N; einer Familie von Untermoduln von M ist
der Untermodul Spang (Uiel Ni).

o Eine Teilmenge E C M heifit Erzeugendensystem von M, wenn Spang(E) = M, und
M heilt endlich erzeugt, wenn ein endliches Erzeugendensystem existiert.

¢ Ein R-Modulhomomorphismus f: M — N ist genau dann ein Isomorphismus (d.h.,
besitzt eine R-lineare Umkehrabbildung), wenn er bijektiv ist (Proposition [4.1.17]).

o Ist (M;)icr eine Familie von R-Moduln, so hat die Produktmenge [ ], M; eine Struk-
tur von R-Modul mit der punktweisen Addition bzw. Skalarmultiplikation. Dieser R-
Modul heifit das Produkt der Familie (M;);c;. Die direkte Summe der Familie ist der

Untermodul

e [[u

iel i€l
bestehend aus den Familien (z;);cr, die auBBerhalb einer endlichen Teilmenge von I null
sind. Die universellen Eigenschaften aus Proposition [6.1.3] gelten. Wenn I endlich ist

gibt es keinen Unterschied zwischen Produkt und direkte Summe. Insbesondere haben
wir das Produkt/die direkte Summe M x N = M & N von zwei R-Moduln.

o Als Sonderfall der letzten Konstruktion definieren wir die R-Moduln

R'=Abb(I,R)=][R und RY =(PR.

i€l el

o Ist F = (x;)ies eine Familie von Elementen in einem R-Modul M, so gibt es genau
einen Modulhomomorphismus
op: R — M,
der e; auf z; abbildet. Die Familie F' heifit linear unabhdngig bzw. erzeugend, wenn
pr injektiv bzw. surjektiv ist, und sie ist eine Basis von M, wenn ¢p bijektiv ist.
Insbesondere ist (eq,...,ey,) eine Basis von R". Die universelle Eigenschaft von Basen

gilt (Satz [4.1.22)).

e Der Kern ker f C M und das Bild im f C N eines Modulhomomorphismus f: M — N
sind Untermoduln. Auflerdem ist f genau dann injektiv, wenn ker f = {0}.
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e Sei M ein R-Modul und N C M ein Untermodul. Dann kénnen wir der Quotienten-
modul von M nach N wie folgt definieren:

M/N :=M/~y, wobei x~yy <= x—y€EN

(Proposition [3.2.23)). Die Aquivalenzklasse von @ € M beziiglich ~y ist z + N. Die
Quotientenabbildung M - M/N, x — x + N, ist dann R-linear und hat dieselbe
universelle Eigenschaft wie bei Vektorrdumen (Proposition [4.1.33)).

o Es gilt den Homomorphiesatz (Satz [4.1.35): Ist f: M — N eine R-lineare Abbildung,
so gibt es einen induzierten Isomorphismus von R-Moduln

f:M/ker f Sim f, z+kerfi— f(x).

o Ist R kommutativ und sind M und N Moduln tiber R, so ist die Menge Hompg (M, N)
wieder ein R-Modul mit der punktweisen Addition bzw. Skalarmultiplikation. Insbe-
sondere definieren wir den Dualmodul M* = Homp(M, R). Dabei ist die Kommuta-
tivitdt von R notwendig, damit die punktweise Skalarmultiplikation auf Abb(M, N)
R-Modulhomomorphismen erhélt: Fiir f € Homp(M, N) und » € R muss r - f wieder
R-linear sein, insbesondere miissen

(r-Ns-z)=r-fls-2)=r-s-f(z)
und s-(r- f)(z)=s-7- f(x)

fiir alle s € R und « € M gleich sein.

e Sei R ein kommutativer Ring. Dann definiert jede Matrix A € M,,,«,,(R) eine R-lineare
Abbildung
Lp:R"—> R™, z+— A-x,

wobei wir = als Spaltenvektor auffassen. Die Kommutativitdt der Multiplikation ist
hier notwendig, denn man braucht r- (A-z) = A- (r-z) fiir alle r € R (im Allgemeinen
ist L4 trotzdem R-linear, wenn wir R™ und R™ als R-Rechtsmoduln betrachten, siehe
Bemerkung . Zudem ist die Abbildung

Mxn(R) = Homp(R™,R™), At La,

R-linear und bijektiv, d.h., man kann R-lineare Abbildungen R™ — R™ mit Matrizen
identifizieren.

Ein wichtiger Unterschied zwischen Vektorrdumen und Moduln {iber beliebigen Ringen
ist folgender: Es gibt Moduln, die keine Basis besitzen. Anders gesagt gibt es R-Moduln,
die nicht zu einem R-Modul der Gestalt R isomorph sind. Deswegen ist die Dimension
eines beliebigen Moduls nicht definiert. Selbst wenn Basen existieren, kobnnen sich Moduln
auf ungewohnliche Weise verhalten. Zum Beispiel ist es moglich, dass ein Untermodul U von
R™ mit U # R™ trotzdem zu R™ isomorph ist (z.B.: R=2Z, n =1 und U = 2Z).

Definition 8.1.32 (freier Modul). Sei R ein Ring. Ein R-Modul M heiit frei, wenn er eine
Basis besitzt, d.h., wenn eine Menge I existiert, so dass M = RU) . Ist n € N, so heiBt M
frei vom Rang n, wenn M = R™.

Beispiel 8.1.33 (nicht-freie Moduln).

(i) Eine endliche abelsche Gruppe A # {0} (z.B.: Z/nZ mit n > 2) ist ein Z-Modul (nach
Proposition|8.1.36|unten), der nicht frei ist. Denn nicht-triviale freie Z-Moduln miissen
unendlich sein.
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(if) Sei K ein Korper und sei gg: K[T] — K der Einsetzungshomomorphismus € (p) = p(0)

(Beispiel [8.1.21|(iii)). Nach Beispiel [8.1.28(iii) definiert ¢y eine K[T]-Modulstruktur auf
K. Dieser K[T]-Modul ist dann nicht frei, und zwar: Kein einzelnes Element a € K

bildet eine linear unabhéngige Familie, denn es gilt T-a =¢o(T)-a=0-a =0.

(iii) Sei K ein Korper und n > 2. Dann ist der M,,(K)-Modul K™ aus Beispiel [8.1.28|(iv)
nicht frei, denn zu jedem xz € K™ gibt es eine Matrix A € M,,(K) \ {0} mit A-x = 0.

(iv) Der Z-Modul Q ist nicht frei, denn: In Q \ {0} gibt es eine Folge (2, )nen mit =, =
22,11, aber in ZU) \ {0} gibt es keine solche Folge.

(v) Es zeigt sich, dass der Z-Modul Z" nicht frei ist, aber das ist nicht offensichtlich.

Bemerkung 8.1.34. Ist R # {0} und ist I unendlich, so ist R) nicht endlich erzeugt.
Denn zu jeder endlichen Teilmenge E C R gibt es eine endliche Teilmenge J C I mit
Spang(E) C Spang{e;|j € J}. Ist i € I'\ J, so folgt aus 1 # 0, dass e; ¢ Spang{e; |j € J}.

Bemerkung 8.1.35. Im Gegensatz zu Vektorrdumen (Satz gibt es Ringe R # {0}, so
dass R und R(Y) isomorph sind, selbst wenn I und .J nicht gleichmichtig sind (tatséchlich
konnen R und R? isomorph sein). Das kann aber nur mit gewissen nicht-kommutativen
Ringen geschehen (und auf triviale Weise, wenn R = {0}). Wenn R kommutativ und nicht
null ist, kann man zeigen, dass alle Basen eines freien R-Moduls dieselbe Lénge haben.

Die néchste Proposition zeigt, dass es im Wesentlichen keinen Unterschied zwischen abel-
schen Gruppen und Z-Moduln gibt:

Proposition 8.1.36 (abelsche Gruppen sind Z-Moduln).

(i) Sei (A,+) eine abelsche Gruppe. Dann gibt es genau eine Abbildung -: Z x A — A, so
dass das Tripel (A,+,-) ein Z-Modul ist.

(ii) Seien (A,+) und (B,+) abelsche Gruppen. Eine Abbildung f: A — B ist genau dann
ein Gruppenhomorphismus von (A, +) nach (B,+), wenn sie ein Modulhomomorphis-
mus zwischen den entsprechenden Z-Moduln ist.

Beweis. Zu (i). Fir n € Z und a € A definiert man n - a wie in Notation [2.1.11} d.h.:

0, falls n = 0,
a+---+a, fallsn >0,
—_————

n mal

—((=n)-a), fallsn <O0.

n-a

Das ist die einzige Moglichkeit, denn es muss 1 - a = a gelten nach Axiom (iii), 0-a = 0
und (—1) - @ = —a nach Proposition [3.2.6[iii), und alle anderen Fille sind durch Axiom (iv)
bestimmt. Um zu zeigen, dass dies tatsdchlich eine Z-Modulstruktur auf A definiert, muss
man noch nachpriifen:

n-(m-a)=(n-m)-a,
n-(a+b)=(n-a)+(n-b)
(n+m)-a=Mnm-a)+ (m-a).

Die erste Aussage ist genau Proposition 2.1.7|(ii) (in additiver Notation), die dritte ist Pro-
position [2.1.7(i) und die zweite folgt aus Bemerkung [2.1.8|

Zu (ii). Nach Definition ist jeder Modulhomomorphismus insbesondere ein Gruppenho-
momorphismus. Sei umgekehrt f: A — B ein Gruppenhomomorphismus. Aus der obigen
Definition von n - a folgt unmittelbar, dass f(n-a) =n- f(a) gilt, fir alle n € Z und a € A.
Das heif3t, f ist ein Z-Modulhomomorphismus. O
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Sei R ein Ring und M ein Modul iiber dem Polynomring R[T]. Da R ein Unterring von
R[T] ist, ist M insbesondere ein R-Modul, indem man die Skalarmultiplikation R[T] x M —
M auf R x M einschrankt. Die Skalarmultiplikation mit 7" definiert dann einen R-linearen
Endomorphismus

M—-M, z—T-zx,

demn fir aller € Rgilt r-(T-z) = (r-T)-x = (T-r)-x =T (r-x). Die néchste Proposition
sagt, dass alle R-linearen Endomorphismen aus dieser Konstruktion entstehen:

Proposition 8.1.37 (Endomorphismen sind Moduln iiber dem Polynomring). Sei R ein
Ring.

(i) Sei M ein R-Modul. Zu jedem Endomorphismus f € Endr(M) g¢ibt es genau eine
R[T]-Modulstruktur auf M, die die gegebene R-Modulstruktur fortsetzt, so dass fiir
alexeM gt T -z = f(x).

(ii) Seien M und N Moduln iber R mit Endomorphismen f € Endr(M) und g € Endg(N),
die R[T]-Modulstrukturen auf M und N definieren. Dann ist eine R-lineare Abbildung
@: M — N genau dann R[T]-linear, wenn po f = go .

Beweis. Zu (i). Man definiert die Skalarmultiplikation R[T] x M — M durch

(Z aiTi> =Y a; fi(x),
=0 =0

was offenbar die einzige Moglichkeit ist. Man kann dann leicht nachrechnen, dass dies tat-
siichlich eine R[T]-Modulstruktur auf M definiert. Seien zum Beispiel p = > ;a;T" und
q =7~ b;T7 Polynome iiber R. Dann gilt:

pela-a) =3 aif | 3obif (@) | =D > aibi (@) =(p-g)-w,

1=0 1=0 j=0

wobei in der zweiten Gleichung die R-Linearitit von f? benutzt wurde.

Zu (ii). Sei ¢: M — N R-linear. Dann ist ¢ genau dann R[T]-linear, wenn fiir alle
x € M und p € R[T] gilt ¢(p-2x) = p-p(x). Fir p = T ist das genau die Aussage
@po f=go. Sei umgekehrt po f = go . Dann gilt auch po f* = g o p fiir alle i € N, das
heifit, p(T% - x) = T* - p(x). Da ¢ R-linear vorausgesetzt wurde, schlieflen wir daraus, dass
o(p-z)=p-@(x) fir alle p € R[T]. O

Notation 8.1.38. Sei M ein R-Modul mit einem Endomorphismus f € Endg(M). Nach
Proposition i) konnen wir M auf eindeutige Weise als R[T]-Modul auffassen, so dass
f gleich der Skalarmultiplikation mit 7" ist. Man schreibt dann M|f] fiir diesen R[T]-Modul.

Bemerkung 8.1.39. Seien M und N Moduln {iber R mit Endomorphismen f € Endg(M)
und g € Endgr(N). Aus Proposition ii) folgt, dass die Paare (M, f) und (N, g) genau
dann isomorph im Sinne der Definition sind, wenn die entsprechenden R[T]-Moduln
M][f] und N|g] isomorph sind.

Bemerkung 8.1.40. Sei M ein R-Modul und f € Endr(M) ein Endomorphismus. Ein
Untermodul N C M ist genau dann f-invariant im Sinne der Definition [6.1.8] wenn N ein
Untermodul von M|[f] ist.

8.1.3 Algebren

Eine Algebra ist ein Ring, der gleichzeitig ein Modul iiber einem kommutativen Grundring
(oft einem Korper) ist:
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Definition 8.1.41 (Algebra, Algebrenhomomorphismus). Sei R ein kommutativer Ring.
Eine R-Algebra ist ein Quadrupel (A4, +, -, *) mit folgenden Eigenschaften:

(i) (A,+,-) ist ein Ring.
(ii) (A, +,x*) ist ein R-Modul.
(iii) Fir alle r € R und alle a,b € A gilt:

rx(a-b)=(rxa)-b=a-(rxb).

Sie heifit kommautativ, wenn der Ring (A, +, -) kommutativ ist. Ein Algebrenhomomorphismus
zwischen R-Algebren ist ein R-linearer Ringhomomorphismus, d.h., eine Abbildung, die
gleichzeitig ein Ringhomomorphismus und ein R-Modulhomomorphismus ist.

Bemerkung 8.1.42. Die Skalarmultiplikation x in einer R-Algebra wird iiblicherweise auch
mit - geschrieben. Die Schreibweise * verwenden wir hier nur aus Griinden der Klarheit.

Bemerkung 8.1.43. Das dritte Axiom kann man wie folgt verstehen. Das Distributivgesetz
in einem Ring A ist dquivalent zu der Aussage, dass die Multiplikation -: A x A — A eine
Z-bilineare Abbildung ist. Das Axiom (iii) in der Definition einer R-Algebra ist genau die
zusétzliche Aussage, dass die Multiplikation R-bilinear ist.

Beispiel 8.1.44. Sei R ein kommutativer Ring.

(i) Der Polynomring R[T] ist in natiirlicher Weise eine kommutative R-Algebra (siche
Bemerkung [6.3.5]).

(ii) Der Matrizenring M, (R) ist eine R-Algebra mit der Skalarmultiplikation aus Defini-
tion E241

(iii) Ist M ein R-Modul, so ist (Endg(M),+,0,-) eine R-Algebra.

(iv) Da abelsche Gruppen auf eindeutige Weise Z-Moduln sind, sind auch Ringe auf ein-
deutige Weise Z-Algebren (das Axiom (iii) gilt automatisch nach Bemerkung |[8.1.43]).

Der Polynomring R[T] hat eine niitzliche universelle Eigenschaft als R-Algebra:

Proposition 8.1.45 (universelle Eigenschaft des Polynomringes). Sei R ein kommutativer
Ring. Zu jeder R-Algebra A und jedem Element a € A gibt es genau einen R-Algebrenhomo-
morphismus €: R[T] = A mit ,(T) = a.

Die Abbildung &, heifit der Einsetzungshomomorphismus zu a.

Beweis. Ein solches €, muss &,(7%) = a' fiir alle i € N erfiillen. Als R-Modul hat R[T]
die Basis (T%);en. Nach der universellen Eigenschaft von Basen gibt es genau eine R-lineare
Abbildung e,: R[T] — A mit ,(T") = o', némlich:

€q (i riTi> = iriai c A.
i=0 i=0

Das ist also die einzige Moglichkeit fiir €,, und es bleibt zu zeigen, dass dieses ¢, ein Ring-
homomorphismus ist, d.h.:

n m n+m
=0 j=0 k=0 \it+j=k
Dies folgt aus dem Axiom (iii) fiir die R-Algebra A. O
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Beispiel 8.1.46. Sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und f € Endg(M) ein
Endomorphismus. Da Endg(M) eine R-Algebra ist, gibt es genau einen R-Algebrenhomo-
morphismus

ef: R[T] = Endr(M) mit e4(T) = f.

Fir ein beliebiges Polynom p € R[T] gilt dann €;(p) = p(f), wobei p(f) in Definition
definiert wurde. Fiir jedes € M gilt deswegen €f(p)(z) = p - , wobei die rechte Seite die
Skalarmultiplikation im R[T]-Modul M|f] ist (siehe Notation [3.1.38]).

Definition 8.1.47 (zentrales Element). Sei A ein Ring. Ein Element a € A heifit zentral,
wenn fiir alle b € A gilt ab = ba.

Bemerkung 8.1.48. Ein Ring A ist genau dann kommutativ, wenn alle seine Elemente
zentral sind. Im Allgemeinen bilden die zentralen Elemente von A einen kommutativen
Unterring von A (nach Proposition [8.1.8)), das Zentrum von A.

Beispiel 8.1.49. Sei A ein beliebiger Ring. Nach Definition der Multiplikation von Poly-
nomen ist T ein zentrales Element im Polynomring A[T].

Proposition 8.1.50 (Algebren als Ringhomomorphismen). Sei R ein kommutativer Ring
und sei (A,+,-) ein Ring. Dann gibt es eine kanonische Bijektion zwischen:

(i) Abbildungen x: R x A — A, so dass (A, +, -, x) eine R-Algebra ist.
(ii) Ringhomomorphismen f: R — A, so dass jedes Element von f(R) zentral in A ist.

Beweis. Gegeben sei x wie in (i). Man definiert
ftR—=A f(r)=rxl
Mit Axiomen (ii) und (iii) fiir R-Algebren berechnen wir

(r«l)4+(s*x1)=(r+s)x*1,
(r«l)-(sx1)=r*(1-(sx1))=rx(sx1)=(r-s)=*1,
1x1=1,
d.h., f ist ein Ringhomomorphismus. Nach Axiom (iii) ist zudem 7 x 1 ein zentrales Element
in A:
(r«l)-a=1-(r*a)=(r*a)-1=a-(r=1).

Sei umgekhert f wie in (ii). Man definiert
x: RxXA—= A, rxa=f(r)a.

Nach Beispiel [8.1.28((iii) ist dann (A, +, ) ein R-Modul. Das Axiom (iii) fiir eine R-Algebra
lautet

flr)-(a-b) = (f(r)-a)-b=a-(f(r)-b),

und es folgt aus der Assoziativitidt von - und der Zentralitiat von f(r).
Man kann leicht nachpriifen, dass diese Konstruktionen zueinander invers sind, was die
gewiinschte Bijektion liefert. O

Beispiel 8.1.51. Fiir die Matrizenalgebra M,,(R) {iber einem kommutativen Ring R ist der
entsprechende Ringhomomorphismus folgender:

R — M,(R), rrl,=
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8.1.4 1Ideale

Definition 8.1.52 (Ideal). Sei R ein Ring. Ein Ideal in R ist ein Untermodul von R, d.h.,
eine nicht-leere Teilmenge I C R mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fur allez,y € I gilt x +y € I.
(ii) Firallex € Tund r € R gilt r-x € I.

Notation 8.1.53. Sei £ C R eine Teilmenge. Man schreibt (E) fiir das von E erzeugtes
Ideal Spang(E) in R. Fir Elemente 1, ...,2, € R schreibt man auch

(x1,...,2p) := Spang{x1,...,z,} :ZRzi = {Zr,xl T1,...,Tp € R}.
i=1
Beispiel 8.1.54.

i=1

(i) {0} und R sind stets Ideale eines Ringes R. Es gilt {0} = (0) und R = (1). Deswegen
heit {0} das Nullideal und R das FEinsideal von R. In einem Korper gibt es keine
anderen Ideale.

(ii) Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus, so ist ker f ein Ideal von R. Denn f ist auch
ein R-Modulhomomorphismus, wenn S mit der R-Modulstruktur aus Beispiel |8.1.28[iii)

versehen wird.

(iii) Fir jedes n € N ist die Teilmenge nZ C Z ein Ideal in Z, ndmlich das von n erzeugte
Ideal. Wir werden spéter beweisen, dass Z keine anderen Ideale hat (Korollar [3.2.18]).

(iv) Die Menge aller Polynome iiber einem Ring R mit Absolutglied Null ist ein Ideal im
Polynomring R[T], ndmlich das von T erzeugte Ideal.

Bemerkung 8.1.55 (Links- und Rechtsideal, zweiseitiges Ideal). Wenn R nicht kommutativ
ist gibt es Links- und Rechtsmoduln iber R (Bemerkung . Der Ring R is gleichzeitig
ein Links- sowie ein Rechtsmodul iiber sich selbst. Dementsprechend koénnen wir Unter-
linksmoduln und Unterrechtsmoduln von R betrachten, die als Linksideale und Rechtsideale
bezeichnet werden. Ideale wie in der Definition sind genauer Linksideale. Die De-
finition eines Rechtsideals erhdlt man, indem man die Bedingung (ii) durch die folgende
ersetzt:

(ii') Firallex € Tund r € Rgilt z-r € I.

Ein zweiseitiges Ideal in R ist eine Teilmenge von R, die gleichzeitig ein Linksideal und ein
Rechtsideal ist. Der Kern eines Ringhomomorphismus f: R — S ist stets ein zweiseitiges
Ideal in R, denn fiir z € ker f und r € R beliebig gelten f(rz) = f(r)f(z) = f(r)-0=10
und f(zr) = f(x)f(r) =0- f(r) =0.

Definition 8.1.56 (zyklischer Modul). Sei R ein Ring. Ein R-Modul M heifit zyklisch, wenn
ein Element x € M existiert, so dass M = Spang{z}.

Beispiel 8.1.57.
(i) Ein Vektorraum V iiber einem Korper K ist genau dann zyklisch, wenn V' = {0} oder
V=K.
(ii) Fir jedes n € N ist Z/nZ ein zyklischer Z-Modul, denn er ist von [1] erzeugt.
(iii) Sei M ein R-Modul und f € Endg(M). Der R[T]-Modul M|f] ist genau dann zyklisch,

wenn ein Element z € M existiert, so dass
M = Spang{z, f(z), f*(z),...}.

Sei zum Beispiel f,: R? — R? die Drehung um den Winkel «.. Dann ist der R[7]-Modul
R?[f,] genau dann zyklisch, wenn « kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist. In diesem
Fall ist R? = Spang{e1, fa(e1)}-
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Proposition 8.1.58. Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Die folgenden Aussagen sind
aquivalent:

(i) M ist zyklisch.
(ii) Es gibt ein Ideal I C R, so dass M = R/I.

Beweis. Zu (i) = (ii). Sei M = Spangr{z}. Es gibt genau eine R-lineare Abbildung ¢, : R —
M mit o, (1) = z. Da M von x erzeugt ist, ist ¢, surjektiv. Nach dem Homomorphiesatz
(Satz erhalten wir einen Isomorphismus ¢, : R/ ker ¢, — M, wie gewiinscht.

Zu (ii) = (i). Sei f: R/I = M ein Isomorphismus. Dann ist M von dem Element f(1+1)
erzeugt, denn ein beliebiges Element hat die Form f(r+1) = f(r-(1+1))=r-f(14+1). O

Definition 8.1.59 (Hauptideal). Sei R ein Ring. Ein Hauptideal in R ist ein zyklischer
Untermodul von R, d.h., ein Ideal der Gestalt

(r) = Rz ={rz|r € R}
mit einem = € R.

Definition 8.1.60 (Hauptidealring). Ein Hauptidealring ist ein Integritatsring, in dem jedes
Ideal ein Hauptideal ist.

Beispiel 8.1.61.

(i) Ein Koérper K ist ein Hauptidealring, denn {0} = (0) und K = (1) sind die einzigen
Ideale in K.

(ii) Im néchsten Abschnitt beweisen wir, dass Z und der Polynomring K[T] {iber einem
Korper K Hauptidealringe sind (Korollar [8.2.18)).

(iii) Der Polynomring Z[T] ist kein Hauptidealring, denn das Ideal (2,T) bestehend aus
Polynomen mit geradem Absolutglied ist kein Hauptideal.

(iv) Der Polynomring K|[T1,...,T,] in n Variablen tiber einem Korper K ist kein Haupt-
idealring wenn n > 2: Das Ideal (T1,T5) ist kein Hauptideal.

8.2 Teilbarkeit

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Begriff der Teilbarkeit in einem Ring. Der Ein-
fachheit halber werden wir ab jetzt nur kommutative Ringe behandeln.

Definition 8.2.1 (teilbar, assoziiert). Sei R ein kommutativer Ring und seien z,y € R.

e Man sagt, dass y durch x teilbar ist oder dass x y teilt, und man schreibt x|y, wenn
ein Element ¢ € R mit tx = y existiert. Man sagt dann auch, dass = ein Teiler von y
ist und dass y ein Vielfaches von x ist.

e Man sagt, dass x und y assozitert sind, wenn sie durcheinander teilbar sind.

Bemerkung 8.2.2. Das Hauptideal (z) C R ist nach Definition die Menge aller Elemente,
die durch x teilbar sind. Das heif3t:

zly <= y€ (v) < (y) C ().

(die zweite Aquivalenz folgt aus der Definition des erzeugten Untermoduls). Insbesondere:
x und y sind genau dann assoziiert, wenn (z) = (y).

Es folgt unmittelbar aus diesen Bemerkungen, dass Teilbarkeit eine reflexive und transiti-
ve Relation auf R ist, und dass Assoziiertheit eine Aquivalenzrelation auf R ist. Insbesondere
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konnen wir die Quotientenmenge R/Assoziiertheit bilden. Um sie zu verstehen betrachten
wir die surjektive Abbildung

R —» {Hauptideale in R},
x = (x).

Nach der universellen Eigenschaft der Quotientenmenge (Satz|1.4.10)), gibt es eine induzierte
bijektive Abbildung

R/Assoziiertheit = {Hauptideale in R},
[z] = ().

Allgemeine Ideale in R kénnen wir dann als ,verallgemeinerte Elemente“ von R (bis auf As-
soziiertheit) auffassen. Historisch gesehen wurden solche verallgemeinerten Elemente zuerst
in sogenannten Zahlringen (wie den Ringen Z[z] aus Beispiel betrachtet und wurden
als ideale Zahlen bezeichnet, was spéter zu Ideal abgekiirzt wurde.

Bemerkung 8.2.3. Sei R ein kommutativer Ring.

(i) Ein Element = € R ist genau dann eine Einheit, wenn es 1 teilt. Das heifit:
rER < z|]l &< 1€ (z) < (z)=R.
(ii) Alle Elemente x € R teilen 0, und 0 teilt nur 0. Anders gesagt ist 0 das eindeutige
griofste Element von R beziiglich der Teilbarkeitsrelation.
In einem Integritatsring konnen wir die Assoziiertheitsrelation konkreter beschreiben:

Proposition 8.2.4. Sei R ein Integrititsring. Zwei Elemente x,y € R sind genau dann
assoziiert, wenn eine Finheit r € R* existiert, so dass rx =y.

Beweis. Existiert eine solche Einheit r, so gilt auch r—'y = z, d.h., z und y sind durch-
einander teilbar. Seien umgekehrt x und y assoziiert. Nach Definition gibt es r, s € R mit
rr = y und sy = x. Falls x oder y gleich Null ist, dann gilt x = y und man kann r = 1
nehmen. Sonst folgt aus (rs — 1)y = 0 und der Integritit von R, dass rs — 1 = 0 gilt, d.h.,
rs = 1. Auf dhnliche Weise folgt aus (sr — 1)z = 0, dass sr = 1. Damit ist r eine Einheit
mit r~1 = s. O

Beispiel 8.2.5.
(i) Da Z* = {£1} ist jede ganze Zahl zu genau einer natiirlichen Zahl assoziiert.

(ii) Sei K ein Korper. Da K[T]* = K* (Beispiel [8.1.14(iii)) ist jedes p € K[T]\ {0} zu
genau einem monischen Polynom assoziiert.

8.2.1 Primelemente

Definition 8.2.6 (prim, irreduzibel). Sei R ein kommutativer Ring und sei z € R.

o 1z heifit prim oder ein Primelement, wenn x ¢ {0} U R* und fir alle r, s € R gilt:

x|rs = (x|r oder z|s).

o x heiit irreduzibel, wenn x ¢ {0} U R* und fur alle r, s € R gilt:

z=rs = (r € R* oder s € R*).
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Bemerkung 8.2.7. Die gewohnliche Definition einer Primzahl ist ein positives irreduzibles
Element von Z. Ein beliebiges irreduzibles Element in Z ist dann + eine Primzahl. Aber wir
werden sehen, dass es im Ring Z keinen Unterschied zwischen Primelementen und irredu-

ziblen Elementen gibt (siehe Proposition und Korollar 8.2.18)).

Bemerkung 8.2.8. Die Implikation in der Definition eines Primelements kann auch fol-
gendermafle geschrieben werden:

rs € (x) = (r € (z) oder s € (z)).

Insbesondere: Ob x ein Primelement ist, hingt nur von dem Ideal (z) ab. Anders gesagt,
sind  und y assoziiert, so ist  genau dann prim, wenn gy prim ist.

Proposition 8.2.9 (prim vs. irreduzibel).

(i) In einem Integrititsring ist jedes Primelement irreduzibel.

(ii) In einem Hauptidealring ist jedes irreduzible Element prim.

Beweis. Zu (i). Sei R ein Integrititsring und p € R ein Primelement. Nach Definition ist
p ¢ {0}UR*. Sei p=rs mit r, s € R. Insbesondere gilt p|rs. Da p prim ist, gilt p|r oder p|s.
Falls p|r sind p und r assoziiert, und nach Proposition gibt es ein u € R* mit p = ru.
Aus ru = rs und der Integritdt von R folgt v = s, und damit ist s eine Einheit. Falls p|s
schlieffen wir ebenso, dass r eine Einheit ist.

Zu (ii). Sei R ein Hauptidealring und sei p € R ein irreduzibles Element. Nach Definition
ist p ¢ {0} U R*. Sei p|rs mit r,s € R. Zu zeigen ist, dass p|r oder p|s. Da R ein Haupt-
idealring ist, gibt es ein ¢ € R mit (p,r) = (¢). Insbesondere ist p durch ¢ teilbar: p = tu
mit einem u € R. Da p irreduzibel ist, gilt ¢ € R* oder u € R*. Wir betrachten die beiden
Moglichkeiten:

o Falls t € R*, dann ist (p,r) = () = R. Insbesondere ist 1 € (p,r), d.h., es existiert
a,b € R mit 1 = ap + br. Dann ist s = aps + brs. Da p beide Summanden auf der
rechten Seite teilt, teilt p auch s.

e Falls u € R*, dann sind p und ¢ assoziiert, so dass (p) = (t) = (p,r). Insbesondere ist
r € (p), d.h., p teilt r. O

Beispiel 8.2.10.

(i) Im Ring Z[¢] ist 2 nicht irreduzibel und damit nicht prim, denn 2 = (1 +4)(1 —4) und
weder 1+ noch 1— i ist eine Einheit in Z[i] (da die komplexen Zahlen (14-7)~! keine
Gauflschen Zahlen sind).

(ii) Sei K ein Korper. Nach Beispiel besteht K[T]* genau aus den Polynomen
vom Grad 0. Damit ist ein Polynom vom Grad > 1 genau dann irreduzibel, wenn es
kein Produkt von zwei Polynomen vom Grad > 1 ist. Nach Proposition (ii) sind
insbesondere alle Polynome vom Grad 1 irreduzibel, und nach Proposition [6.3.15] ist
ein Polynom vom Grad 2 oder 3 genau dann irreduzibel, wenn es keine Nullstellen
hat. Zum Beispiel: Fiir alle a € R+ ist T? + a irreduzibel in R[T], und T3 + T + 1
ist irreduzibel in Fo[T]. Da K[T] ein Hauptidealring ist (Korollar [8.2.18)), gibt es hier
keinen Unterschied zwischen irreduziblen Elementen und Primelementen.

(iii) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Nach Proposition ist dann jedes
Polynom von Grad > 2 {iber K ein Produkt von zwei Polynomen vom Grad > 1, und
somit nicht irreduzibel. In diesem Fall sind also die irreduziblen Polynome genau die
vom Grad 1.

Bemerkung 8.2.11. Die Umkehrung von Proposition i) gilt im Allgemeinen nicht.
Zum Beispiel: Im Integrititsring Z[/—5] kann man zeigen, dass 3 irreduzibel ist, aber 3 ist
kein Primelement von Z[y/—5], denn 3 teilt 9 = (2 + i1/5)(2 — i1/5), ohne einen der beiden
Faktoren zu teilen. Aus dem Beweis von Proposition ii) schliefen wir, dass das Ideal
(3,2 +4/5) in Z[/—5] kein Hauptideal ist.
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8.2.2 [Euklidische Ringe

Euklidische Ringe sind grob gesagt Ringe, in denen Division mit Rest moglich ist. Zum
Beispiel sind bekanntlich Z und der Polynomring K|[T] {iber einem Koérper K euklidische
Ringe. In diesem Abschnitt beweisen wir, dass jeder euklidische Ring ein Hauptidealring ist.
Damit erhalten wir viele Beispiele von Hauptidealringen.

Definition 8.2.12 (euklidische Gradfunktion, euklidischer Ring).

e Sei R ein kommutativer Ring. Eine euklidische Gradfunktion auf R ist eine Abbildung
0: R\ {0} — N mit folgender Eigenschaft: Fiir alle a,b € R mit b # 0 gibt es ¢q,r € R
(den ,,Quotient* und den ,Rest“) mit

a=g¢b+r und (r=0oderd(r)<d(b)).

e Ein euklidischer Ring ist ein Integritdtsring, auf dem eine euklidische Gradfunktion

existiert.
Beispiel 8.2.13 (ganze Zahlen). Die Abbildung
§:Z\ {0} —» N,
x> Ja,

ist eine euklidische Gradfunktion auf Z, denn: Seien a,b € Z mit b # 0. Wir suchen ¢ und
r wie in der Definition einer euklidischen Gradfunktion. Falls a = 0 kénnen wir g = r = 0
nehmen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (indem wir die Vorzeichen von ¢ und r
anpassen) konnen wir annehmen, dass a und b positiv sind. Die Menge A = {n € N|nb < a}
ist nicht leer (sie enthalt 0) und endlich (da b > 0). Sei ¢ das Maximum von A und sei
r =a — ¢b. Es gilt dann (¢4 1)b > a, d.h., 7 < b, wie gewiinscht.

Beispiel 8.2.14 (Polynome tber einem Koérper). Sei K ein Korper. Dann ist die Abbildung
0: K[T)\ {0} = N,
p > deg(p),
eine euklidische Gradfunktion auf K[T]. Dies folgt aus Satz
Beispiel 8.2.15 (Gaufische Zahlen). Die Abbildung
§: Z[i\ {0} = N,
2 [af?,

ist eine euklidische Gradfunktion auf Z[i], denn: Seien a,b € Z[i] mit b # 0. Um ¢ und r zu
finden, betrachten wir zunéchst den Quotient ¢ = b~'a € C. Nach elementarer Geometrie
(Z[i] ist ein quadratisches Gitter in C) gibt es dann ein ¢ € Z[i] mit |c — ¢ < % Sei

r = a — gb. Dann gilt

1
I = la— qb|* = |eb — gb* < S[b* < b,
wie gewlnscht.
Beispiel 8.2.16 (Eisenstein-Zahlen). Die Abbildung
0: Zw]\ {0} = N,
x> Ja)?,

ist eine euklidische Gradfunktion auf Z[w]. Der Beweis ist dhnlich wie bei den GaufBschen
Zahlen, aber Z[w] C C ist jetzt ein regelméBiges dreieckiges Gitter. Ist ¢ = b~1a € C, so gibt
es eine nichste Eisenstein-Zahl ¢ € Z]w] mit |¢ — ¢| < % Fiir r = a — ¢b gilt dann

1
[r[* = la — gb|* = |cb — gb|* < glbl2 < [bl*.
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Proposition 8.2.17. Jeder euklidische Ring ist ein Hauptidealring.

Beweis. Sei R ein euklidischer Ring und sei 0: R\ {0} — N eine euklidische Gradfunktion
auf R. Sei I C R ein beliebiges Ideal mit I # {0}. Da N wohlgeordnet ist, hat die Teilmenge
0(I\ {0}) C N ein kleinstes Element. Das heifit, es gibt ein a € I\ {0}, so dass fiir alle
x € I\ {0} gilt §(a) < §(x).

Behauptung. Es gilt I = (a).

Die Inklusion (a) C I ist klar. Sei « € I beliebig. Dann existieren ¢, € R mit = ga+r
und entweder r = 0 oder 6(r) < §(a). Da I beide x und ga enthélt, liegt auch r = z — ga in
I. Falls r # 0 gilt dann §(r) > §(a) nach der Wahl von a. Also muss r = 0 sein, und damit
ist  durch a teilbar, d.h., x € (a). O

Korollar 8.2.18. Die folgenden Ringe sind Hauptidealringe: Z, Zi], Zlw] und K[T) fir
einen Korper K.

Beweis. Folgt aus Proposition[8:2.17]und den Beispielen[8.2.13] [8.2.14] B.2.15|und[8:2.16] O

Bemerkung 8.2.19. Es gibt Hauptidealringe, die nicht euklidisch sind, aber das ist nicht
trivial. Das einfachste Beispiel ist der von 1 (1 + iv/19) erzeugte Unterring von C.

*Beispiel 8.2.20 (formale Potenzreihen). Sei R ein kommutativer Ring. Eine formale Po-
tenzreihe iber R in einer Variablen T ist ein Ausdruck der Gestalt Z;.io a;T* mit a; € R.
Formale Potenzreihen bilden eine kommutative R-Algebra R[[T]]: der unterliegende R-Modul
ist RN, und die Multiplikation wird genau wie bei Polynomen definiert, d.h.:

i=0 Jj=0 k=0 \i+j=k

Diese Formel zeigt, dass jede formale Potenzreihe Z?io a;T" mit ag € R* eine Einheit in
R[[T]] ist: Die inverse Potenzreihe >7° b;T7 hat by = ag ', und b; fiir j > 1 wird rekursiv

durch ‘
J
bj = —aal Z aibj,i
i=1

bestimmt. Daraus folgt:

R[T)]* = {Z a;T" € R[[T]]
=0

aOERX}.

Ist K ein Korper, so ist die Abbildung

6: K[[T]\ {0} = N,
ZaiTi  min{i € N | a; # 0},

eine euklidische Gradfunktion auf K[[T]]. Dazu bemerken wir, dass jedes f € K[[T]] \ {0}
als f = T°) f geschrieben werden kann, wobei §(f) = 0 und damit f € K[[T]]*. Also ist
jedes f zu T°) assoziiert. Daraus folgt:

glf = T T°0) = §(g) <5(f),

so dass die Bedingung fiir eine euklidische Gradfunktion auf triviale Weise erfiillt ist (man
kann immer ¢ = 0 oder = 0 nehmen). Also ist K[[T]] ein euklidischer Ring und somit ein
Hauptidealring.
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8.2.3 Faktorielle Ringe

Faktorielle Ringe sind grob gesagt Ringe, in denen jedes Element ein Produkt von Primele-
menten ist. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass jeder Hauptidealring faktoriell ist. Da Z

ein Hauptidealring ist, erhalten wir insbesondere einen Beweis des Fundamentalsatzes der
Arithmetik (Satz|1.1.14)): Jede natiirliche Zahl besitzt eine eindeutige Primfaktorzerlegung.

Definition 8.2.21 (Primfaktorzerlegung, faktorieller Ring).

e Sei R ein kommutativer Ring. Eine Primfaktorzerlegung eines Elements r € R\ {0}
ist eine Darstellung

r=up1...Pn,

wobei u € R*, n € Nund p1,...,p, € R Primelemente sind.

o Ein faktorieller Ring oder ZPE-Ring (fiir ,Zerlegung in Primelemente®) ist ein Inte-
gritidtsring, in dem jedes Nicht-Null-Element eine Primfaktorzerlegung besitzt.

Proposition 8.2.22 (Eindeutigkeit der Primfaktozerlegung). Sei R ein Integrititsring und
sei r € R\ {0}. Wenn r eine Primfaktorzerleqgung besitzt, dann ist sie im Wesentlichen
eindeutig im folgenden Sinne: Ist

r=upr...Ppn =41 ...49qm

mit Einheiten u,v und Primelementen p;,q;, so gibt es eine Bijektion o: {1,...,n} —
{1,...,m}, so dass p; und q,(;) assoziiert sind fir alle i € {1,...,n}.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber n. Wenn n = 0 ist r eine Einheit. Ein Produkt
von Elementen in einem kommutativen Ring kann aber nur eine Einheit sein, wenn alle
Faktoren Einheiten sind (denn die Einheiten sind genau die Teiler von 1). Da Primelemente
keine Einheiten sind, muss auch m = 0 sein. Sei nun n > 1. Da p; prim ist und r teilt, gibt es
ein j € {1,...,m}, so dass pi1|g;. Da g; irreduzibel ist (Proposition i)), gilt ¢; = uip1
mit einer Einheit u;. Es gilt dann

upg . ..pn =0VUIQ1 - - -q5-19541 - - - G-

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Bijektion 7: {2,...,n} — {1,...,m} \ {j}, so
dass p; und g, ;) assoziiert sind fiir alle i € {2,...,n}. Definiert man nun ¢ durch o(1) = j
und o(i) = 7(4) fir i € {2,...,n}, so hat o die gewiinschte Eigenschaft. O

Lemma 8.2.23. Sei R ein Hauptidealring und sei (I,)nen eine aufsteigende Folge von
Idealen in R, d.h., es gilt I, C I,41 fiir alle n € N. Dann ist die Folge (I,)nen stationdr,
d.h., es gibt ein N € N, so dass fiir allen > N gilt I, = In.

Beweis. Sei I =, . In. Nach Lemma ist I wieder ein Untermodul von R, d.h., ein

neN 1
Ideal. Da R ein Hauptidealring ist, gibt es ein # € R mit I = (z). Nach Definition der

Vereinigung gibt es dann ein NV € N mit € Iy. Fiir alle n > N gilt nun
(x)cIyCIl,CI=(x),

und somit I,, = I. O

Proposition 8.2.24. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.

Beweis. Sei R ein Hauptidealring, und sei X C R\ {0} die Menge aller Elemente, die keine
Primfaktorzerlegung besitzen.

Behauptung. Fir alle x € X gibt es ein y € X mit (z) G (y).
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Diese Behauptung impliziert, dass X leer sein muss: Sonst wiirde eine nicht-stationére
aufsteigende Folge von Idealen in R existieren, im Widerspruch zum Lemma [8.2.23]

Ein Element x € X ist keine Einheit und kein Primelement. Nach Proposition [8.2.9(ii)
ist « auch nicht irreduzibel. Das heifit, es gibt eine Zerlegung x = yz, wobei y und z keine
Einheiten sind. Da x € X muss y € X oder z € X. Ohne Einschriankung sei y € X. Da R
ein Integritdtsring ist und z keine Einheit ist, sind z und y nicht assoziiert. Das heif}t, es
gilt (x) & (y), wie behauptet. O

Korollar 8.2.25. Die folgenden Ringe sind faktoriell: Z, Zi], Z|w] und K[T) fir einen
Korper K.

Beweis. Folgt aus Proposition [8.2.24] und Korollar [8.2.18 O

Bemerkung 8.2.26. Die Umkehrung von Proposition gilt nicht. Eigentlich ist die
Bedingung, ein Hauptidealring zu sein, viel strenger als die, faktoriell zu sein. Zum Beispiel
sagt das Lemma von Gaufs, das in der Vorlesung Algebra bewiesen wird, dass der Polynom-
ring R[T] tber einem faktoriellen Ring R wieder faktoriell ist. Damit sind Z[T] und die
Polynomringe in > 2 Variablen iiber einem Korper faktorielle Ringe, die keine Hauptideal-
ringe sind.

Proposition ii) verallgemeinert sich auf faktorielle Ringe:

Proposition 8.2.27. Sei R ein faktorieller Ring. Ein Element von R ist genau dann prim,
wenn es irreduzibel ist.

Beweis. Da R ein Integritatsring ist, ist jedes Primelement irreduzibel (Proposition 1))
Sei umgekehrt = € R ein irreduzibles Element, und sei = up; ... p, eine Primfaktorzerle-
gung von x. Wir zeigen, dass n = 1 gilt, so dass x = up; ein Primelement ist. Da x keine
Einheit ist, muss n > 1 sein. Angenommen wére n > 2. Nach Definition der Irreduzibilitit
muss dann up, oder ps...p, eine Einheit sein. Insbesondere ist p; oder ps eine Einheit, im
Widerspruch zur Definition eines Primelements. O

Bemerkung 8.2.28. Aus Bemerkung [8.2.11] und Proposition [8.2.27] folgt, dass der Ring
Z[+/—5] nicht einmal faktoriell ist.

Definition 8.2.29 (Vielfachheit). Sei R ein faktorieller Ring, sei » € R und sei p € R ein
Primelement. Die Vielfachheit von p in r ist

vp(r) = sup{n € N|p" teilt r} € NU {+o0}.

Man beachte dabei, dass v, (r) nur von der Aquivalenzklasse von p modulo Assoziiertheit
(d.h., von dem Ideal (p)) abhéngt. Zudem gilt v,(0) = +o0. Ist

T=Uup1...-Pn

eine Primfaktorzerlegung von r € R\ {0}, so folgt aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzer-
legung, dass
vp(r) =|{t € {1,...,n} | p und p; sind assoziiert}|.

Insbesondere gibt es nur endlich viele Assoziiertheitsklassen von Primelementen p, so dass

vp(r) # 0.

Bemerkung 8.2.30. Die Vielfacheit von ¢ € K in einem Polynom f € K[T] im Sinne
der Definition [6.3.19] ist genau die Vielfachheit des Primelements T' — @ in f im Sinne der

Definition [8:2.29]
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Bemerkung 8.2.31. Man kann die Primfaktorzerlegung in einem faktoriellen Ring R ein-
deutiger machen, indem man ein Reprédsentantensystem P der Primelemente von R modulo
Assoziiertheit auswéhlt (Definition [1.4.8]). Dann kann jedes r € R\ {0} als

r=a- H p'“p(’“)

peP

dargestellt werden, mit einer eindeutigen Einheit v € R*. Obwohl P unendlich sein kann,
ist das obige Produkt endlich, da es nur endlich viele p € P mit v,(r) # 0 gibt. Zum Beispiel

(siehe Beispiel [8.2.5)):

(i) Die Menge aller Primzahlen aus N ist ein Reprisentantensystem der Primelemente
von Z bis auf Assoziiertheit. Jedes r € Z \ {0} hat damit eine eindeutige Darstellung
7 = 4p;...py, wobei die p; Primzahlen sind.

(ii) Ist K ein Korper, so ist die Menge aller monischen irreduziblen Polynome tiber K
ein Reprisentantensystem der Primelemente von K[T'] bis auf Assoziiertheit. Jedes
f € K[T]\ {0} hat damit eine eindeutige Darstellung f = up; ...p,, wobei u € K*
und die p; monische irreduzible Polynome sind.

Proposition 8.2.32 (Teilbarkeitskriterium). Sei R ein faktorieller Ring und seienr,s € R.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) r teilt s.
(ii) Fir alle Primelemente p € R gilt v,(r) < vp(s).

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) folgt unmittelbar aus der Definition der Vielfachheit.
Die Implikation (ii) = (i) ist auch klar wegen der Darstellung r = u - [[,cp (") aus
Bemerkung [8.2.31 O

Beispiel 8.2.33.

(i) Folgende Zerlegungen sind Primfaktorzerlegungen in Z:

10=2-5,
56 =23 .7,
57 =3-19,
—36 = —2%.32,

(ii) Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und sei f € K[T]\ {0}. Die Primfaktor-
zerlegung von f lautet

f=u(T —a))?=H (T —a,)en D),

wobei u € K* der Leitkoeffizient von f ist und ag,...,a, € K die Nullstellen von f
sind.

(iii) Die Zerlegung
2T° + 1073 + 12T = 27(T% 4 2)(T?% + 3)

ist eine Primfaktorzerlegung in R[T].

Bemerkung 8.2.34. Primzahlen spielen eine wichtige Rolle in der Kryptographie und
damit in dem Alltag: Die Sicherheit von Bankgeschiften und Online-Authentifizierungs-
verfahren (wie bei den HTTPS und SSH Protokollen) beruht auf dem RSA-Algorithmus|
dessen Wirksamkeit héngt davon ab, dass die Primfaktorzerlegung einer natiirlichen Zahl mit
groflen Primfaktoren selbst mit einem Computer nicht in einer angemessenen Zeit berechen-
bar ist. (Das Zerlegen in Primfaktoren ist theoretisch einfach mit einem Quantencomputer,
so dass der RSA-Algorithmus nicht ,,quantensicher” ist, aber ob solche Quantenalgorithmen
in der Praxis laufen konnen, muss noch bestatigt werden.)
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8.2.4 Grofite gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache

Definition 8.2.35 (grofiter gemeinsamer Teiler, kleinstes gemeinsames Vielfaches). Sei R
ein kommutativer Ring und E C R eine Teilmenge.

o Ein gréfiter gemeinsamer Teiler von E ist ein Element d € R mit folgender Eigenschaft:
d teilt jedes Element von F, und teilt s € R jedes Element von E, so teilt s auch d.

o Ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von E ist ein Element m € R mit folgender
FEigenschaft: m ist durch jedes Element von E teilbar, und ist s € R durch jedes
Element von E teilbar, so ist s auch durch m teilbar.

Bemerkung 8.2.36. Nach der Bemerkung kénnen wir diese Definitionen auch folgen-
dermafle formulieren. Ein grofiter gemeinsamer Teiler von E ist ein Element d € R, so dass
(d) ein kleinstes Element der partiell geordneten Menge

({I C R|I Hauptideal und E C I}, Q)

ist. Auf dhnliche Weise ist ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von E ein Element m € R,
so dass (m) ein grofites Element der partiell geordneten Menge

({I € R| I Hauptideal und I C (,cx(e)},C)
ist.
Proposition 8.2.37. Sei R ein kommutativer Ring und E C R eine Teilmenge.
(i) Sind d und d' grofite gemeinsame Teiler von E, so sind d und d’' assoziiert.
(ii) Sind m und m' kleinste gemeinsame Vielfache von E, so sind m und m' assoziiert.

(iii) Ist das Ideal (E) ein Hauptideal, so ist jedes erzeugende Element von (E) ein grofiter
gemeinsamer Teiler von E.

(iv) Ist das Ideal (\,cp(e) ein Hauptideal, so ist jedes erzeugende Element von (.. p(e)
ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von E.

Beweis. Aussagen (i) und (ii) folgen unmittelbar aus den Definitionen: Zwei grofite gemein-
same Teiler bzw. kleinste gemeinsame Vielfache sind durcheinander teilbar. Aussagen (iii)
und (iv) folgen aus Bemerkung [8.2.36 O

Notation 8.2.38. Man schreibt ggT(E) fiir einen grofiten geimeinsamen Teiler von E und
kgV(E) fiir ein kleinstes gemeinsames Vielfaches von F. Nach Proposition |8.2.37(1,ii) sind
diese Elemente eindeutig bis auf Assoziiertheit, wenn sie existieren.

Bemerkung 8.2.39 (ggT und kgV in Hauptidealringen). Sei R ein Hauptidealring und
E C R eine Teilmenge. Nach Proposition [8.2.37(iii,iv) existieren ggT(E) und kgV(F), und
es gilt:

(g8T(E)) = (E) und (kgV(E)) = [ (e).

Proposition 8.2.40 (ggT und kgV in faktoriellen Ringen). Sei R ein faktorieller Ring und
E C R eine Teilmenge. Dann existieren ggT(E) und kgV(E). Ist P C R ein Reprdsentan-
tensystem der Primelemente von R bis auf Assoziiertheit, so gilt genauer:

(i) ggT(E) = [ cpp™ () B,
(ii) kgV(E) = HpGPpsup{vp(e) | EEE}‘

Dabei gelten die folgenden Konventionen: inf(@) = +o0, sup(&) = —oo, pT™° =0, p~> =1,
und ein Produkt mit unendlich vielen Faktoren # 1 ist null.
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Beweis. Zunichst beobachten wir, dass die Konventionen in Grenzféllen das Gewiinschte
leisten: In einem beliebigen kommutativen Ring gilt ggT(2) = 0, kgV (&) = 1, ggT({0}) =0
und kgV(E) =0 wenn 0 € E. Wenn E # @ und 0 ¢ E, kann noch das Produkt in (ii) eine
unendliche Potenz enthalten (wenn es ein p € P mit {v,(e) | e € E} unbeschrénkt gibt) oder
unendlich viele Faktoren # 1 haben (wenn es unendlich viele p € P mit {v,(e)|e € E} # {0}
gibt). In diesen Fillen gilt auch kgV(F) = 0, denn kein r € R\ {0} kann durch alle Elemente
von E teilbar sein nach dem Teilbarkeitskriterium R.2.32 In allen anderen Fillen haben wir
endliche Produkte von endlichen Potenzen, und die Aussage folgt unmittelbar aus dem
Teilbarkeitskriterium 8.2.32 O

Beispiel 8.2.41. Im Ring Z gilt 56 = 2-7 und 60 = 22.3-5. Damit ist ggT(56, 60) = 2% = 4
und kgV(56,60) = 23 -3 .57 = 840.

Algorithmus 8.2.42 (der euklidische Algorithmus). Sei R ein euklidischer Ring und sei
(a,b) € R?. Gesucht ist ggT(a,b). Angenommen wird ein Algorithmus fiir die Division mit
Rest beziiglich einer euklidischen Gradfunktion §: R\ {0} — N gegeben (solche Algorithmen
sind bekannt fiir R = Z oder R = KT, siehe Beispiel [6.3.13).

o Ist b =0, so gilt ggT(a,b) = a.
e Ist b # 0, so bestimmen wir g, € R mit
a=¢gb+r und (r=0oder §(r) <d(b)).

Dann gilt ggT(a,b) = ggT(b,r), denn ein Element teilt a und b genau dann, wenn es
b und r teilt.

Man wendet dann rekursiv den Algorithmus mit dem Paar (b,7) € R? an. Nach hochstens
d(b) + 1 Schritten wird das zweite Element zu Null und somit terminiert der Algorithmus.
In jedem Schritt diirfen wir auch a und b durch assoziierte Elemente ersetzen.

Beispiel 8.2.43. Wir berechnen ggT(42,30) in Z mit dem euklidischen Algorithmus:
o (42,30): Division mit Rest liefert 42 =1-30 + 12.
e (30,12): Division mit Rest liefert 30 = 2 - 12 4 6.
e (12,6): Division mit Rest liefert 12 =2-6 4+ 0.
e (6,0): Der Algorithmus terminiert und es gilt ggT(42,30) = 6.

Beispiel 8.2.44. Sei K ein Kérper. Wir berechnen ggT(T¢ —1,T% — 372 + 3T —2) in K[T
mit dem euklidischen Algorithmus:

o (T®—1,T3—3T?+ 3T — 2): Division mit Rest liefert

T® — 1= (T%4+37% + 6T + 11)(T® — 3T% + 3T — 2) + 21T% — 21T 4 21.

o (T3 —3T?%+3T —2,21T? — 21T + 21): Hier miissen wir zwei Fille unterscheiden. Falls
char(K) € {3, 7} terminiert bereits der Algorithmus und es gilt

geT(T® —1,T% —3T* + 37 —2) = T3 - 37* + 3T — 2.

Sonst kénnen wir das zweite Polynom durch die Einheit 21 teilen, und Division mit
Rest liefert:
T3 —3T*+3T —2= (T —2)(T?> -~ T+ 1) +0.

o (T? =T +1,0): Falls char(K) ¢ {3,7} terminiert hier der Algorithmus und es gilt

geT(T% —1,T% - 3T% 4+ 37T -2) =T? - T + 1.
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Bemerkung 8.2.45 (Lemma von Bézout). Sei R ein Hauptidealring und seien a,b € R.
Nach Bemerkung [8.2.39| gilt dann (a,b) = (ggT(a,b)), und insbesondere gibt es Elemente
u,v € R, so dass ua + vb = ggT(a,b). Diese Aussage fiir R = Z wird manchmal als Lemma
von Bézout bezeichnet. Im Fall einem euklidischen Ring R koénnen wir solche Elemente
und v mit dem euklidischen Algorithmus bestimmen, durch Riickwértssubstitution ab dem
vorletzten Schritt. Zur Veranschaulichung behandeln wir das Beispiel [8.2.43}

6=1-30—2-12=1-30—-2-(42—-1-30)=3-30—2-42.
Definition 8.2.46 (teilerfremd, komaximal). Sei R ein kommutativer Ring.
o Zwei Elemente z,y € R heiflen teilerfremd, wenn ggT(x,y) = 1.
o Zwei Ideale I,J C R heilen komazimal, wenn I + J = R.

Bemerkung 8.2.47. Sind die Hauptideale (z) und (y) komaximal, so sind = und y tei-
lerfremd nach Proposition iii). In einem Hauptidealring R gilt auch die Umkehrung,
denn (z) + (y) = (z,y) = (28T (z,y)) (Bemerkung[8.2.39). Im Allgemeinen gilt die Umkeh-
rung aber nicht, selbst wenn R faktoriell ist: Zum Beispiel sind 2 und T in Z[T] teilerfremd,
aber (2) und (T') sind nicht komaximal, da (2,T) # Z[T].

Bemerkung 8.2.48. Da R = (1) sind zwei Ideale I und J genau dann komaximal, wenn
lel+J.

Satz 8.2.49 (chinesischer Restsatz). Sei R ein kommutativer Ring, sei n € N und seien
Ii,..., I, C R Ideale in R, die paarweise komaximal sind. Dann ist die R-lineare Abbildung

n
p: R— [[R/L, e@)=(@+1,...x+ I,

i=1

surjektiv mit ker o = (i, I;. Insbesondere gibt es einen induzierten Isomorphismus
n
¢: R/(Nizy 1) = [ R/L.
i=1

Beweis. Der Kern der Quotientenabbildung ¢;: R — R/I; ist genau das Ideal I;. Da p(z) =
(301(‘T)7 EERE) Spn(‘r)) gilt

kerp = {w € R|p(x) =0} = [z € Rl wi(x) = 0} = [ I

Damit ist ¢ injektiv, und es bleibt zu zeigen, dass ¢ surjektiv ist. Sei e; € [[I_, R/I,
das n-Tupel (6;1 + I1,...,0in + 1), d.h., alle Koordinaten von e; sind null aufler der i-te
Koordinate, die gleich 1+ I; ist. Dann ist {ey, ..., e,} ein Erzeugendensystem des R-Moduls
[T;, R/I,. Damit geniigt es zu zeigen, dass fiir alle i € {1,...,n} gilt e; € im¢.
Behauptung. Fiir alle i € {1,...,n} sind die Ideale I; und ﬂ#i I; komaximal.

Zu jedem j # i gibt es Elemente z; € I; und y; € I; mit z; +y; = 1, da I; und I;
komaximal sind. Dann gilt

V=TI +y) =Tles+D> w0 e L+ 1L
i i i i

wie behauptet.

Nach der Behauptung gibt es zu jedem ¢ € {1,...,n} Elemente r; € I; und s; € ﬂj# I
mit r;+s; = 1. Es gilt dann ¢;(s;) = 0 falls j # ¢, da s; € I;, und es gilt ;(s;) = pi(1—7;) =
wi(1) =1+1;, da r; € I;. Also gilt ¢(s;) = e;, wie gewiinscht. O
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Korollar 8.2.50 (chinesischer Restsatz fir Hauptidealringe). Sei R ein Hauptidealring, sei
n € N und seien ay,...a, € R Elemente von R, die paarweise teilerfremd sind. Dann ist
die R-lineare Abbildung

o: R— HR/(%‘), o@) = (z+ (a1),...x + (an)),

i=1

surjektiv mit ker ¢ = (a1 - ... - ay). Insbesondere gibt es einen induzierten Isomorphismus

¢: R/(ay-...-a,) > HR/(ai).

Beweis. Da die Elemente a; paarweise teilerfremd sind, sind die Ideale (a;) paarweise ko-

maximal nach Bemerkung [8.2.47 Zudem gilt kgV(aq,...,a,) = a1 - ... - a, nach Proposi-
tion [8.2.40(ii). Nach Proposition [8.2.37|iv) gilt dann (;_,(a;) = (a1 - ... - ay). Mit diesen
Vorbemerkungen ist nun das Korollar ein Sonderfall des Satzes [8:2.49] O

Beispiel 8.2.51.

(i) Fir Primzahlen p # ¢ liefert der chinesische Restsatz einen Isomorphismus von abel-
schen Gruppen

Z)pqZ = 7)pZ x Z.)]qZ, n+ pqZ +— (n+ pZ,n + qZ).

Im Gegensatz dazu sind die abelschen Gruppen Z/p?Z und Z/pZ x Z]pZ micht iso-
morph: In Z/p*Z gibt es ein Element x mit p-x # 0 (z.B., z = 1 + p?Z), aber in
Z/pZ x Z/pZ gilt p - x = 0 fir alle Elemente x.

(ii) Es gibt Isomorphismen von abelschen Gruppen

7./307 = 7./57, x 7./67Z
~ 7./37 x Z/10Z
~ 7,/97 x 7./15Z
~ 7./27 x 7./37. x Z/5Z.

(iii) Sei K ein Korper und seien a,b € K mit a # b. Dann sind die Polynome T' — a und
T — b irreduzibel und nicht assoziiert, und somit teilerfremd. Nach dem chinesischen
Restsatz gibt es einen Isomorphismus

K[T|/I = K[T/(T — a) x K[T]/(T = b),

wobei I = (T? — (a + b)T + ab).
Auflerdem ist der Einsetzungshomorphismus ¢,: K[T] — K, p  p(a), surjektiv mit

Kern (T'—a) (nach Proposition|6.3.15). Nach dem Homomorphiesatz induziert er einen
Isomorphismus &,: K[T]/(T — a) = K. Damit erhalten wir einen Isomorphismus

K[T|/I 5 K xK, p+1 (p(a),p(b)).

Beispiel 8.2.52 (simultane Kongruenzen). Der Beweis des chinesischen Restsatzes und der
euklidische Algorithmus erlauben die explizite Losung von Kongruenzsystemen mit teiler-
fremden Moduln in euklidischen Ringen.

Zum Beispiel: Gesucht ist die Menge X aller n € Z, so dass

n=1 mod 2,
n=2 mod 3,
n=0 mod 5.
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Man beachte dabei, dass die Zahlen 2, 3 und 5 paarweise teilerfremd sind. Wir betrachten
die Abbildung

p: L —7J/27 x 7./3Z x Z/5Z,
n > (n+2Z,n + 3Z,n + 5Z).

Die gesuchte Losungsmenge X ist dann das Urbild von {([1],[2], [0])} unter ¢. Nach Korol-
lar [8:2.50] ist X nicht leer, und zwar der Gestalt

X = ng + 3OZ,

wobei ng eine beliebige Losung ist. Um ein solches ng zu finden, verfahren wir wie im Beweis
von Satz[8.2.49] Wir suchen némlich 7, s; € Z, i € {1,2,3}, mit folgenden Eigenschaften:

r1 €27, s1 €15Z, 11+ 51 =1,
ro € 3Z, S9 € 10Z, 19+ s9 = 1,
r3 € bZ, s3 € 6Z, rg+ sz =1,

so dass ¢(s;) = e;. Dazu verwenden wir den euklidischen Algorithmus, genauer die Bemer-
kung [8.2.45; Da ggT(2,15) = 1, kénnen wir u,v € Z finden mit 2u + 150 = 1:

15=7-241 = 1=2-(-7)+15-1.

Damit kénnen wir 1 = —14 und s; = 15 auswéahlen. Auf dhnliche Weise finden wir ro = —9,
so = 10, r3 = —5 und s3 = 6. Schliefllich erhalten wir

([1,[2,[0]) =1-e1+2-e2+0-e3 =(1-51+2-52+0-53) = p(35),
so dass X = 35+ 30Z = 5 + 30Z.

8.3 Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

8.3.1 Prasentationen von Moduln

Nicht jeder Modul M iiber einem Ring R ist frei, aber er lasst sich als Kokern einer linearen
Abbildung zwischen freien Moduln darstellen. Man wéhlt ndmlich eine erzeugende Familie
F = (x;)icr in M aus, um eine surjektive lineare Abbildung

YR RD M

zu erhalten. Der Kern ker o heifit den Relationenmodul von F: Er besteht genau aus den
Familien (r;);e; € RY), so dass die entsprechende Linearkombination der Familie F null ist.
Wiahlt man nun eine Familie G = (y;), e in RM) aus, die ker pp erzeugt, so erhalten wir
eine lineare Abbildung

vg: RY) = rD

mit im pg = ker o . Nach dem Homomorphiesatz induziert dann ¢ einen Isomorphismus
@r: cokerpg = RY /im g 5 M.
Eine solche Darstellung von M heifit Prdsentation:

Definition 8.3.1 (Prisentation eines Moduls, endlich prisentierbar). Sei R ein Ring und
M ein R-Modul.

o Eine Prdsentation von M besteht aus zwei Mengen I, J und zwei lineare Abbildungen
R % rD Ly

so dass f surjektiv ist und im g = ker f.
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e M heiflt endlich prdsentierbar, wenn es eine Prasentation besitzt, in der die Mengen [
und J endlich sind.

Bemerkung 8.3.2. Nach Definition ist ein R-Modul genau dann endlich erzeugt, wenn er
eine Présentation wie oben besitzt, in der die Menge I endlich ist. Insbesondere sind endlich
priasentierbare Moduln endlich erzeugt. Im Allgemeinen gilt die Umkehrung aber nicht.

Beispiel 8.3.3.
(i) Die Folgen

7 — 7 - 7.)27 72 - 7 - 7.)27
T 2 T+ 4x1 + 629

sind Présentationen des Z-Moduls Z/2Z.

(ii) Seien ny,...,ny € Z. Dann ist die Folge
78 BN 7F S T Z @ - ®Z/mZ mit A = diag(n,,...,n) € My(Z)
eine Prasentation des Z-Moduls Z/mZ @ - - - & Z/nyZ.

(iii) Die folgende Folge ist eine Prasentation des Z-Moduls Z:

zZ Eay 72 Leo g mit A_(2

) wdB=(2 3).

Die folgende Definition spielt eine wichtige Rolle in der Kommutativen Algebra und in
der Algebraischen Geometrie:

Definition 8.3.4 (noetherscher Ring). Ein Ring R heifit noethersch, wenn jedes Ideal I C R
ein endlich erzeugter R-Modul ist.

Bemerkung 8.3.5.
(i) Jeder Hauptidealring ist nach Definition noethersch.

(ii) Ist f: R = S ein surjektiver Ringhomomorphismus und ist R noethersch, so ist auch
S mnoethersch. Denn jedes Ideal I C S ist das Bild des Ideals f~1(I) C R unter
f, und ist E ein endliches Erzeugendensystem von f~'(I), so ist f(E) ein endliches
Erzeugendensystem von I.

(iii) Der Hilbertsche Basissatz sagt, dass der Polynomring R[T] iiber einem noetherschen
Ring R wieder noethersch ist. Beispielsweise ist der Polynomring in n Variablen iiber
einem Hauptidealring noethersch.

Proposition 8.3.6. Sei R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul.
Dann ist jeder Untermodul N C M endlich erzeugt.

Beweis. Sei {x1,...,2z,} ein Erzeugendensystem von M. Wir beweisen die Aussage durch
Induktion {iber n. Falls n = 0 ist M = {0} und damit auch N = {0}. Falls n > 1 betrachten
wir M’ = Spang{z1,...,2,—1} C M und die Quotientenabbildung =: M — M/M":

M M —"% M/M'

[

NAM —— N "y 7).
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Der Modul M/M’" wird von z, + M’ erzeugt, und es gibt insbesondere eine surjektive
R-lineare Abbildung f: R — M/M’. Jeder Untermodul U von M/M’ ist das Bild des
Ideals f~1(U) unter f. Da R noethersch ist, ist f~1(U) und damit auch U endlich erzeugt.
Insbesondere ist 7(NN) endlich erzeugt, d.h., es gibt eine endliche Teilmenge E C N mit
m(N) = Spang(w(FE)). Auf der anderen Seite ist N N M’ endlich erzeugt nach Indukti-
onsvoraussetzung, d.h., es gibt eine endliche Teilmenge FF C N mit N N M’ = Spang(F).
Dann ist die Menge E'U F' endlich und es gilt N = Spang(E U F'), denn: Sei € N. Da
m(Spang(E)) = Spang(m(E)) = m(N) gibt es ein y € Spang(E) mit 7(z) = 7(y). Dann gilt
x—y € NNkerm = NNM' = Spang(F), und damit z = y+(z—y) € Spang(E)+Spang(F) =
Spang(E U F). O

Korollar 8.3.7. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist jeder endlich erzeugte R-Modul
endlich prdsentierbar.

Beweis. Sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Es gibt dann ein m € N und eine surjektive
lineare Abbildung f: R™ —» M. Nach Proposition ist ker f wieder endlich erzeugt.
Es gibt damit ein n € N und eine lineare Abbildung ¢g: R — R™ mit img = ker f. Die
Abbildungen f und g bilden eine Présentation des Moduls M, der somit endlich prasentierbar
ist. O

8.3.2 Torsion und Lange

Ein neues Phénomen bei Ringen im Vergleich zu Kérpern ist die Existenz von Nullteilern:
Ein Produkt r-s kann null sein, selbst wenn r und s nicht null sind. Es gibt aber ein weiteres
neues Phénomen bei Moduln im Vergleich zu Vektorrdumen: Ist M ein R-Modul und ist
xz € M\ {0}, so kann 7 - 2 null sein, selbst wenn r € R kein Nullteiler ist. Zum Beispiel gilt
2-[1] = 0 im Z-Modul Z/2Z, und 2 € Z ist kein Nullteiler. Dieses Phdnomen heiit Torsion.

Definition 8.3.8 (Torsionselement, Torsionsuntermodul, Torsionsmodul, torsionsfrei). Sei
R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul.

e Ein Element x € M heifit Torsionselement, wenn r - x = 0 fiir ein Element r € R, das
kein Nullteiler ist.

e Die Teilmenge aller Torsionselemente von M heifit der Torsionsuntermodul von M und
wird mit T'(M) bezeichnet.

o M heiBt Torsionsmodul, wenn T(M) = M, und torsionsfrei, wenn T'(M) = {0}.

Proposition 8.3.9 (Eigenschaften der Torsion). Sei R ein kommutativer Ring und M ein
R-Modul.

(i) T(
(i) T'(
)
)

T (M) ist ein Untermodul von M.
T(M) ist ein Torsionsmodul.
(iii) M/T(M) ist torsionsfrei.

(iv) Ist (M,)ier eine Familie von R-Moduln, so gilt

T (EBI Mi) - G?T(Mi).

Beweis. Zu (i). Wir verwenden das Kriterium Das Nullelement 0 € M ist ein Torsi-
onselement, denn 1-0 = 0 und 1 € R ist kein Nullteiler (siche Bemerkung [8.1.17](i)). Seien
x,y € T(M) und sei r € R. Es gilt sz = 0 und ty = 0 fiir Elemente s,t € R, die keine Null-
teiler sind. Dann ist s(rz) = r(sz) = r0 = 0, so dass rz € T(M). Da s und ¢ keine Nullteiler
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sind, ist auch das Produkt st kein Nullteiler. Zudem gilt st(z+y) = t(sx)+s(ty) = t0+s0 = 0,
so dass x +y € T(M).

Zu (ii). Nach Definition sind alle Elemente von T'(M) Torsionselemente.

Zu (iii). Sei  + T(M) ein Torsionselement von M/T(M). Es gibt dann einen Nicht-
Nullteiler » € R mit r(x + T(M)) = 0, d.h., ra € T(M). Es gibt dann wiederum einen
Nicht-Nullteiler s € R, so dass srz = 0. Da das Produkt sr kein Nullteiler ist, gilt « € T(M),
dh, 2 +T(M)=0.

Zu (iv). Sei x = (2i)icr € @,c; Mi. Zu zeigen ist, dass = genau dann ein Torsionsele-
ment ist, wenn alle x; Torsionselemente sind. Ist x ein Torsionselement, so gibt es einen
Nicht-Nullteiler » € R mit ra; = 0 fiir alle 4 € I. Insbesondere sind alle Elemente x; Torsi-
onselemente. Seien umgekehrt alle x; Torsionselemente. Nach Definition der direkten Summe
gibt es eine endliche Teilmenge J C I, so dass z; = 0 fir alle ¢ € I\ J. Fur jedes j € J
wahlt man einen Nicht-Nullteiler r; € R aus, so dass rjz; = 0. Dann ist = []._; r; kein
Nullteiler, und es gilt rx = 0.

jeJ

Beispiel 8.3.10. Sei R ein kommutativer Ring.

(i) Jeder freie R-Modul M ist torsionsfrei. Ohne Einschrinkung ist M = R, Ist r €
R kein Nullteiler und ist 7 - (z;)ie; = 0 in RU | so muss jedes z; € R null sein
(nach Definition von Nullteiler). Das gleiche Argument zeigt, dass der R-Modul R!
torsionsfrei ist (aber nicht unbedingt frei, siehe Beispiel V))

(ii) Jeder Untermodul eines torsionsfreien R-Moduls ist wieder torsionsfrei. Insbesondere
ist jedes Ideal I C R ein torsionsfreier R-Modul.

(iii) Sei I C R ein Ideal, das einen Nicht-Nullteiler enthélt. Dann ist der zyklische R-Modul
R/I ein Torsionsmodul. Denn fiir alle » € I und = € R gilt r(x +I) = 0.

(iv) Ist K ein Kérper und ist R C K ein Unterring, so ist K ein torsionsfreier R-Modul.
Zum Beispiel ist Q ein torsionsfreier Z-Modul, der aber kein freier Z-Modul ist (siehe

Beispiel [8.1.33(iv)).
Notation 8.3.11. Sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und r € R. Dann ist
T,(M) :={x € M | es gibt ein n € N mit "z = 0}

ein Untermodul von M. Man schreibt auch M[r*] oder M (r) fiir diesen Untermodul und
bezeichnet ihn als den r-Torsionsuntermodul von M. Falls r kein Nullteiler ist, gilt nach
Definition T,.(M) C T'(M).

Notation 8.3.12. Sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und r € R. Dann ist
rM = {rz|z € M}
ein Untermodul von M.

In folgender Aussage wird die universelle Eigenschaft der direkten Summe verwendet,

siehe Proposition [6.1.3(ii).

Proposition 8.3.13 (Zerlegung der Torsion iiber Hauptidealringen). Sei R ein Hauptideal-
ring, P ein Reprasentantensystem der Primelemente von R bis auf Assoziiertheit und M ein
R-Modul. Die Inklusionsabbildungen T,(M) — T'(M) induzieren einen Isomorphismus

P 1, (M) 5 T(0).

peP
Ist M endlich erzeugt, so gibt es nur endlich viele p € P mit T,(M) # {0}, und es gibt dann
ein n € N mit p"T,(M) = {0}.
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Beweis. Sei f die gegebene Abbildung. Wir beweisen, dass f surjektiv und injektiv ist.

Zur Surjektivitdt. Sei x € T(M), so dass rz = 0 mit einem r € R\ {0}. Man schreibt
r = up{'...pt* mit u € R* und paarweise verschiedenen Elementen p1,...,p, € P. Wir
zeigen durch Induktion iiber n, dass x im Bild von f liegt. Falls n = 0 gilt sogar x = 0. Sei
alson > 1, und seien y = pT'z und z = p5? ... pSrz. Daps? ... ptry = 0 gilt y € im f nach der
Induktionsvoraussetzung. Da p{'z = 0 gilt z € T,,, (M) nach Definition. Da p{* und p5? ... p&»
teilerfremd sind und R ein Hauptidealring ist, gibt es u,v € R mit up$* + vp§? ... p» = 1.
Dann gilt = uy + vz € im f. Also ist f surjektiv

Zur Injektivitdt. Sei () C P eine endliche Teilmenge und zu jedem p € @ sei z, € T,,(M),
sodass ) o Tp = 0. Zu zeigen ist, dass alle z, null sind. Zu jedem p € @ gibt es ein n, € N
mit p"rx, = 0. Sei ¢ € Q beliebig und sei r = H;DEQ\{q} p". Aus der Gleichheit z, =
— ZpeQ\ {a} Tp folgt, dass rz4 = 0. Da 7 und ¢" teilerfremd sind und R ein Hauptidealring
ist, gibt es w,v € R mit ur + vg"* = 1. Dann gilt x, = urz, + vg"1z, = 0, wie gewiinscht.

Sei nun M endlich erzeugt. Nach Proposition sind T'(M) und T,(M) auch endlich
erzeugt. Eine direkte Summe von unendlich vielen nicht-trivialen R-Moduln ist aber nicht
endlich erzeugt, denn jedes Element und somit jede endliche Teilmenge der Summe muss in
einer endlichen Teilsumme enthalten sein. Damit gibt es nur endlich viele p mit T,,(M) # {0}.

Sei {z1,...,z,} ein Erzeugendensystem von T,(M). Zu jedem 7 gibt es ein n; € N mit
pix; = 0. Ist n > max{ni,...,n.}, so gilt p"a; = 0 fir alle ¢« € {1,...,7}, und damit
p"z =0 fir alle x € Spang{x1,..., 2.} = T,(M). O

Beispiel 8.3.14. Sei R =Z und M = Z/30Z. Dann gilt T(M) = M,
Ty(M) = 15Z/30Z, Ts(M) = 10Z/30Z, Ts(M) = 6Z/30Z
und T,(M) = {0} fur alle anderen Primzahlen p. Damit erhalten wir die Zerlegung
7,/30Z = 157,/30Z & 10,307 & 67 /307.

Nach dem Homomorphiesatz gibt es zudem Isomorphismen Z/27 = 15Z/30Z, 7./37 =
10Z/30Z und Z/5Z = 6Z/30Z. Der Isomorphismus aus Proposition [8.3.13| ist dann die
Umkehrabbildung zum Isomorphismus aus dem chinesischen Restsatz (Korollar [8.2.50)).

Der Begriff der Dimension existiert bei beliebigen Ringen nicht. Es gibt aber mehrere
teilweise Erweiterungen dieses Begriffs, die in verschiedenen Situationen niitzlich sind. Zum
Beispiel kann man den Rang eines Moduls iiber einem Integritéitsring R definieren, so dass
der Rang von R" gleich n ist (das werden wir spéter im Fall eines Hauptidealringes be-
sprechen). Die Linge eines Moduls ist eine andere Verallgemeinerung der Dimension auf
beliebige Ringe:

Definition 8.3.15 (Léinge eines Moduls). Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Die Ldnge
von M ist

es gibt eine Kette von Untermoduln

éR(M)—sup{neN {O}ZMongg'--;Mn:M}GNU{OO}'

Beispiel 8.3.16.
(i) Nach Definition gilt £g(M) = 0 genau dann, wenn M = {0}.

(ii) Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Aus Proposition [3.3.35 folgt leicht, dass
L (V) =dimg (V) gilt.

(iii) Es gilt £z(Z) = oo, denn fir jedes n € N gibt es zum Beispiel die Kette
{0y 2" 'zS .- C2ZL S L
Ist allgemeiner R ein Integrititsring, der kein Korper ist, und ist n € N'\ {0}, so gilt
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Proposition 8.3.17 (Eigenschaften der Lange). Sei R ein Ring.
(i) Sind M und N isomorphe R-Moduln, so gilt Lr(M) = Lr(N).
(ii) Sei M ein R-Modul und M’ C M ein Untermodul. Dann gilt

Lr(M) = ER(M/) + ER(M/M/).
(iii) Seien M und N zwei R-Moduln. Dann gilt

(r(M @ N)=/(r(M)+(r(N).

(iv) Ist R ein Hauptidealring und ist r € R\ {0}, so gilt

Lr(R/(r)) = Anzahl der Primfaktoren von r.

Beweis. Zu (i). Sei f: M = N ein Isomorphismus. Das Bild bzw. das Urbild unter f einer
Kette von Untermoduln ist eine Kette derselben Léange, so dass {r(M) = £r(N).

Zu, (ii). Sei m: M — M/M' die Quotientenabbildung. Seien {0} = M}y & --- G M), = M’
und {0} = No & --- G N, = M/M’ Ketten von Untermoduln. Die Kette

(O =My G G My = M =7 ' (Ng) G-+ G (Vo) = M

zeigt, dass £r(M) > m + n und damit £r(M) > br(M') + Lr(M/M").
Sei umgekehrt {0} = My G --- & M,, = M eine Kette von Untermoduln von M. Sie
induziert zwei Ketten

MonM' Cc---CcM,NnM und w(My)C-- C (M),

in denen die Inklusionen kénnen Gleichheiten sein. Gilt aber w(M;_1) = w(M;), so muss
M,y N M # M; N M’ gelten, denn: Sei x € M; \ M;_1. Aus n(M;_1) = n(M;) folgt, dass
ein y € M;_1 mit x + M' = y + M’ existiert. Dann liegt x — y in M; N M’, aber nicht in
M;_1NM',dax=(x—y)+y¢ M;_1. Dies zeigt, dass die gesamte Lange der zwei Ketten
gleich n ist, und damit dass {g(M) < lr(M') + ¢r(M/M').

Zu (iii). Es gibt Isomorphismen M 2 M & {0} C M & N und N = (M & N)/(M @ {0}).
Die Aussage folgt damit aus (i) und (ii).

Zu (iv). Seir = up{' ... pr eine Primfaktorzerlegung von r, wobei u € R* und p1, ..., Dy
paarweise nicht-assoziierte Primelemente sind. Nach dem chinesischen Restsatz fiir Haupt-
idealringe (Korollar [8.2.50) gibt es einen Isomorphismus

R/(r) = R/(p7") @@ R/(p").

Wegen (iii) konnen wir damit annehmen, dass r = p® mit einem Primelement p € R und
einem e € N. Die Kette

{0} =)/ S @ ")/0) S S 0")/®°) = R/(p°)

zeigt, dass {r(R/(p°®)) > e. Das Urbild in R einer beliebigen Kette von Untermoduln von
R/(p®) ist eine Kette von Idealen in R, die (p°®) enthalten. Ist I ein beliebiges Ideal in R mit
(p¢) C I, so ist I = (a) mit a|p®. Nach der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist a zu
p? assoziiert mit einem d € {0,...,e}. Insbesondere gibt es héchstens e + 1 solche Ideale,
was (r(R/(p°)) < e zeigt. O

Wir besprechen nun ein paar Anwendungen der Lange auf Hauptidealringe.
Proposition 8.3.18 (Rang freier Moduln tiber Hauptidealringen). Sei R ein Hauptidealring

und seten n,m € N. Sind die R-Moduln R"™ und R™ isomorph, so gilt n = m.
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Beweis. Falls R ein Korper ist, ist die Aussage schon bekannt (Satz . Sonst gibt
es nach der Primfaktorzerlegung mindestens ein Primelement p € R. Sei f: R® = R™
ein Isomorphismus. Dann schrankt sich f zu einem Isomorphismus zwischen Untermoduln
p(R™) = p(R™), und induziert damit einen Isomorphismus zwischen Quotientenmoduln
R"/p(R"™) = R™/p(R™). Insbesondere gilt £r(R"/p(R"™)) = {r(R™/p(R™)) nach Proposi-
tion i). Mit dem Homomorphiesatz erhalten wir zudem einen Isomorphismus

R"/p(R™) = (R/(p))",
(r1y. .o ymn) +(R™) = (r1 + (p),-- -, mn + (p))

(die komponentenweise Quotientabbildung R™ — (R/(p))" ist surjektiv mit Kern p(R™)).
Aus Proposition [8.3.17(i,iii,iv) folgt nun

(r(R"/p(R")) = Lr((R/(p))") = n-Lr(R/(p)) =n-1=n.
Das Gleiche gilt aber mit m anstelle von n, so dass n = m. O

Bemerkung 8.3.19. Proposition [8.3.18| gilt eigentlich fir einen beliebigen kommutati-
ven Ring R # {0}. Das werden wir spiter mithilfe der dufieren Potenz beweisen (Korol-

lar [10.2.11)).

Die néichste Proposition ist eine Verallgemeinerung der Proposition [8.3.18| (man gewinnt
sie zurtick, wenn alle Ideale null sind).

Proposition 8.3.20 (Eindeutigkeit der Elementarteiler). Sei R ein Hauptidealring. Seien
n,m € N und seien

(1) C(a2) C - Clan) G R und (B1) C(B2) C--C(Bm) G R

Ketten von Idealen in R. Gibt es einen Isomorphismus von R-Moduln

P R/(i) = P R/(B),
=1 i=1

so gilt n =m und («;) = (B;) fiir allei € {1,...,n}.

Beweis. Seien M = @;_, R/(e;) und N = @.", R/(8;). Ist a # 0, so ist R/(«) ein Tor-
sionsmodul nach Beispiel [8.3.10{(iii). Ist aber o = 0, so ist R/(a) = R torsionsfrei nach Bei-
spiel [8.3.10(1). Ist r die Anzahl der «;, die gleich Null sind, so gilt nach Proposition iv)

T(M) = é{()} ® é R/(o;), wund damit M/T(M)= R".
=1 1=r+1

Ein Isomorphismus M = N induziert Isomorphismen 7'(M) = T(N) und daher M /T (M) =
N/T(N). Nach Proposition muss deswegen r auch die Anzahl der 3; sein, die gleich
Null sind. Wir kénnen damit annehmen, dass a; und £; nicht null sind.

Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle & < min{m, n} gilt (o) = (Bx). Durch vollstandige
Induktion iiber k& konnen wir annehmen, dass fiir alle i < k gilt bereits (o;) = (5;). Ein
Isomorphismus M = N induziert einen Isomorphismus apM = apN. Fiir i € {k,...,n}
gilt o € (ay) und damit ax(R/(a;)) = {0}. Nach Induktionsvoraussetzung gilt aulerdem
R/(a;) = R/(B;) fir alle i € {1,...,k — 1}. Damit erhalten wir Isomorphismen

k—1 m
P ar(R/(8:)) = arM = N = P ar(R/(B:)).

i=1 i=1
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Nach Proposition [8.3.17(iv) ist die Lange jedes Moduls R/(3;) endlich, und nach Propositi-
on [8.3.17|(ii) ist die Lénge jedes Untermoduls ay(R/(5;)) auch endlich. Berechnet man die
Lénge von beiden Seiten mit Proposition [8.3.17|(iii), so erhalten wir

lr (@ ak@/(ﬁi))) =0.
i=k
Insbesondere ist ax(R/(8x)) = {0}, d.h., (ax) C (Bk). Vertauschen wir die Rollen der o
und der 3;, so erhalten wir ebenso (8x) C (o), und somit (o) = (Bx), wie gewlinscht.
Sei jetzt ohne Einschrankung m > n. Es gilt also («;) = (8;) fiir alle i € {1,...,n}. Nach
Vergleich der Langen von M und N mit Proposition i,iii,iv), erhalten wir

lr ( é R/(ﬁi)) =0,

1=n—+1

und damit @;", | R/(8;) = {0}. Da (8;) # R ist, ist das nur méglich, wenn n = m. O

8.3.3 Der Elementarteilersatz

Nach Korollar 8237 kann jeder endlich erzeugte Modul M iiber einem Hauptidealring R als
Kokern einer R-linearen Abbildung

f:R" = R™

dargestellt werden. Eine solche lineare Abbildung (und somit der Modul M bis auf Isomor-
phie) ist eindeutig durch eine Matrix A € M, x,(R) bestimmt, was ganz konkret ist. Das
Klassifikationsproblem fiir endlich erzeugte R-Moduln lisst sich damit in ein Klassifikati-
onsproblem fiir Matrizen {iber R {ibersetzen, das durch den folgenden Satz gelést wird.

Satz 8.3.21 (Smith-Normalform iiber Hauptidealringen). Sei R ein Hauptidealring, seien
M, N freie R-Moduln vom Rang m,n € N und sei f: N — M eine R-lineare Abbildung.
Dann existieren Basen B von N und C von M, so dass

D OTTL*T .
ng =, ). D= digldid), dild 0.

m—r,r Om—r,n—r
Auferdem sind r und das r-Tupel von Idealen ((dy),...,(d,)) eindeutig durch f bestimmt.

Eine m x n-Matrix iiber R wie im Satz heifit in Smith-Normalform. Die Zahl r € N heif3t
der Rang der linearen Abbildung f und die (bis auf Assoziiertheit bestimmten) Elemente
di,...,d, heiflen die Elementarteiler von f. Ist R ein Korper, so haben wir diesen Satz
bereits bewiesen (Satz . Dort wurde aber der Basisergdnzungssatz verwendet, der
iiber Hauptidealringen nicht gilt (z.B., die Familie (2) im Z-Modul Z ist linear unabhéngig,
aber kann nicht zu einer Basis ergdnzt werden).

Fiir den Beweis brauchen wir noch eine Vorbemerkung zu Elementarmatrizen. Uber
einem beliebigen Ring R koénnen wir die n x n-Elementarmatrizen V;;, M;(A) mit A € R* und
A;;j(a) mit o € R genau wie in Definition definieren. Diese Matrizen sind invertierbar,
mit Inversen V;;, M;(A~!) und A;;(—a). Multiplikation von links bzw. von rechts mit einer
Elementarmatrix entspricht einer elementaren Zeilenumformung bzw. Spaltenumformung.
Ein wichtiger Unterschied zu Koérpern ist folgender: Im Allgemeinen kann man nicht eine
beliebige Matrix iiber R durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen;
hierzu war die Existenz von multiplikativen Inversen in R\ {0} notwendig.

Beweis von Satz[8.3.21. Zur Eindeutigkeit. Sei A = [f]5. Die Basen B und C' liefern ein

kommutatives Quadrat

R LA, gm
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und daher einen Isomorphismus zwischen den Kokernen R™/im L, = M/im f. Wegen der
Gestalt der Matrix A gilt dann

M/im f=R™" & P R/(dy).

i=1

Sei k die Anzahl der d;, die Einheiten sind (d.h., mit (d;) = R). Nach Proposition
sind n und m eindeutig durch N und M bestimmt. Nach Proposition 8:3.20| sind m — r und
die Kette von Idealen (d,,) C -+ C (dg41) eindeutig durch f bestimmt. Insbesondere sind r
und k eindeutig durch f bestimmt, und damit alle Ideale (d;).

Zur Existenz. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei M = R™ und N = R"™. Dann
ist f = L4 mit einer m x n-Matrix A = (a;;);; iber R, und die Existenz der Basen B und
C ist dquivalent zur folgenden Aussage: Es gibt invertierbare Matrizen S € GL,,(R) und
T € GL,(R), so dass die Matrix S - A - T in Smith-Normalform ist; man nimmt dann fiir
B die Spalten von T und fiir C' die Spalten von S~!'. Wir beweisen diese Aussage durch
Induktion iiber m. Falls A = 0 (insbesondere falls m = 0), ist die Aussage trivial. Sonst
koénnen wir Zeilen bzw. Spalten vertauschen, so dass a1 # 0.

Wir werden die folgende Abbildung verwenden, die auf einem beliebigen faktoriellen Ring
R wohldefiniert ist:

0: R\ {0} = N, §(r) = Anzahl der Primfaktoren von r,

wobei die Primfaktoren mit Vielfachheit gezdhlt werden. Man beachte dabei, dass im All-
gemeinen § keine euklidische Gradfunktion ist. Falls R ein euklidischer Ring ist, kénnen
wir aber im Weiteren eine euklidische Gradfunktion anstelle von diesem ¢ verwenden. Wir
verfahren jetzt durch vollstandige Induktion iiber §(a;1), und wir betrachten zwei Falle.

1. Fall: Es gibt einen Koeffizient a;; oder a;j, der nicht durch ai; teilbar ist. Durch
Transponieren und Vertauschen von Zeilen kénnen wir annehmen, dass as; nicht durch aq;
teilbar ist. Sei d = ggT(a11,a21) und seien r,s € R die Elemente, so dass rd = a;; und
sd = ag;. Es gilt dann ggT(r, s) = 1, und damit gibt es u,v € R mit ur +wvs = 1. Die Matrix

()

ist invertierbar, da det(U) = 1, und es gilt:

i) = (2)
any *
Nach der Wahl von d gilt aulerdem d(d) < d(aq1). Multipliziert man A von links mit der
invertierbaren m x m-Matrix
U 0
(0 )

so reduziert man den 6-Wert des ersten Koeffizienten. Nach Induktionsvoraussetzung konnen
wir dann die Matrix weiter auf Smith-Normalform bringen.

2. Fall: Alle Koeffizienten a;; und ai; sind durch a;; teilbar. Durch elementare Zeilen-
und Spaltenumformungen kénnen wir dann annehmen, dass die Matrix A die folgende Ge-

stalt hat:
_ (a1 0
A‘(o A)

Nach der Induktionsvoraussetzung bzgl. m konnen wir A’ auf Smith-Normalform bringen.
Gilt nun aj1age in der neuen Matrix, so ist die ganze Matrix in Smith-Normalform. Sonst
addieren wir die zweite Spalte zur ersten Spalte und wenden wir den ersten Fall an. O
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Bemerkung 8.3.22 (Smith-Normalform iiber euklidischen Ringen). Wenn R ein euklidi-
scher Ring ist, kénnen wir im obigen Beweis § durch eine euklidische Gradfunktion ersetzen.
Im ersten Fall haben wir dann die folgende Vereinfachung: Es gibt ¢, € R mit as; = gai1+r
und §(r) < 6(aq1). Anstatt mit U zu multiplizieren, konnen wir mit der Matrix V2421 (—¢q)
multiplizieren, um a;1 durch 7 zu ersetzen. Mit dieser Verdnderung lduft der ganze Beweis
mit nur elementaren Zeilen- und Spaltenumformungen, d.h., die invertierbare Matrizen S
und T sind Produkte von Elementarmatrizen. Wenden wir jetzt den Satz auf eine invertier-
bare n x n-Matrix A an, so schlieflen wir, dass A ein Produkt von Elementarmatrizen ist.
Anders gesagt gilt das Korollar iiber euklidischen Ringen. Man kann aber zeigen, dass
es iiber beliebigen Hauptidealringen nicht gilt.

Beispiel 8.3.23. Der Beweis von Satz [8.3.21]ist vollig konstruktiv (sofern ein Algorithmus
zur Bestimmung des ggT gegeben ist) und liefert einen Algorithmus, um eine Matrix auf
Smith-Normalform zu bringen. Wir geben ein paar Beispiele dazu (siehe auch Beispiele|8.3.29

und 9.2.14)):
(i) Sei
6 4
Um A auf Smith-Normalform zu bringen, verwenden wir die euklidische Gradfunktion
§: Z\ {0} = N, §(z) = |z|, wie in der Bemerkung [8.3.22] Der erste Koeffizient a1;
von A ist bereits nicht null. Da das Verfahren durch vollstindige Induktion iiber 6(a11)
lauft, wollen wir aber einen Koeffizient mit minimalem §-Wert auswéhlen, ndmlich —3.

Man vertauscht also die zwei Zeilen und die zwei Spalten von A (d.h., man multipliziert
A von beiden Seiten mit V32):
. -3 7
4 6)°

6 4

7 -3
Nun ist 4 nicht durch —3 teilbar. Wir sind also im ersten Fall: Division mit Rest liefert
4 =(-1)-(—3) + 1. Man multipliziert von links mit V1542 (1):

-3 7 R 1 13

4 6 -3 7))
Jetzt ist aq1 eine Einheit und wir sind im zweiten Fall. Man multipliziert von links mit
As1(3) und von rechts mit A;o(—13):

1 13 R 1 13 . 1 0
-3 7 0 46 0 46/
Die letzte Matrix ist nun in Smith-Normalform.

(if) Sei K ein Korper und sei

A= (;*_11 7;) € My(K[T)).

Um A auf Smith-Normalform zu bringen, verwenden wir die euklidische Gradfunktion
deg: K[T]\ {0} — N wie in der Bemerkung 8.3.22] Der Grad des ersten Koeffizienten
a11 = T + 1 ist bereits minimal. Es gilt hier T+ 1|T2 — 1, aber T + 1 teilt nicht T2.
Divison mit Rest liefert T2 = (T — 1)(T + 1) + 1. Also multiplizieren wir von rechts
mit Aj2(1 — T)Vis, um den Grad von a1y zu reduzieren:

T+1 T | 1 T+1
T2 -1 T T3 4+T242T—-1 T2-1)"
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Wir sind jetzt im zweiten Fall, und man multipliziert von links mit Ay (T3 —~T2%—2T+1)
und von rechts mit Ajo(=7 — 1):

1 T+1\ (1 T+l (1 0
~T*4+ T2 42T —1 T% -1 0 T4-272-T 0 T-272-T)"

Die letzte Matrix ist nun in Smith-Normalform.

Beispiel 8.3.24 (lineare Gleichungen iiber Hauptidealringen). Uber einem Hauptidealring
R konnen wir den Satz[8.3.21]anstelle von dem Gaufischen Eliminationsverfahren verwenden,
um lineare Gleichungssysteme iiber R zu 16sen. Gesucht seien zum Beispiel alle z € Z2, so
dass

61‘1 + 4172 = bl,

7$1 — 3$2 = b2,

d.h., so dass Az = b, wobei A die Matrix aus Beispiel [8.3.23((i) ist. Nach diesem Beispiel gilt

1 0
sar= (1 8)=p

wobei

1

1 0 1
S = A1 (3)Vig Aoy (1)Vig = (3 4> und T = Vi9A415(—13) = <1 13> .

Damit gilt:
L(A,b) = {x € Z?| Az = b}
={zx€Z? | DT 'z = Sh}
= {Ty € 7Z* | Dy = Sb}
=T -{y€Z?|y, = by + by und 46y, = 3b; + 4bs}.

Falls 3b; 4 4by nicht durch 46 teilbar ist, gibt es dann keine Losungen. Sonst gibt es genau
eine Losung. Sind zum Beispiel b1 = 14 und by = 1, so erhalten wir y; = 15 und y» = 1, und

die einzige Losung ist
= (0 115\ _[1
YT o~z 1) T \2)

Satz 8.3.25 (Elementarteilersatz). Sei R ein Hauptidealring und F ein freier R-Modul
vom Rang n € N. Zu jedem Untermodul M C F gibt es eine Basis (x1,...,Ty,) von F, ein
r €{0,...,n} und Elemente dy,...,d, € R\ {0} mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Familie (dyx1,...,d.x,) ist eine Basis von M.
(ii) FEs gilt d1|d2| e |dr
Auferdem sind r und das r-Tupel von Idealen ((d1),...,(d,)) eindeutig durch M bestimmit.

Die (bis auf Assoziiertheit bestimmten) Elemente dy, ..., d, heilen die Elementarteiler
des Untermoduls M C F.

Beweis. Zur Eindeutigkeit. Wie im Beweis der Eindeutigkeitsaussage vom Satz [8.3.21] gibt

es einen Isomorphismus

F/M =R éR/(di).

i=1

Die Eindeutigkeitsaussage folgt nun aus Proposition [8.3.20
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Zur Ezistenz. Ohne Einschriankung sei F' = R™. Nach Proposition [8:3.6] ist M endlich
erzeugt. Es gibt also ein m € N und eine R-lineare Abbildung

f+R™ — R™ mit imf=M.

Nach Satz [8.3.21] gibt es Basen C = (y1,...,4m) von R™ und B = (z1,...,2,) von R"™, so
dass

D Orm—r :
[f]g: (O ' )7 D:dlag(d1u~‘-7d7‘)> d1|d2||dr7éo

n—r,r On—r,m—r

Es bleibt zu zeigen, dass die Familie (dyz1,...,d,z,) eine Basis von M ist. Nach Definition
der Darstellungsmatrix gilt f(y;) = d;x; fir alle ¢ < r und f(y;) =0 fiiri > r. Daim f = M
ist die Familie erzeugend. Sie ist auch linear unabhéngig, da R ein Integritétsring ist und B
linear unabhéangig ist: Ist 2;1 rid;x; = 0 mit r; € R, so folgt r;d; = 0 und damit »; = 0 fir
alle 1. O

Korollar 8.3.26. Sei R ein Hauptidealring und F ein freier R-Modul vom Rang n € N.
Dann ist jeder Untermodul von F frei vom Rang < n.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz [3.3.25 O

Bemerkung 8.3.27. Das Korollar [8.3.26] gilt nicht fiir allgemeinere Ringe. Zum Beispiel
ist (2,7") ein Untermodul des Z[T]-Moduls Z[T], der nicht frei ist.

Bemerkung 8.3.28. Der Zusammenhang zwischen den Elementarteilern aus Satz [8:3.21]
und den aus Satz [8:3.:25] ist folgender. Ist f: N — M eine R-lineare Abbildung zwischen
freien R-Moduln wie im Satz dann sind die Elementarteiler von f genau die Ele-
mentarteiler des Untermoduls im f C M. Seien umgekehrt F' ein freier R-Modul und M C F
ein Untermodul wie im Satz [8:3:25] Dann sind die Elementarteiler von M C F genau die
der Inklusionsabbildung M — F.

Beispiel 8.3.29. Sei M = 2Z & 3Z C Z?. Wir suchen eine Basis (x1,72) von Z? wie im
Elementarteilersatz. Der Untermodul M ist das Bild von L4 : Z? — Z?, wobei A = diag(2, 3).
Als erster Schritt mussen wir A auf Smith-Normalform bringen. Da 2|0 sind wir im zweiten
Fall, aber 3 ist nicht durch 2 teilbar. Deswegen addieren wir die zweite Spalte zur ersten

Spalte:
2 0\ Ax() (2 0
0 3 3 3)’

und wir sind jetzt im ersten Fall. Division mit Rest liefert 3 = 1 -2 + 1. Man multipliziert
von links mit V13491 (—1), um |a;;1| zu reduzieren:

2 0 VigAg1(—1)- 1 3
3 3 2 0)°

Da 1 eine Einheit ist, sind wir wieder im zweiten Fall:

1 3\ 4x(-2)- (1 3 Ara(=3)M2(-1) (1 0
—_—— —_— .
2 0 0 —6 0 6

Es gilt also SAT = diag(1,6) mit S = Aa1(—2)Vi2A2:(—1). Die Basis (21,22) im Beweis
von Satz [8.3.25| besteht aus den Spalten von S~1:

S1 = Ag (1)Vig Aoy (2) = (g }) — o= @) o = G) .

Damit ist (z1,22) eine Basis von Z2, so dass (71, 6x2) eine Basis von M ist.
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8.3.4 Struktursatze

Satz 8.3.30 (Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln {iber Hauptidealringen). Sei R ein
Hauptidealring und sei M ein endlich erzeugter R-Modul.

(i) (Erster Struktursatz: Elementarteiler) Es gibt n,r € N und Elemente di,...,d, €
R\ ({0} U R*) mit dy|da|---|d,, so dass

M=~R"® éR/(di).

Auferdem sind n, r und das r-Tupel von Idealen ((d1),...,(d,)) eindeutig durch M
bestimmd.

(ii) (Zweiter Struktursatz: Primérteiler) Es gibt n,s € N, Primelemente p1,...,ps € R
und natiirliche Zahlen ey, ...,es € N\ {0}, so dass

M = R"® (P R/(pf")-

i=1

Auferdem sind n, s und das s-Tupel (((p1),e1)...,((ps),es)) bis auf die Reihenfolge
eindeutig durch M bestimmit.

Beweis. Zu (i). Nach Korollar besitzt M eine endliche Prasentation
R™ % R LM,

so dass M = R™/img. Die Existenzaussage folgt nun aus dem Elementarteilersatz
und die Eindeutigkeitsaussage wurde bereits in Proposition [8.3.20] bewiesen.

Zu (ii). Man erhélt eine solche Zerlegung von M aus der Elementarteilerzerlegung in (i),
indem man jedes R/(d;) mit dem chinesischen Restsatz weiter zerlegt. Zur Eindeutigkeit
bemerken wir, dass fiir ein Primelement p € R gilt

T,(M) =T, <@R/(p?)> = B rR/6),
i=1 i€l (p)

wobei I(p) C {1,..., s} die Teilmenge aller Indizes i ist, so dass p; und p assoziiert sind. Denn
die Inklusion von rechts nach links ist klar, und da sie fiir jedes p gilt folgt die umgekehrte
Inklusion aus Proposition [8:3.13] Es bleibt dann zu zeigen: Fiir einen R-Modul M mit

k
M%@R/(pei) und 1<e; <--- < ey
i=1

sind k£ und das k-Tupel (eq,...,e) eindeutig durch M bestimmt. Dies folgt aber aus der
Proposition [8.3.20] denn es gilt (p*) C --- C (p*). O

Korollar 8.3.31. Sei R ein Hauptidealring. Ist M ein endlich erzeugter R-Modul, so ist
der Quotientenmodul M /T (M) frei. Insbesondere sind alle endlich erzeugten torsionsfreien
R-Moduln frei.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz [3.3.30 O

Definition 8.3.32 (Rang, Elementarteiler, Primérteiler). Sei R ein Hauptidealring und sei
M ein endlich erzeugter R-Modul.

 Die natiirliche Zahl n wie im Satz|8.3.30(i,ii) heilt der Rang von M.
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o Die Elemente dy, ..., d, wie im Satz[8.3.30(i) heiflen die Elementarteiler von M.
o Die Primpotenzen p{',...,p% wie im Satz[8.3.30(ii) heiflen die Primdrteiler von M.

Bemerkung 8.3.33. Manchmal werden stattdessen die Primpotenzen p;* als Elementar-
teiler von M bezeichnet, und die Elemente d; als die invarianten Faktoren von M.

Bemerkung 8.3.34. Sei R ein Hauptidealring. Der Begriff der Elementarteiler aus Defini-
tion [8.3.32] unterscheidet sich von den aus Abschnitt indem die Elementarteiler eines
R-Moduls keine Einheiten sein diirfen. Der genaue Zusammenhang ist folgender:

(i) Sei F ein freier R-Modul vom Rang n € N. Die Elementarteiler eines Untermoduls
M C F wie im Satz [8.3.25] die keine Einheiten sind, sind genau die Elementarteiler
des Quotienten F/M.

(ii) Sei R™ < R" I, M eine Priisentation eines R-Moduls M. Die Elementarteiler von g
wie im Satz die keine Einheiten sind, sind genau die Elementarteiler von M.

Bemerkung 8.3.35. Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul.

(i) Der Rang von M ist gleich dem Rang von M/T(M). Die Elementarteiler und Primér-
teiler von M sind genau die von T'(M).

(ii) Die Elementarteiler und Primérteiler von M bestimmen sich gegenseitig. Die Primér-
teiler sind ndmlich die Primpotenzen, die in den Primfaktorzerlegungen der Elementar-
teiler vorkommen. Seien umgekehrt p1, . .., py die paarweise nicht-assoziierten Primele-
mente, deren Potenzen in den Primérteilern vorkommen, und seien e(i,0) > e(i,1) >
.-+ die Exponenten dieser Potenzen von p; in absteigender Reihenfolge und mit Nullen
fortgesetzt. Dann ist der Elementarteiler d,_; gleich dem Produkt pi(m ). pz(k’J ),

Beispiel 8.3.36. Seien 2,2,22%,23,3,32,32,5,5,7 die Primérteiler einer abelschen Gruppe A

mit 5.443.200 Elementen. Man ordnet die Potenzen der einzelnen Primzahlen in absteigender

Reihenfolge:

2 28 22 2 2
3 32 32 3
5 5 5

7 7

Die Elementarteiler von A sind dann die Produkte der Spalten: 2|6]180|2.520.
Beispiel 8.3.37.

(i) Seien p1,...,p, € N paarweise verschiedene Primzahlen. Bis auf Isomorphie gibt es
dann genau eine abelsche Gruppe mit p; . ..p, Elementen, ndmlich

Zlpy. . .pnZL =L/ LD - ©L[pnZ.
Zum Beispiel ist jede abelsche Gruppe mit 30 Elementen zu Z/30Z isomorph.

(ii) Seip € N eine Primzahl. Es gibt dann bis auf Isomorphie genau zwei abelsche Gruppen
mit p? Elementen, namlich

7./p*7 und Z/pZ ® Z/pZ,
genau drei abelsche Gruppen mit p? Elementen, nidmlich
7)p°7, 7)p*Z @ Z/pZ und Z/pZ® Z/pZ D L/pZ,
und genau fiinf abelsche Gruppen mit p* Elementen, nimlich
Z/p*Z, L/p’Z®L/pL, L/p°L& L/p*L,
Z/p*Z®L/pZ D Z/pZ wnd Z/pZ D L/pZ & L/pZ & L/pZ.
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(iii) Wir bestimmen alle abelschen Gruppen mit 24 Elementen bis auf Isomorphie:

Elementarteiler Priméarteiler abelsche Gruppe

24 23,3 7247
2|12 2,223 Z/2Z ® Z/12Z
2|26 2,2,2,3 727D 7)27 © Z/6Z

(iv) Wir bestimmen alle abelschen Gruppen mit 72 Elementen bis auf Isomorphie:

Elementarteiler Primérteiler abelsche Gruppe

72 23,32 Z]72Z

2|36 2,22, 32 Z./27. & 7./36Z

2|2|18 2,2,2,3? Z)22 ® 727 & 7./18Z
3]24 23,3,3 Z/37 ® 7./24Z

6]12 2,2%,3,3 Z/6Z & 7/12Z

2/6/6 2,2,2,3,3 Z)2LSL/6L D L/6L
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Kapitel 9

Normalformen linearer
Endomorphismen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, Endomorphismen von endlich-dimensionalen Vektorrdumen
zu klassifizieren. Zur Erinnerung definiert jeder Endomorphismus f eines K-Vektorraums
V einen Modul V[f] iiber dem Polynomring K[T], so dass fir alle v € V gilt T - v = f(v)
(Proposition . Wenn V endlich-dimensional ist, ist V[f] zudem endlich erzeugt. Da
K|[T) ein Hauptidealring ist, konnen wir den K[T]-Modul V[f] durch den Struktursatz fiir
endlich erzeugte Moduln tiber Hauptidealringe (Satz analysieren. Falls K algebraisch
abgeschlossen ist, fiihrt diese Analyse zum Begriff der Jordanschen Normalform eines Endo-
morphismus bzw. einer quadratischen Matrix. Die Jordansche Normalform iiber C hat viele
Anwendungen, zum Beispiel zur Losung von allgemeinen linearen Differentialgleichungssys-
temen.

9.1 Das Minimalpolynom

Definition 9.1.1 (algebraisch, transzendent). Sei K ein Korper und A eine K-Algebra.
Eine Element a € A heifit algebraisch iiber K, wenn ein Polynom p € K[T]\ {0} existiert
mit p(a) = 0. Sonst heifit a transzendent tiber K.

Man kann auch die Definition mithilfe des Einsetzungshomomorphismus
ea: K[T) = A, eq(p) = p(a),

formulieren: Das Element a ist genau dann transzendent, wenn &, injektiv ist. Nach dem
Homomorphiesatz gibt es einen induzierten K-linearen Isomorphismus

€. K[T]/kere, = ime,.

Proposition 9.1.2 (Charakterisierung der Algebraizitit). Sei K ein Korper, A eine K-
Algebra und a € A. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) a ist algebraisch iber K.

(i) kere, # {0}.

(iii) dimg kere, = oc.

(iv) dimg ime, < oco.

Beweis. Die Aquivalenz zwischen (i) und (ii) gilt nach Definition, und die Implikation (iii)

= (ii) ist klar.
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Zu (iv) = (iii). Sei im ¢, endlich-dimensional. Da dimy K[T] = oo, folgt aus der Dimen-
sionsformel fiir die lineare Abbildung ¢,, dass dimg kere, = co.
Zu (ii) = (iv). Seip € kere,\{0} und sei d = deg p. Wir behaupten, dass die Komposition

K[T)<q < K[T] =% imeg,

surjektiv ist. Dies impliziert (iv), denn dimg (K[T]<q) = d < o0. Sei f € K[T] beliebig.
Division mit Rest liefert Polynome ¢,r € K[T] mit f = ¢p + r und deg(r) < d. Damit ist
ea(f) = e4(r), so dass e,(f) im Bild der obigen Komposition liegt. O

Korollar 9.1.3. Sei K ein Korper und A eine K -Algebra, so dass dimg A < co. Dann sind
alle Elemente von A algebraisch tiber K.

Beweis. Dies folgt aus Proposition (iv) = (i). O
Beispiel 9.1.4.

(i) Inder K-Algebra K[T] sind alle Polynome p vom Grad > 1 transzendent uber K. Denn
der Einsetzungshomomorphismus €,: K[T| — K[T] bildet ein Polynom von Grad d
auf ein Polynom vom Grad d - deg(p) ab.

(ii) Da dimg M, (K) = n? < oo sind alle quadratischen Matrizen iiber K algebraisch iiber
K.

(iii) Da dimg C = 2 < oo ist jede komplexe Zahl algebraisch iiber R.
(iv) Die komplexe Zahl i € C ist algebraisch iiber Q, denn i2 +1 = 0, d.h., 7% + 1 € kere;.
(v) Die reelle Zahl a = V2 4+ /3 ist algebraisch iiber Q. Denn

?=5+2V/6 = (i®>-5)?=24 = a*—10a>+1=0.

(vi) Die Elemente «, 8 € Fy sind algebraisch iiber Fq, da dimp, Fy = 2 < co. Expliziter gilt
a® —1=%—1=0 (siche Bemerkung [2.4.11)).

Bemerkung 9.1.5. Komplexe Zahlen, die algebraisch iiber Q sind, heiflen algebraische Zah-
len. In der Vorlesung Algebra wird gezeigt, dass algebraische Zahlen ein Teilkérper Q ¢ C
bilden, der algebraisch abgeschlossen ist. Elemente von C\ Q heifien transzendente Zahlen.
Es folgt aus Satz dass Q abzihlbar ist, da jedes Polynom iiber Q nur endlich viele
Koeffizienten aus Q enthédlt und nur endlich viele Nullstellen in C hat. Da C selbst iiber-
abzéhlbar ist, ist auch die Menge C \ Q iiberabzihlbar. In diesem Sinne sind die meisten
komplexen Zahlen transzendent. Es ist jedoch nicht einfach zu entscheiden, ob eine gegebene
Zahl transzendent ist oder nicht. Die Zahlen 7 und e sind bekanntlich transzendent, aber es
ist zum Beispiel nicht bekannt, ob 7 + e transzendent ist.

Zur Erinnerung ist K[T] ein Hauptidealring, in dem jedes Nicht-Null-Element zu genau
einem monischen Polynom assoziiert ist, d.h., es gibt eine Bijektion

{0} U {monische Polynome in K[T|} = {Ideale in K [T},
p = (p)-

Definition 9.1.6 (Minimalpolynom). Sei K ein Korper, A eine K-Algebra und a € A. Sei
€qa: K[T] — A der Einsetzungshomomorphismus mit €,(7T) = a. Das Minimalpolynom von
a ist das eindeutige Polynom m, € K[T], das entweder null oder monisch ist, so dass

kere, = (my).
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Bemerkung 9.1.7. Sei A eine K-Algebra. Nach Definition ist ein Element a € A genau
dann transzendent {iber K, wenn m, = 0. Es gilt m, = 1 genau dann, wenn A = {0} (siehe
Bemerkung . Wenn A # {0} und a € A algebraisch ist, ist also m, ein Polynom vom
Grad > 1. Die Elemente a mit deg(m,) = 1 sind genau die Elemente A - 1 mit A € K, fiir
die gilt my, =T — A.

Beispiel 9.1.8.
(i) In der Q-Algebra C gilt m; = T? + 1 und m 5 =T7 — 2.
(i) In der R-Algebra C gilt m; =T? + 1 und m 5 =T — V2.
(iii) In der Fo-Algebra Fy gilt my, = mg =T + T + 1.

Proposition 9.1.9. Sei K ein Korper, sei f: A — B ein K-Algebrenhomomorphismus und
seia € A.

(i) Es gilt mg(q)|mq.
(ii) Ist f injektiv, so gilt my(q) = Maq.

Beweis. Nach der universellen Eigenschaft des Polynomringes K[T'] (Proposition [8.1.45]) gilt
€f(a) = [ © &q. Daraus folgt kere, C kerey(q), und die Gleichheit gilt, wenn f injektiv ist.
Dies zeigt beide Aussagen. O

9.1.1 Das Minimalpolynom eines Endomorphismus

Wir betrachten jetzt das Minimalpolynom fiir Elemente der K-Algebra Endg(V), d.h., fur
Endomorphismen eines K-Vektorraums V. Jeder Endomorphismus f hat ein Minimalpoly-
nom my € K[T], so dass

(my) =kerey = {p € K[T]|p(f) = 0}.
Falls V' endlich-dimensional ist, ist auch die K-Algebra Endg (V) endlich-dimensional mit
dimg Endg (V) = dimg (V)%

Nach Korollar ist dann jeder Endomorphismus f € Endg (V) algebraisch iiber K, so
dass my # 0. Es gilt sogar deg(my) > 1, wenn dimg V' € N\ {0}.

Lemma 9.1.10. Sei K ein Kérper, V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und f €
Endg (V) ein Endomorphismus. Fir alle Basen B von'V gilt my = miys.

Beweis. Dies folgt aus Proposition ii), denn die bijektive Abbildung
Endg (V) & M, (K), g+ 95,
ist ein K-Algebrenhomomorphismus, der f auf [f]5 abbildet. O

Uber einem beliebigen kommutativen Ring R kann man das charakteristische Polynom
einer Matrix A € M, (R) genau wie iiber einem Korper definieren:

xa =det(T - I, — A) € R[T].
Satz 9.1.11. Sei R ein kommutativer Ring, n € N und A € M, (R).
(i) (Satz von Cayley-Hamilton) Es gilt xa(A) = 0.

(ii) Ist m € R[T] ein Polynom mit m(A) =0, so ist m™ durch x4 teilbar.
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Beweis. Die erste Aussage haben wir schon {iber einem Korper bewiesen (Satz , und
der gegebene Beweis bleibt giiltig iiber einem beliebigen kommutativen Ring. Zur zweiten
Aussage sei m = Y.._;a;T". Wir betrachten die Diagonalmatrix D = diag(m,...,m) €
M, (K[T)]), deren Determinante gleich m™ ist. Es gilt

D=m(T-1,) =m(T-1,) —m(A) = XT: ai(T" - I, — A") = XT:ai(Ti I, — AY.
=0 =1

Fiir i > 1sei B; = Y,_, A*T* und sei B =3"!_, a;B;. Eine direkte Berechnung zeigt
T -I,—A"'=(T-1I,—-A)B; undsomit D= (T-I,— A)B.
Mit der Multiplikativitdt der Determinante erhalten wir
m" = det(D) = det(T - I, — A) det(B) = x4 det(B).
Insbesondere ist m™ durch x4 teilbar, wie gewiinscht. O

Korollar 9.1.12 (Minimalpolynom vs. charakteristisches Polynom). Sei K ein Korper, V
ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und f € Endg (V) ein Endomorphismus.

(i) Es gilt my|x;y.
(if) my und x s haben dieselben Primfaktoren: Fir jedes irreduzible Polynom q € K[T gilt

qlmy <= qlxs-

Beweis. Ist B eine Basis von V und ist A = [f]B, so gilt x; = x4 nach Definition und
my = m4 nach Lemma [9.1.10} Beide Aussagen folgen nun aus Satz[9.1.11 O

Korollar 9.1.13 (Nullstellen des Minimalpolynoms). Sei K ein Kérper, V ein endlich-
dimensionaler K -Vektorraum und f € Endg (V) ein Endomorphismus. Dann sind die Null-
stellen von my € K[T| genau die Eigenwerte von f.

Beweis. Fiir jedes A € K haben wir die folgende Kette von Aquivalenzen:

) ist ein Eigenwert von f <= X ist eine Nullstelle von x;  (Proposition [6.3.32]iv))
<= xy ist durch T' — A teilbar (Proposition
<= my ist durch T — X teilbar  (Korollar [9.1.12[(ii))
<= )\ ist eine Nullstelle von m¢. (Proposition O

Rezept 9.1.14 (Bestimmung des Minimalpolynoms). Sei n € N und sei A € M, (K). Es
gibt zwei verschiedene Rezepte, um das Minimalpolynom m 4 zu bestimmen:

(i) Falls die Primfaktorzerlegung von x4 bekannt ist, kann man das Korollar an-
wenden. Das Minimalpolynom ist ndmlich der monische Teiler p kleinsten Grades von
X4 mit p(A) = 0. Man weifl zudem, dass jeder Primfaktor von y4 mindestens einmal
in m 4 auftreten muss.

(ii) Im Allgemeinen kann man mit dem Rezept das kleinste n € N bestimmen, so
dass die Familie (A%, A, ..., A™) linear abhingig ist (dabei identifiziert man M,, (K)
mit K™"). Das Rezept liefert dann eine Linearkombination Y, a;A* = 0 mit a,, # 0,
und es gilt ma = a,* > a;T". Denn nach Konstruktion gilt p(4) # 0 fiir alle
Polynome p # 0 vom Grad < n.

Beispiel 9.1.15.

(i) Ist n > 1 und ist A € K, so ist das Minimalpolynom von AI,, € M, (K) gleich T — A.
Dies folgt bereits aus Bemerkung Alternativ dazu ist 7' — X\ der monische Teiler
kleinsten Grades von xx7, = (T — A\)", der im Kern von €y, liegt.
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(ii) Sei
A= (é }) € My(K).

Es gilt x4 = (T'—1)2. Es gibt also nur zwei Moglichkeiten fiir m 4: T — 1 oder (T'—1)2.
Da A— Iy #0, ist ma # T — 1, und damit gilt ma = (T — 1).

(iii) Sei
1 -1 0
A= 0 1 1] € Mg(Fg)
-1 -1 0

Das charakteristische Polynom von A ist x4 = 7% + T2 — T + 1. Es ist irreduzibel, da
es keine Nullstellen hat: x4(0) =1 und xa(1) = xa(—1) = —1. Damit ist m4 = xa.

(iv) Sei
1 4 -2
A=1{0 3 —1| e Ms(R).
0 2 0

Es gilt x4 = (T — 1)*(T — 2), und damit gibt es zwei Moglichkeiten fiir das Minimal-
polynom: (T — 1)(T — 2) oder (T — 1)*(T — 2). Man berechnet (A — I3)(A — 213) =0,
sodass my = (T — 1)(T —2).

Proposition 9.1.16 (Minimalpolynom und Trigonalisierbarkeit/Diagonalisierbarkeit). Sei
K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V).

(i) f ist genau dann trigonalisierbar, wenn my in seine Linearfaktoren zerfdllt.

(ii) f ist genau dann diagonalisierbar, wenn my in seine Linearfaktoren zerfdllt und die
Vielfachheit jeder seiner Nullstellen gleich 1 ist.

Beweis. Zu (i). Nach Satz ist f genau dann trigonalisierbar, wenn x in seine Line-
arfaktoren zerfillt. Nach Korollar ii) ist dies genau dann der Fall, wenn my in seine
Linearfaktoren zerféllt.

Zu (ii). Fiir eine Diagonalmatrix D = diag(A1, ..., An) gilt mp =L g, 2,3 (T = A).

Ist f diagonalisierbar, so gibt es eine Basis B von V, so dass [f]5 eine Diagonalmatrix ist.

Nach Lemma hat dann my die gewiinschte Form. Sei umgekehrt my = H?Zl(T - \)
mit paarweise verschiedenen Skalaren Ai,...,Aq. Nach (i) ist f trigonalisierbar. Um zu
schlieflen, dass f diagonalisierbar ist, geniigt es zu zeigen, dass jeder Hauptvektor von f ein
Eigenvektor ist. Sei also v € V' ein Hauptvektor zu A; von f. Nach Lemma ist v kein
Hauptvektor zu A; fur ¢ # j, und insbesondere gilt f(v) — A\jv # 0. Aus

d
0=my(f) ) = [J(F(v) = Aw)
i=1
folgt nun f(v) — Aju =0, d.h., v ist ein Eigenvektor zu A;. O

Sei K C L eine Korpererweiterung und sei A € M, (K). Dann kénnen wir A als Ma-
trix iiber L betrachten. Das charakeristische Polynom x4 ist aber unabhingig von dem
Grundkorper, nach der Leibniz-Formel fiir die Determinante det(7T - I, — A). Die analoge
Aussage gilt auch fiir das Minimalpolynom m 4, aber sie ist nicht offensichtlich, denn das
Minimalpolynom von A iiber K kann neue Teiler iiber L bekommen:

Proposition 9.1.17 (Minimalpolynom unter Korpererweiterungen). Sei K C L eine Kor-
pererweiterung, sei n € N und seien : K[T] < L[T] und &: M, (K) < M, (L) die Inklusi-
onsabbildungen. Fiir alle A € M, (K) gilt dann ((ma) = meay in L[T].

231



Beweis. Nach Definition des Minimalpolynoms geniigt es zu zeigen, dass ker ¢4y = (¢(ma)),
und die Inklusion ({(ma)) C kereg(a) ist klar. Da die Inklusionsabbildung K < L ein Ring-
homomorphismus ist, hat L nach Beispiel iii) eine Struktur von K-Vektorraum. Sei
(141)ier eine Basis von L tiber K, so dass die K-lineare Abbildung

K(I) — L7 (Ai)iEI = Z AZ,U‘H
el

bijektiv ist. Man kann dann leicht nachrechnen, dass die folgenden zwei K-linearen Abbil-
dungen auch bijektiv sind:

KT — L[T], (pi)ier = Y wil(pi),
iel

Mo (K)" = M, (L), (Aiier = Y mib(As).
iel

Unter diesen Isomorphismen kann der Einsetzungshomomorphismus e¢( 4y mit der Abbildung
00 KD = M, (K)D,
(pi)ier = (ea(pi))ier,
identifiziert werden, d.h., das folgende Quadrat ist kommutativ:

(I
€a

K[T)D — M, (K)WD
2 le
LT] — 5 M, (L).

Deswegen gibt es einen induzierten Isomorphismus

ker(sg)) 5 ker ge(a),  (Pi)ier = Z“’C(pi)'
il

Aber der Kern von 5541) ist (keres)!) = (ma)?) c K[T]D). Damit erhalten wir

ker €e(A) = {Z LLZC(pZ)

i€l

fiir alle ¢ € I gilt p; € (mA)} .
Daraus folgt unmittelbar, dass ker ¢4y C (¢(ma)), wie gewiinscht. O

9.2 Struktursitze fiir Endomorphismen

In diesem Abschnitt iibersetzen wir den Struktursatz[8.3.30| fiir den Hauptidealring K [T in
eine konkretere Aussage iiber Darstellungsmatrizen von Endomorphismen.

9.2.1 Begleitmatrizen und Jordanbl6cke

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V) ein Endomorphismus.
Nach dem Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber K[T] ist das Paar (V, f) isomorph
zu einer direkten Summe von Paaren der Gestalt (K[T]/(p¢),x — T - ). Wir untersuchen
jetzt besondere Darstellungsmatrizen der Multiplikation mit 7 auf K[T]/(p¢), die spéter
als Bausteine der Jordanschen Normalform von f verwendet werden. Alle Resultate gelten
tatsdchlich iiber einem beliebigen kommutativen Ring.
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Definition 9.2.1 (Begleitmatrix). Sei R ein kommutativer Ring und sei
p=T"+an T" ' +---+aT+ag

ein monisches Polynom vom Grad n iiber R. Die Begleitmatriz zu p ist die n X n-Matrix

00 ... 0 —ag
10 ... 0 -

Alp) = 01 ... 0 —ae € M,(R).
00 ... 1 —Qp—1

Definition 9.2.2 (verallgemeinerter Jordanblock, Jordanblock). Sei R ein kommutativer
Ring, sei p € R[T] ein monisches Polynom vom Grad n und sei e € N. Der verallgemeinerte
Jordanblock (oder die Hyperbegleitmatriz) zu p der Lange e ist die Matrix

A(p) 0 0 ... 01
N A(p) 0 ... 00
Ac(p) = ) ] € Mp.(R), wobei N = . .| e My (R).
0 N A(p) 0 ... 00
Der Jordanblock der Grofie e zu einem )\ € R ist die Matrix
A 0
1 A
Je(N):=A(T = X)) = ) ) € M.(R).
0 1 A

Bemerkung 9.2.3. Nach Definition gilt A(p) = A1(p).
Beispiel 9.2.4.
(i) Die Begleitmatrix zum Polynom T — a ist die 1 x 1-Matrix (a).

(ii) Es gilt

00 —1

AT*+1)=[1 0 0

01 0

(iii) Es gilt

0300
2 {t 200
A(T? 2T =3)= | | | 3
00 1 2

Lemma 9.2.5. Sei R ein kommutativer Ring und sei p € R[T| monisch vom Grad n. Dann
ist R[T]/(p) ein freier R-Modul vom Rang n mit Basis B = (1+(p), T+ (p), ..., T" 1 +(p)).

Beweis. Da p monisch ist, ist jedes Nicht-Null-Vielfache von p vom Grad > n. Deswegen
kann eine Linearkombination Z?;ol rT% mit 7; € R nur in (p) liegen, wenn alle 7; gleich
Null sind, so dass B linear unabhiingig ist. Sei k& > n. Da T*""p € (p) ist T* + (p) eine
Linearkombination der Elemente 7%=+ (p) mit i € {1,...,n}. Durch vollstindige Induktion
iiber k > n schliefen wir, dass B auch erzeugend ist. O

Bemerkung 9.2.6. Die Begleitmatrix A(p) ist genau die Darstellungsmatrix der Multipli-
kation mit T auf R[T]/(p) bezliglich der Basis B aus Lemma denn

T + (p), falls i € {1,...,n —1},
—ag—ayT — -+ —ap_1T" 1+ (p), fallsi=n.

T-(T"" +(p) = {
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Proposition 9.2.7 (Eigenschaften der verallgemeinerten Jordanblocke). Sei R ein kommu-
tativer Ring, seip =T" + ap_1T" ' + -+ a1T + ag ein monisches Polynom tiiber R und
set e € N.

(i) Es gilt xa.p) = p°-

(ii) Der Kern des Einsetzungshomomorphismus € a_py: R[T] = Mye(R) ist das Ideal (p©).

(iii) Es gibt einen Isomorphismus von R[T]-Moduln

@: R[T]/(p°) = R"[La, ),
q+ (%) = q-er.

Bemerkung 9.2.8. Falls R ein Korper ist, sagt die zweite Aussage der Proposition [9.2.7]
dass das Minimalpolynom von A.(p) gleich p¢ ist.

Beweis. Zu (i). Nach Korollar geniigt es den Fall e = 1 zu behandeln. Wir verfahren
durch Induktion iiber deg(p) € N. Falls deg(p) = 0 ist p = 1, und die Determinante einer
0 x 0-Matrix ist auch gleich 1. Sei also deg(p) > 1. Das Polynom x 4,y ist die Determinante
der Matrix

T 0 ... 0 ao
-1 7 ... 0 a

T-I,-Ap)=| 0 -1 ... 0 az € M, (R[T)).
0 0 .o —1 T+an_1

Wir wenden den Laplaceschen Entwicklungssatz (Satz[5.3.31]) mit der ersten Zeile an:

-1 7T ... 0

o -1 ... O

"lag.det | .. e

Xap) =T Xagg) +(=1)
0 o ... -1
wobei ¢ =T ' 4+a,_1T" 2+ +a;. Die letzte Matrix ist eine obere Dreiecksmatrix, und

nach Korollar [5.3.34] ist ihre Determinante gleich (—1)"~1. Nach Induktionsvorausetzung ist
XA(q) = q- Damit gilt

Xa@p) =19+ (1) (=1)""tag =T q+ag =p.
Zu (iii). Wir zeigen zunéchst, dass p¢ - e; = 0, so dass die Abbildung ¢ wohldefiniert ist.

Dies folgt aus (i) und dem Satz von Cayley-Hamilton: p®-e; = x4, (p) €1 = X4, (p)(Ae(p))e1 =
0. Man kann aber auch einen direkten Beweis geben: Im R[T]-Modul R™[L 4, ] gilt

€i+1, falls i ¢ nZ,
T-e; = Ae(p)*i =g €nd+1 — Z:;é Gk€n(d—1)+k+15 falls i = nd mit d < e,
- Zz;é AkCp(e—1)+k+1> falls 7 = ne.
Daraus folgt p-ep(g—1)41 = €na+1 firalled € {1,...,e—1} und p-ey(c—1)4+1 = 0, so dass p°®-

e1 = 0. Sei nun B die Basis von R[T]/(p¢) aus Lemma [9.2.5|und sei E die Standardbasis von
R"™. Die obige Berechnung zeigt, dass fiir alle i gilt 7"~ -¢; € e; +Spang{ei,...,e;_1}. Die
Darstellungsmatrix [¢]2 ist daher eine obere Dreiecksmatrix mit 1 auf der Hauptdiagonale.
Insbesondere ist ihre Determinante gleich 1, so dass ¢ ein Isomorphismus ist.
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Zu (ii). Nach (i) und dem Satz von Cayley-Hamilton (Satz|9.1.11(i)) gilt (p®) C kerea_(p),
so dass eine induzierte Abbildung &4 (,): R[T]/(p®) — Mye(R) existiert. Die Komposition

RIT)/(p°) 22225 M,.(R) — R"™,
A A€1,

bildet ¢ + (p°) auf q(Ac(p))er ab, und sie ist bijektiv nach (iii). Insbesondere ist &4 (p)
injektiv, so dass kere 4 () C (p°). =

9.2.2 Die Frobenius- und Jordansche Normalformen

Lemma 9.2.9. Sei K ein Kérper und V ein K -Vektorraum mit einem Endomorphismus
f € Endg (V). Der K[T]-Modul V[f] ist genau dann ein endlich erzeugter Torsionsmodul,
wenn dimg V < oco.

Beweis. Eine Basis von V ist insbesondere ein Erzeugendensystem von V[ f]. Falls dimg V' <
oo ist deswegen V[f] endlich erzeugt. Sei nun V[f] endlich erzeugt. Nach Satz[8.3.30 gibt es

einen Isomorphismus

Vil = KT e @KIT)/)

mit Polynomen d; € K[T]\ {0}, und V[f] ist genau dann ein Torsionsmodul, wenn n = 0
gilt. Falls n > 1 ist dimg V = o0, da dimg K[T] = co. Falls n = 0 ist aber dimg V < oo,
denn dimg K[T]/(d;) = deg(d;) < oo nach Lemma O

Satz 9.2.10 (Normalformen von Endomorphismen). Sei K ein Kéorper, V ein endlich-
dimensionaler K -Vektorraum und f € Endg (V) ein Endomorphismus.

(i) (Frobenius-Normalform) Fs gibt eine Basis B von V, so dass

A(dy) 0
[f15 =
0 A(dy)
mit einem r € N und monischen Polynomen di|ds|---|d,. Auferdem sind r und das

r-Tupel (dy,...,d,) eindeutig durch (V, f) bestimmt. Zudem gilt
T
Xf = HdT und my =d,.
i=1

(ii) (verallgemeinerte Jordansche Normalform) Es gibt eine Basis B von V, so dass

A61 (pl) 0
(15 =
0 Aes (ps)
mit einem s € N, monischen irreduziblen Polynomen p1,...,ps € K[T] und natirli-

chen Zahlen ey, ..., es € N\{0}. Auferdem sind s und das s-Tupel ((p1,€1),...,(Ds,e€s))
bis auf die Reihenfolge eindeutig durch (V, f) bestimmt. Zudem gilt

S
Xf = prl und my = H pmax{ei | pi=p}_
i=1

pE{P1,--sPs }
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Beweis. Nach Lemma ist V[f] ein endlich erzeugter Torsionsmodul iiber K[T]. Die
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen in (i) und (ii) folgen nun aus dem Struktursatz
und der Proposition iii). Wir erklaren stellvertretend die verallgemeinerte Jordansche
Normalform. Nach den angefiihrten Sétzen gibt es einen Isomorphismus von K[T]-Moduln

VIl =@ K" La, ),
1=1

wobei n; = deg(p;). Fiir eine Matrix A € M,,(K) ist die Darstellungsmatrix der Multiplika-
tion mit T auf K™[L 4] beziiglich der Standarbasis von K™ genau die Matrix A. Setzt man
die Standardbasen der Vektorrdume K™ zusammen, so erhdlt man eine Basis B von V,
so dass die Matrix [f]B die gewiinschte Form hat.

Die Berechnung von x¢ = X(f]E folgt aus Korollar [5.3.36[ und Proposition i). Fir
ein Polynom p € K[T] und eine Blockdiagonalmatrix

A1 0 p(A1) 0
A= gilt p(A4) =
0 A, 0 p(4s)
Damit ist das Minimalpolynom von A das kleinste gemeinsame Vielfache der Minimalpoly-
nome der Blocke A;. Die Berechnung von my = mss folgt nun aus Proposition (ii)
und Proposition ii). O

Bemerkung 9.2.11. Die Polynome d; im Satz[9.2.10{i) sind genau die Elementarteiler des
K[T]-Moduls V[f], und die Polynome p;* im Satz [9.2.10(ii) sind die Primérteiler von V[f].

Bemerkung 9.2.12. Fiir eine endliche abelsche Gruppe A ist das Produkt der Elementar-
teiler genau die Méachtigkeit von A, und der grofite Elementarteiler ist die kleinste natiirliche
Zahl n > 1 mit nA = {0}, die auch als Exponent von A bezeichnet wird. Es gibt also die
folgenden Parallelen zwischen Z und K|[T:

Hauptidealring R Z K[T]

Modul iiber R abelsche Gruppe A  Endomorphismus f von V'
endlich erzeugter Torsionsmodul |A| < co dimg V < o0

Produkt der Elementarteiler Machtigkeit von A charakteristisches Polynom ¢
grofiter Elementarteiler Exponent von A Minimalpolynom m

Das Analogon des Satzes von Cayley-Hamilton fiir endliche abelsche Gruppen ist die Aus-
sage, dass |[A|A = {0}.

Rezept 9.2.13 (Bestimmung der Frobenius- und verallgemeinerten Jordan-Normalformen).
Sei A € M,,(K). Der K[T]-Modul K"[L 4] hat die Préasentation

KT 2222 KIT)™ 5 K™[LaA],
e; — ¢€;.
Denn aus TFtle, — AT%e; € im Lrj, 4 folgt induktiv, dass {e1, ..., ey} ein Erzeugendensys-

tem des K-Vektorraums K[T']"/im Ly, _4 ist, so dass die induzierte surjektive Abbildung
K[T]n/ im LTIn—A —» Kn[LA]

ein Isomorphismus sein muss. Nach Bemerkung|8.3.34)(ii) findet man die Elementarteiler von
K™[L ] und damit die Frobenius-Normalform von A, indem man die Hilfsmatriz TI, — A €
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M, (K[T]) auf Smith-Normalform bringt. Dazu kann man die Bemerkung mit der
euklidischen Gradfunktion deg: K[T]\ {0} — N anwenden.

Um die Primérteiler von K™[L 4] (und damit die verallgemeinerte Jordansche Normal-
form von A) zu bestimmen, braucht man noch die Elementarteiler in ihre Primfaktoren zu

zerlegen (siehe Bemerkung [8.3.35((iii)). Dazu gibt es aber keinen Algorithmus.
Beispiel 9.2.14.
(i) Sei

3 0 1
A=1|-2 2 =2 e M;3(Q).
-1 0 1

Wir berechnen die Elementarteiler der Hilfsmatrix T3 — A, indem wir sie auf Smith-
Normalform bringen:

T-3 0 -1 1 0 T-1
2 T-2 2 |25 2 T-2 2
1 0 T-1 T-3 0 -1
AnC2 1 T-1\ (1 0 0
A g 792 —or—2)| 280 (o 72 272
0 0 —(T-2)7? 0 0  —(T—2)?
e (L0 0
220 T2 0
0 0 —(T-2?

Die Elementarteiler des Q[T]-Moduls Q?®[L 4] sind damit 7' — 2|(T — 2)2, und seine
Primérteiler sind T—2, (T'—2)2. Die Frobenius-Normalform F und die verallgemeinerte
Jordansche Normalform J von A sind dann

2 0 0 2 0 0
F=10 0 —4 und J=1[0 2 0
01 4 01 2
(ii) Sei
1 -1 1
A=(1 1 0] e M3R).
0 0 2

Wir bringen die Hilfsmatrix T'I3 — A auf Smith-Normalform:

T—1 1 1 1 T-1 -1
1 T-1 0 | (r-1 -1 0
0 0 T-2 0 0 T-2
'A342(1*1T) 1 0 0 A2 (1-T)- 1 0 0
As®) 1 —r2por—2 T—1| —Y2 |0 T—1 —T242T—2
0 0 T -2 0 T-2 0
Aoz (T—1) V5 1 0 0 A .A;3(2TiTl)1 1 0 0
An(T-Vas, [ o o 71| Ae@2a o 0
0 (T—-2)(T-1) T-2 0 0 (T-2)(T*-2T+2)

Im vorletzten Schritt haben wir die Division von —72 42T —2 mit Rest durch 7'—1 be-
rechnet, um den Grad an der Stelle (2,2) zu reduzieren. Der Modul R3[L 4] hat damit
den einzigen Elementarteiler (T — 2)(7? — 2T + 2) = T? — 472 + 6T — 4. Die Begleit-
matrix davon ist dann die Frobenius-Normalform F' von A, und die verallgemeinerte
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Jordansche Normalform J von A besteht aus den Begleitmatrizen der Primfaktoren
T —2und T? — 2T + 2:

0 0 4 2 0 0
F=11 0 -6 und J=|0 0 =2
01 4 01 2

Betrachtet man A als Matrix iiber C, so ist die Frobenius-Normalform unverandert (die
Elementarteiler einer Matrix von Polynomen sind unabhingig von dem Grundkérper,
wegen ihrer Eindeutigkeit), aber die verallgemeinerte Jordansche Normalform ist nun
die Diagonalmatrix diag(2,1+ 4,1 — 7).

Die verallgemeinerte Jordansche Normalform vereinfacht sich, wenn der Endomorphis-
mus f trigonalisierbar ist (siehe Definition und auflerdem Satz fiir verschiedene
Charakterisierungen der Trigonalisierbarkeit). Man erinnert daran, dass f automatisch tri-
gonalisierbar ist, wenn K algebraisch abgeschlossen ist (z.B., wenn K = C).

Korollar 9.2.15 (Jordansche Normalform). Sei K ein Kérper, V' ein endlich-dimensionaler
K -Vektorraum und f € Endg (V) ein trigonalisierbarer Endomorphismus. Dann gibt es eine
Basis B von V, so dass

mit einem s € N, Skalaren A\1,..., s € K und natirlichen Zahlen ey,...,es € N\ {0}.
Auferdem sind s und das s-Tupel ((A1,e1),...,(Xs,es)) bis auf die Reihenfolge eindeutig
durch (V, f) bestimmt. Zudem gilt

S

xr =T =) und mp= T (T —nmextelr=x,
=t rea(f)

Eine Basis B vie im Korollar heifit eine Jordan-Basis fur f, und die (bis auf die Reihen-
folge der Jordanblocke eindeutig bestimmte) Matrix [f]5 heifit die Jordansche Normalform
von f.

Beweis. Die Trigonalisierbarkeit von f bedeutet, dass Xy in seine Linearfaktoren zerféllt

(Satz [6.4.14)). Damit ist jedes irreduzible Polynom p; im Satz [9.2.10(ii) gleich T — \; mit
einem \; € K, was das Korollar liefert. O

Bemerkung 9.2.16 (Vielfachheiten und Jordanblocke). Mit Worten sagt die letzte Aussage
im Korollar folgendes: Die Vielfachheit von A in x; (d.h., die algebraische Vielfach-
heit von A bzgl. f) ist die Summe der Grofien der Jordanblocke zu A in der Jordanschen
Normalform von f, und die Vielfachheit von A in my ist die GroBe des grofsten Jordanblocks
zZu A

Auf der anderen Seite ist die geometrische Vielfachheit von A bzgl. f genau die Anzahl
der Jordanblécke zu A, denn beziiglich jedes Blocks hat A die geometrische Vielfachheit 1:
Ist n > 1, so gilt

Eigy(Jn (X)) = Spang{e,}.

Nach Korollar [6.3.36(ii) ist der Endomorphismus f genau dann diagonalisierbar, wenn alle
Blocke die Grofe 1 haben, d.h., wenn seine Jordansche Normalform eine Diagonalmatrix ist.

Beispiel 9.2.17. Sei

3.0 1
A=|-2 2 —2| e M3Q).
-1 0 1



Es gilt (Entwicklung nach der dritten Zeile):

0 -1 T-3 0
XA—det(T_2 2>+(T—1)< 9 T—2>

=T —24 (T —1)(T -3)(T - 2)
= (T —2)(T? — 4T +4) = (T - 2)%.

Insbesondere ist A trigonalisierbar mit dem einzigen Eigenwert 2. Sei J eine Jordansche
Normalform von A. Es gibt dann drei Moglichkeiten fiir J:

o Drei Jordanblocke (p%°™(2) = 3) und der groBte hat die GroBe 1 (ma = (T — 2)).
o Zwei Jordanblocke (p%°™(2) = 2) und der grofite hat die Grofe 2 (ma = (T — 2)?).
« Ein Jordanblock (u57°™(2) = 1) der GréBe 3 (ma = (T — 2)3).

Um J zu bestimmen, kann man in diesem Fall entweder die geometrische Vielfachheit von 2
berechnen (mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren) oder das Minimalpolynom bestim-
men, was wir jetzt tun. Es gilt my # T — 2, denn

1 0 1
A-2L;=|-2 0 —2| 0.
-1 0 -1

Es gilt aber (A—21I3)? = 0, so dass m4 = (T—2)2. Damit hat die Matrix J zwei Jordanblécke:

J =

S O N
=N O
N OO

Diese Antwort hatten wir schon im Beispiel [9.2.14fi) mit einer anderen Methode erhalten.

Bemerkung 9.2.18. Sei A € M, (K) trigonalisierbar. Falls alle Eigenwerte von A die
algebraische Vielfachheit < 3 haben, dann ist die Jordansche Normalform von A durch

das charakteristische Polynom und entweder das Minimalpolynom oder die geometrischen
Vielfachheiten der Eigenwerte bestimmt, wie im Beispiel Von den 4 x 4-Matrizen

A0 0 O A0 0 O A0 0 O
1 X 00 1 X 0 0 1 X 0 0
00 A O 00 A O 01 X 0
0 0 0 A 0 0 1 A 0 0 0 A

in Jordanscher Normalform mit charakteristischem Polynom (7' — A)* haben die ersten bei-
den dasselbe Minimalpolynom (T'— \)? aber verschiedene geometrische Vielfachheiten 3 und
2, und die letzten beiden dieselbe geometrische Vielfachheit 2 aber verschiedene Minimal-
polynome (7' — \)? und (T — \)3.
Haben alle Eigenwerte von A die algebraische Vielfachheit < 6, so lasst sich die Jordan-
geom

sche Normalform von A allein aus x4, ma und x5 ablesen. Das kleinste Gegenbeispiel
dazu ist das Paar von nicht-ahnlichen 7 x 7-Matrizen

A 0 0 0

und

[N eN ool S

OO OO O
OO OO >»O

SO >0O o0
OO >»O OO

>0 O oo

> O OO o oo
OO O OO
OO OO~ O
OO OO >»OoO o
SO >»O OO
O = >0 O oo
O > O OO oo
> O O O o oo

die beide x4 = (T'— A)", ma = (T — X\)® und p5™(\) = 3 erfiillen.
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Bemerkung 9.2.19 (Klassifikation von trigonalisierbaren Endomorphismen bis auf Iso-
morphie). Sei Trig€nd die Menge aller Isomorphieklassen von Paaren (V) f), wobei V ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist und f ein trigonalisierbarer Endomorphismus von
V ist. Sei ~ die folgende Aquivalenzrelation auf (K x (N\{0}))*: # ~ y genau dann, wenn eine
Permutation o € S existiert, so dass y; = x,(;) fiir alle ¢ € {1,..., s}. Nach Korollar
gibt es dann eine bijektive Abbildung

[T x (N\ {0}))*/~ = Trigénd,

seN
[((Ar,e1), -5 sy e))] = (KT Laiag(r,, 0)sende, (o))

Die Teilmenge Diagénd C Jrig€nd der diagonalisierbaren Endomorphismen entspricht der
Teilmenge der linken Seite, in der alle e; gleich 1 sind. Vergleiche dazu die Bemerkung[6.2.35]
Diese Klassifikation verallgemeinert sich auf beliebige Endomorphismen, indem man K durch
die Menge aller monischen irreduziblen Polynome iiber K ersetzt.

9.2.3 Berechnung einer Jordan-Basis

In diesem Abschnitt erkliaren wir, wie man eine Jordan-Basis fiir einen trigonalisierbaren
Endomorphismus bestimmen kann. Mit einer dhnlichen Methode (indem man 7" — A durch
ein beliebiges irreduzibles Polynom ersetzt) kann man sogar eine verallgemeinerte Jordan-
Basis fiir einen beliebigen Endomorphismus finden. Der Einfachheit halber behandeln wir
aber nur den trigonalisierbaren Fall. Fiir die meisten Anwendungen ist das eigentlich hinrei-
chend, denn man kann oft den Grundkoérper durch einen algebraisch abgeschlossenen Korper
ersetzen (z.B., R durch C).

Bemerkung 9.2.20. Die Beweismethoden in diesem Abschnitt verwenden nur die Resultate
aus Kapitel [l und sind unabhéingig von den Struktursitzen aus Kapitel 8] Sie liefern also
einen neuen Beweis der Existenz der Jordanschen Normalform.

Sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum und f € Endg (V) ein Endomorphismus. Fiir
einen Vektor v € V bezeichnen wir mit (v); den von v erzeugten zyklischen Untermodul
von V[f], d.h.:

(v = Spangri{v} = Spang{v, f(v), f*(v),...} C V.

Die folgende Proposition ist der Kernpunkt zur Bestimmung einer Jordan-Basis:

Proposition 9.2.21 (Jordanblécke aus Hauptvektoren). Sei V' ein K-Vektorraum, f €
Endg (V) und A € K. Sei v € V ein Hauptvektor zu X von f der Stufe n € N\ {0}. Dann
ist die Familie
B, = (’U, (f - )\ldv)(’U), LR (f - AidV)nil(v))
eine Basis von (v)¢, fir die gilt
[y 150 = JIn(N).
Die Familie B, heifit die Jordankette zum Hauptvektor v.

Beweis. Zur linearen Unabhéngigkeit sei > ., pu;(f—Xidy)"~!(v) = 0. Wir beweisen p1; = 0
durch vollstdndige Induktion iiber j. Es gilt

0= (f—Aidy)"™ (Z pi(f = /\idv)i_l(v)> = i = Aidy) I (v).

i=1 i=1

Aus (f—Xidy)™(v) = 0 folgt, dass alle Summanden mit ¢ > j null sind, und nach Induktions-
voraussetzung sind alle Summanden mit i < j auch null. Es gilt also p;(f—Xidy )"~ (v) = 0.
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Da v ein Hauptvektor der Stufe n ist, gilt nach Definition (f — Xidy )" 1(v) # 0, und damit
K = 0.

Sei nun U C V der von B, erzeugte Untervektorraum. Es ist klar, dass U C (v)y. Zur
umgekehrten Inklusion geniigt es zu zeigen, dass U f-invariant ist. Da (f — Aidy)"(v) =0
enthiilt U den Vektor (f — Aidy)%(v) fiir alle i € N. Es gilt dann

F((f = Xidy) " H(w)) = A(f = Aidy) L (w) + (f — Aidy)i(v) € U,

wie gewlinscht. Diese Formel zeigt auflerdem, dass die i-te Spalte der Darstellungsmatrix
[f<v>f}gz gleich Ae; + e;41 (oder e, wenn i = n) ist. O

Zur Erinnerung ist f € Endg (V) genau dann trigonalisierbar, wenn sich V' als direkte
Summe der Hauptrdume von f zerlegt (Proposition [6.4.10)):

V= @ Hauy (f).

AEK

Um eine Jordan-Basis fiir f zu finden, geniigt es jeden Hauptraum Hauy(f) als direkte
Summe von Untervektorrdumen der Gestalt (v) ¢ zu zerlegen: Man erhalt dann eine Jordan-
Basis, indem man die Jordanketten B, aus Proposition [9.2.21| zusammensetzt.

Bemerkung 9.2.22. Es gibt ein paar Varianten der Proposition [9.2.21

e Ersetzt man f—\idy durch Aidy — f in der Basis B,, so erhalten wir einen Jordanblock
mit —1 anstelle von 1 unter der Diagonale.

¢ Kehrt man die Reihenfolge der Basis B, um, so erhalten wir fiir die Darstellungsmatrix
den transponierten Jordanblock J,,(A\)T. Viele Quellen verwenden diese Konvention fiir
die Jordanblocke, so dass die Jordansche Normalform eine obere statt einer unteren
Dreiecksmatrix ist (bei der verallgemeinerten Jordanschen Normalform muss man dann
auch die Begleitmatrizen transponieren).

Wir beginnen mit einer ausfiihrlicheren Strukturanalyse der Hauptrdume. Sei V' ein K-
Vektorraum und f € Endg (V) ein Endomorphismus. Fiir n € N definieren wir den Unter-
vektorraum

Hau} (f) :=ker((f — A-idy)") C V.
Nach Proposition i) ist Hauy(f) ein f-invarianter Untervektorraum von V. Es gilt
Hau} (f) = {0}, Hauy(f) = Eig,(f) und

Haul(f) € Hau)(f) C Hau3(f) C --- C Hauy(f) = U Hau (f).

neN

Die Hauptvektoren zu A der Stufe n sind genau die Elemente von Hau} (f)\ Hauy ' (f). Auf
der anderen Seite gilt nach Definition (f — \idy )(Hauy ' (f)) € Haul(f).
Man definiert

Wt (A) = dimg Hau(f).
Es gilt also pf™"(A) = pj(A) und pf(A) < u}‘“()\) fiir alle n € N. Die Dimensionen 4} ())

heiflen die verallgemeinerten geometrischen Vielfachheiten von X bzgl. f. Man definiert ferner

Hauy (f) >
Hau} ' (f)
fiir alle n > 1. Anders gesagt ist 77 (\) die Dimension eines zu Hau} ™' (f) komplementiren

Untervektorraums von Hauy(f), d.h., die ,,Anzahl der linear unabhingigen Hauptvektoren
zu A der Stufe n“. Nach der Dimensionsformel fiir Quotientenvektorraume gilt

W)+ ) = s ON).

O = dinne
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Schlieflich setzt man

§7(\) = dimg ( Ha3 (/) ) .

Hau} ' (f) + (f — Nidy)(Hau} T2 (£))

Diese Dimension ist die ,,Anzahl der linear unabhéingigen Hauptvektoren zu A der Stufe n,
die nicht von einer héheren Stufe stammen®.

Lemma 9.2.23. Sei V' ein K-Vektorraum, f € Endg (V) und A € K. Fir alle n € N\ {0}
induziert f — Nidy : Hauyt (f) — Haul (f) eine injektive Abbildung

Hau} ™ (f) Hauj (f)
Hau’y (f) H&)utlg\hl(f)7

und es gilt 7}”‘1()\) + 0% (A) =7} (A). Insbesondere gilt 7;”'1()\) <AFN)-
Beweis. Dies folgt aus dem Homomorphiesatz denn der Kern der Komposition

Hauy (f)
Hau’;fl(f)

Haul ! () L2229 Haul(f) —»

ist genau
(f = Aidy) "' (Hau} ™' (f)) = Hau} (f)

nach Definition von Hauy(f). Die zweite Aussage folgt nun aus der Dimensionsformel fiir
Quotientenvektorrdume, denn nach dem Homomorphiesatz gibt es zu jeder linearen Abbil-
dung h: W — V und jedem Untervektorraum U C V einen Isomorphismus

V/(U +imh) = (V/U)/im(q o h),
wobei ¢: V' — V/U die Quotientenabbildung ist. O

Ist V endlich-dimensional, so ist die aufsteigende Folge (u;}()\))neN stationar. Nach Pro-
position gilt genauer
pr(A) = M‘}lg()\) fiir alle n > u‘}lg(/\).
Das kleinste n € N mit dieser Eigenschaft ist eigentlich die Vielfachheit von A im Minimal-

polynom m; (dies kann man zum Beispiel aus Satz [9.2.10(ii) schlieBen). Die absteigende
Folge (’y}‘(A))neN\{o} ist dann schliefllich null, und nach Lemma [9.2.23] gilt

HEm ) =75 = z_jl 07 ()-

Proposition 9.2.24. Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum, f € Endg (V) und
A € K. Dann gibt es eine Teilmenge Q@ C Hauy(f) \ {0} mit |Q| = u$°™(N), so dass die
kanonische Abbildung

P w)s = Haus(f)

veEQ

ein Isomorphismus ist. Die Zusammensetzung der Jordanketten B, mit v € Q) ist dann eine
Jordan-Basis fir fiuau,(f)-

Beweis. Die letzte Aussage folgt aus Proposition Sei d € N die kleinste Zahl, so dass
Hauy (f) = Hau}(f) (d.h., die Vielfachheit von A im Minimalpolynom m ). Wir bilden die

Teilmenge @ als Vereinigung QQ = ngl Qs, wobei QQ; aus Hauptvektoren der Stufe s besteht.

Sei T'gy1 = {0} C Hauy(f). Man definiert Untervektorrdume I's, A; C Hau3(f) fiir
s € {1,...,d} rekursiv wie folgt: Ay ist ein komplementirer Untervektorraum zu (f —
Aidy)(Ts41) —i—Hau‘;‘\_l(f) und I'y = Ay + (f — Aidy )(Ts4+1) (nach Definition von Ay ist die
Summe direkt). Sei dann Qs C Ay eine Basis und sei Q) = Ule Qs.
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Behauptung. Fiir alle s € {1,...,d} gilt:
(i

) Ty ist komplementir zu Hauj '(f) in Hau$(f),
(ii) Die Einschrénkung von f — Aidy auf I'gy; ist injektiv.
Z

w (i). Nach Definition von I'y und A gilt
Ty +Haud ™ (f) = As + (f = Midv)(Ds1) + Hauy ™' (f) = Haui (/).

Die Aussage I's NHauj ' (f) = {0} beweisen wir fiir alle s € {1,...,d+1} durch absteigende
Induktion iiber s. Falls s = d + 1 ist die Aussage trivial, denn 'y = {0}. Sei s < d und
sei v € Ty NHau} ' (f). Nach Definition von T'y kann man schreiben v = u + (f — Xidy)(w)
mit u € Ay und w € Iy, ;. Nach Definition von A, ist dann u = 0. Aus v € Hau§ '(f) folgt
dann w € Hau3(f). Nach Induktionsvoraussetzung ist nun w = 0, so dass v = 0.

Zu (ii). Wir betrachten das kommutative Diagramm

Typ1 —— Hau{™'(f) Y Ha ul (f)

> J
Haug*(f) Hau3 (f)
Hau3 (f) Hauf\fl(f)'

Nach (i) ist der diagonale Pfeil ein Isomorphismus, und nach Lemma ist der untere
Pfeil injektiv. Deswegen ist auch die Einschrénkung von f — Aidy auf I';4q injektiv, wie
gewlinscht.

Nach (i) und der Definition von I'y erhalten wir eine direkte Zerlegung

d

Hau,(f) = EPT..

s=1

Aus (ii) folgt, dass f — Aidy direkte Zerlegungen von I's; erhilt. Jedes T’y ldsst sich also
induktiv zerlegen als:

Fs=A;® (f - )‘idV)(Fs+1)

= As ©® (f - AidV)(As-ﬂ—l) S5 (.f - )‘idV)2(Fs+2)
d—

= @(f = Aidv)" (Agti)-

=0

3

Insgesamt erhalten wir die direkte Zerelgung

d d—s d t—1
Hauy (f) = @ P (f — Aidv)'(Acrs) = B EP(F — Midv)' (A,
s=1 i=0 t=1 1=0

Aus (ii) folgt auerdem, dass fiir alle i < t — 1 die Abbildung (f — Xidy)? Basen von A;
auf Basen von (f — Aidy)*(A;) abbildet. Damit ist die Zusammensetzung der Jordanketten
B, mit v € Q; eine Basis von @Z;é( f—Xidy)¥(Ay), so dass die Zusammensetzung der Jor-
danketten B, fiir alle v € @) eine Basis des ganzen Hauptraums Hau, (f) ist, wie gewiinscht.
Zudem bilden die letzten Vektoren der Ketten B, eine Basis von I'y = Eig,(f), so dass

Q| = dimg Big, (f) = p7*" (1) H
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Die Basis von Hauy (f), die im Beweis der Proposition [9.2.24] konstruiert wurde, kénnen
wir folgendermafle darstellen:

Fd [ ] [ ] Ad

Fd—l Y ° ® Y A(171
Elg)\(f):]_—‘l Y ° ° ° Y ° Al

1 ’Y; ,}/Jic—l ,y} — Mieom()\)

>f—AMV

Die Punkte im roten Bereich bilden die Teilmenge @), und die Spalten sind die zugehoérigen
Jordanketten B, mit v € @ (die den einzelnen Jordanblécken in der Darstellungsmatrix
entsprechen). Jeder Punkt im weilen Bereich ist also f—\idy des dariiberliegenden Punktes.
Die ersten s Zeilen von unten bilden eine Basis von Hauj (). Die s-te Zeile selbst ist eine
Basis des Untervektorraums I'y, und der rote Teil davon ist genau die Basis Q4 von Ag.
Nach Konstruktion gilt dimg I's = v}(A) und dimgx Ay = 63()), was das folgende Korollar
liefert:

Korollar 9.2.25 (Anzahl der Jordanblocke). Sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und f € Endg (V) ein trigonalisierbarer Endomorphismus. Sei A € K und
n € N\{0}. Die Anzahl der Jordanblicke zu X\ der Gréfie n in einer Jordanschen Normalform
von f ist genau

FFA) =N =5 O) = 205 (N) = ) = .

Eine allgemeine Methode zur Bestimmung der Jordanschen Normalform einer Matrix
haben wir bereits gesehen (Rezept[9.2.13). Das Korollar [9.2.25|liefert aber eine verschiedene
Methode auf Basis des Gauflschen Eliminationsverfahrens:

Rezept 9.2.26 (Bestimmung der Jordanschen Normalform mit dem Gaufischen Verfahren).
Gegeben sei A € M,,(K) eine trigonalisierbare Matrix. Gesucht ist die Jordansche Normal-
form von A. Mit dem GauBschen Eliminationsverfahren (genauer mit dem Rezept
bestimmt man die verallgemeinerten geometrischen Vielfachheiten p% (\) jedes Eigenwerts
A von A fir alle n = 1,2,..., bis u () gleich /f;‘lg()\) ist. Nach Korollar ist dann
2u%(A) — u?“()\) - ,u?_l(/\) die Anzahl der Jordanblocke zu A der Grofie n, was die Jordan-
sche Normalform eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Jordanblocke) bestimmt.

Rezept 9.2.27 (Bestimmung einer Jordan-Basis). Der Beweis von Proposition [9.2.24] liefert
einen Algorithmus, um eine Jordan-Basis fiir eine trigonalisierbare Matrix A € M, (K) zu
finden. Man fiihrt ndmlich die folgenden Schritte mit jedem Eigenwert A von A durch:

¢ Mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren bestimmt man eine Basis Hs der Losungs-
menge Hau3 (A4) = L((\, — A)®,0) fir alle s € {1,...,d}, wobei d die kleinste Zahl
mit |Hy| = p5()) ist.

e Man bestimmt dann Teilmengen Qs C Hauy(A) induktiv iber s € {1,...,d}, be-
ginnend mit s = d, so dass (s eine Basis eines komplementidren Untervektorraums
zu Spang (Hs_1 U Uo-lfls(A — M) (Qs44)) in Hau}(A) ist. Dazu verwendet man das

1=

Rezept [5.2.29| mit der Basis H; von Hauj(A) anstelle von der Standardbasis von K™.

Die Jordanketten B, mit v € U;i:l Qs bilden dann eine Jordan-Basis von Hauy (A4). Schlief3-
lich setzt man diese Basen fiir alle Eigenwerte A zusammen, um eine Jordan-Basis B =
(v1,...,vy) fiir A zu erhalten. Ist S € GL, (K) die Basiswechselmatrix T5 = (v1 .. vn),
so gilt [La]B = S71AS nach der Basiswechselformel, so dass die Matrix S™1AS in Jordan-
scher Normalform ist.
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Beispiel 9.2.28. Sei

3 0 1
A=|-2 2 —2| e MQ).
-1 0 1

Im Beispiel [9.2.17 haben wir bereits x4 = (7' — 2)® berechnet, so dass A trigonalisierbar ist.
Wir suchen jetzt eine Jordan-Basis fiir A mit Rezept

e Basis von Hau}(A) = Eig,(A).

10 1) 4@ (1 01
A-2=-2 0 —2| 229 [0 0 0] = Eigy(A) = Spang{er — e3,e2).
10 -1 0 0 0

o Basis von Hauj(A). Da (A — 213)? = 0 gilt Hauj(A) = Hauy(A4) = Q.

e Basis von Ay = I's. Dies soll ein komplementiirer Untervektorraum zu Eig,(A) in Q3
sein, z.B. Ay = Spang{e; }. Man setzt Q2 = {e1}.

o Basis von Aj. Dies soll ein komplementérer Untervektorraum zu L 4oy, (T'2) in Eig,(A)
sein. Es gilt

1
La_25,(T2) = Spang{v}, wobei v=(A-2I3)e; = | -2
-1
Zur Bestimmung von A; wenden wir das Rezept [5.2.29] mit der obigen Basis von
Eig,(A) an:
1 1 0\ A2 1 1 0
Az (1)
(U e1 —e3 62): -2 0 1}]——=10 2 1
-1 -1 0 0 0 O

Die Matrix ist jetzt in Zeilenstufenform und die Pivotspalten sind die ersten zwei
Spalten, so dass (v, e; —e3) eine Basis von Eig,(A) ist. Damit hat A; = Spang{e; —es}
die gewiinschte Eigenschaft. Man setzt Q1 = {e; — e3}.

Also erhalten wir Q = Q2 U Q1 = {e1,e1 — ez}, mit zugehorigen Jordanketten B., = (e1,v)
und By, _; = (€1 — e3). Damit ist B = (e1,v,e; — e3) eine Jordan-Basis fir A, und es gilt

2 0 0 1 1 1
S7'AS =11 2 0 , wobei S = (61 v oe; — 63) =0 -2 0
00 2 0 -1 -1

Bemerkung 9.2.29. Durch explizite Beispiele kann man beobachten, dass nicht alle Basen
von Eig, (f) zu einer Jordan-Basis von Hauy(f) ergénzt werden kénnen. Deshalb ist es im
Rezept [9.2.27] wirklich notwending, die Teilmengen Qs von der hochsten zu der niedrigsten
Stufe zu bestimmen, was leider recht rechenintensiv sein kann. Zum Beispiel liefert dieses
Rezept zwei Basen jedes Untervektorraums Hauj (A4), die Basis H; sowie die entsprechende
Teilfamilie der erhaltenen Jordan-Basis.

9.2.4 Die Jordan-Chevalley-Zerlegung

Definition 9.2.30 (nilpotentes Element). Sei R ein Ring. Ein Element r € R heifit nilpotent,
wenn ein n € N mit 7 = 0 existiert.

Beispiel 9.2.31.

(i) In einem Integritétsring ist 0 das einzige nilpotente Element.
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(ii) Im Ring Z/4Z ist [2] nilpotent, denn [2]? = [4] = 0.
(iif) Im Matrizenring M,,(R) ist jede Matrix der Gestalt

0 * 0 0
A= bzw. A=

nilpotent: Es gilt A™ = 0.

Eine Matrix J € M, (K) in Jordanscher Normalform lésst sich als J = D + N zerlegen,
wobei

A1 0 0 0
)\2 €1 0
D= ] und N =
0 An 0 €n-1 O

mit A; € K und ¢; € {0,1}. Insbesondere ist N nilpotent mit N = 0 (eigentlich gilt
bereits N% = 0, wobei d die Grofe des groBten Jordanblocks ist). Diese Zerlegung hat viele
Anwendungen, weil beide Diagonalmatrizen und nilpotente Matrizen besonders einfach sind.
Die Jordan-Chevalley-Zerlegung ist eine kanonische Verallgemeinerung dieser Zerlegung auf
beliebige trigonalisierbare Endomorphismen:

Satz 9.2.32 (Jordan-Chevalley-Zerlegung). Sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und f € Endg (V) ein trigonalisierbarer Endomorphismus. Dann gibt es eine
Zerlegung

f = fdiag + fnil
in Endg (V), wobei faiag ein diagonalisierbarer und fun ein nilpotenter Endomorphismus
sind, die miteinander kommutieren, d.h., faiag © fail = fuil © fdiag. Auferdem sind fgiag und
fuou eindeutig durch f bestimmi.

Beweis. Zur Existenz. Der Jordanblock J,(\) besitzt eine solche Zerlegung:
Je(A) = M. + J(0),

denn J.(0)¢ = 0 und A, € M.(K) ist zentral. Nach Korollar gibt es eine Basis B
von V, so dass die Matrix A = [f]5 in Jordanscher Normalform ist. Wendet man die obige
Zerlegung auf jeden Jordanblock von A an, so erhélt man eine Zerlegung A = Agiag+ Anit mit
den gewiinschten Eigenschaften. Durch den Ringisomorphismus Endg (V) = Mimv)(K),
g+ [9)B, erhalten wir schlieBlich eine entsprechende Zerlegung von f.

Zur Findeutigkeit. Da der Endomorphismus fqia, diagonalisierbar ist, ist er durch seine
Eigenrdume eindeutig bestimmt (denn fgiag(v) = Av fiir alle v € Eigy (faiag) und V ist die
Summe der Eigenrdume von fgiag). Wir behaupten, dass fir jedes A € K gilt

Eig (faiag) = Haux(f).

Dies impliziert, dass fgiag (und somit auch foi = f — faiag) eindeutig durch f bestimmt ist.
Da f trigonalisierbar und fgiae diagonalisierbar ist, gibt es Isomorphismen

P Haun(f) 5V & P Eigy(faiag)-
AEK AEK
Deswegen gentigt es die Inklusion Eig) (faiag) C Haux(f) nachzupriifen. Ist v € Eig) (faiag),
so gilt
(f = Aldv)(v) = f(v) = Ao = f(v) = faiag(v) = faur(v)-
AuBerdem liegt fni(v) wieder in Eigy (fdiag), denn
fdiag(fnil(v)) = fnil(fdiag(v)) = fnil()\v) = )‘fnil(v)'

Aus der Nilpotenz von fi; folgt nun, dass v im Hauptraum Hauy (f) liegt, wie behauptet. O
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Bemerkung 9.2.33. Die Jordan-Chevalley-Zerlegung gilt auch fiir Endomorphismen, die
nicht trigonalisierbar sind, sofern K ein sogenannter vollkommener Korper ist. Dieser Begriff
wird in der Vorlesung Algebra eingefiihrt. Korper der Charakteristik 0 sowie endliche Kérper
sind vollkommen.

Abschlieflend besprechen wir ein paar konkrete Anwendungen der Jordan-Chevalley-
Zerlegung.

Bemerkung 9.2.34 (Potenzen einer trigonalisierbaren Matrix). Sei A € M,,(K) eine trigo-
nalisierbare Matrix. Mithilfe der Jordanschen Normalform kann man eine einheitliche Formel
fiir alle Potenzen A* erhalten (siehe Bemerkung fiir den diagonaliserbaren Fall). Sei
S € GL,(K), so dass S™'AS = J in Jordanscher Normalform ist. Dann gilt

AF = §gkg— 1,

Es geniigt also J* zu berechnen. Dazu schreibt man J = D 4+ N mit D diagonal, N* = 0
und DN = ND. Da D und N miteinander kommutieren gilt der binomische Lehrsatz:

k k o min{k,n—1} i o
JF=(D+NF=3" (JD’“”NZ = > (i>Dk‘1N1.
=0 =0

Auflerdem werden die Potenzen der Diagonalmatrix D komponentenweise berechnet. Man
braucht also nur die (endlich vielen) Potenzen von N zu berechnen, um eine Formel fiir
beliebige Potenzen von A zu erhalten.

Bemerkung 9.2.35. Eine reelle Matrix A € M, (R) ist nicht unbedingt trigonalisierbar.
Man kann trotzdem das Verfahren aus Bemerkung [0.2.34] verwenden, indem man A als
komplexe Matrix betrachtet. Die Potenzen A* sind natiirlich wieder reelle Matrizen, aber
die Hilfsmatrizen J und S koénnen komplexe Zahlen enthalten. Allgemeiner wird jede Matrix
A € M,(K) trigonalisierbar, wenn man K durch einen algebraischen Abschluss K ersetzt
(siehe Bemerkung [6.4.18)).

Bemerkung 9.2.36 (Exponentialfunktion fiir Matrizen). Die Funktion exp: C — C\ {0}
lasst sich auf quadratische Matrizen verallgemeinern. Sie ist tatsédchlich der Sonderfall n = 1
einer Abbildung

exp: M,(C) — GL,(C),
A Z T E
k=0

Um diese Reihe zu verstehen kann man M, (C) mit dem Skalarprodukt (A4, B) = tr(A"B)
versehen, das M, (C) zu einem metrischen Raum befoérdert. Man kann dann zeigen wie im
Fall n = 1, dass die Reihe fiir alle A konvergiert. Die tiblichen Beweise zeigen zudem:

(i) Es gilt exp(0,,) = I,.
(ii) Falls AB = BA gilt exp(A+ B) = exp(A) exp(B) (dies gilt aber nicht im Allgemeinen).

Diese Aussagen implizieren iibrigens, dass exp(A) invertierbar ist, mit exp(A) =t = exp(—A).
Die Jordansche Normalform ist sehr hilfreich bei der Berechnung der Exponentialfunktion
von Matrizen. Denn sei S € GL,,(C), so dass S~'AS = J in Jordanscher Normalform ist,
und sei J = D + N mit D diagonal, N® = 0 und DN = ND. Aus den Gleichungen
(SIS~ Hk = SJ*S~1 fiir alle k € N folgt die Gleichung exp(SJS™1) = Sexp(J)S~!. Damit
gilt
exp(A) = exp(SJS™ 1) = Sexp(J)S™! = Sexp(D)exp(N)S .
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Fiir eine Diagonalmatrix wird die Exponentialfunktion komponentweise berechnet (da dies
fiir die einzelnen Potenzen gilt):

exp(diag(A, ..., \,)) = diag(e™, ..., e*).

SchlieBlich ist exp(N) gleich der endlichen Summe 2”71 NE

=0 k! -
Beispiel 9.2.37.
. . A0 ]
(i) Sei A = o N T A + N,. Dann gilt
e* 0 o V& 10
exp(Alp) = (0 A und exp(N,) = k_oﬁ =L+N, = o 1)
und damit

exp(4) = exp(lz)exp(V) = (5, 3).

A= (? 21) € My(C).

Es gilt x4 = (T'—1)? und Eig, (A) = Spanc{es —e1}. Zudem gilt (A—I3)e; = e2 —e1,
so dass e; ein Hauptvektor zu 1 der Stufe 2 ist. Damit erhalten wir die Jordan-Basis
(e1,e9 — e7) fiir A, so dass

_1 (1 0 . (1 -1 1 (11
S AS—(1 1>, wobei S—<O 1) und S —(0 1).

Nach (i) gilt nun
B 10\ o1 1\ (0 —e
exp(A) = Sexp (1 1) S 0 1) = (e 26) .

I
N\
O =
—_ |

—_
N~
N
Qo
o O
N~
N\

—_

(iii) Sei

3 0 1
A=|-2 2 —2| e M(C)
-1 0 1
Nach Beispiel [0.2.28] gilt
2 0 0 1 1 1
ST1AS=11 2 0| =234+ N, wobei S=[|0 -2 0
0 0 2 0 -1 -1

Wir berechnen noch die inverse Matrix S—1:

1 1 1|10 0\ M- /1 1 1]1 0 0
0 -2 o0olo1o0|l—"+1l0 1 1l0 0 -1
0 -1 -1/0 0 1 0 -2 0/0 1 0
A2111100MH111100
2@ 1 1000 -1 2% (o1 10 0 -1
0 0 2|0 1 -2 00 1/0 % -1
stﬂ 1 1 01 —% (o) 1001 0 1
13(— 12(— 1
%101 0/0 -3 0 01 0[0 -2 0
00 1/0 5 -1 00 1/0 5 -1



Aus N2 = 0 folgt exp(N) = I3 + N. Schlieflich erhalten wir
exp(A) = Sexp(213) exp(N)S™*

1 1 1\ /¢ 0 0\ /1 0 1
=[(0 -2 0] [e® e 0|0 -5 0
0 -1 -1/ \0o 0 ¢/ \0 3 -1
2¢? e? e? 10 1 2¢2 0 e?
=[—2e* —2¢* 0 0 —3 0 ]=1[-22 €& —2¢2
—e?2  —e?  —e? 0o L - -2 0 0

Bemerkung 9.2.38 (lineare Differentialgleichungssysteme). Sei A € M,,(C) eine Matrix
und sei zg € C™ beliebig. Wir betrachten das homogene lineare Differentialgleichungssystem
erster Ordnung 2’ = Az unter der Anfangsbedingung x(0) = z¢. Das heifit, wir suchen alle
differenzierbaren Funktionen z: R — C™, so dass

2'(t) = A-x(t) fiirallet e R,
Das Matrixexponential definiert eine Funktion R — M,,(C), ¢ > exp(At), fiir die gilt

und  z(0) = zo.

%exp(At) = A - exp(At).

Daraus folgt leicht, dass die Funktion z(t) = exp(At) -z eine Losung unseres Gleichungssys-
tems ist. Sie ist eigentlich die einzige Losung unter der gegebenen Anfangsbedingung, denn:
Sei : R — C" eine beliebige Losung mit 2(0) = x¢. Dann gilt

%(exp(—At)x(t)) = exp(—At)x'(t) — Aexp(—At)xz(t)
= exp(—At)Az(t) — Aexp(—At)z(t) = 0,

da A und exp(—At) kommutieren (da A mit allen ihrer Potenzen kommutiert). Also ist
t > exp(—At)z(t) eine konstante Funktion, deren Wert in ¢ = 0 gleich x(0) = = ist, so dass
fir alle ¢ € R gilt exp(—At)z(t) = xo, d.h., 2(t) = exp(At)zo.

Sei L4 = {z € Diff(R,C")|2’ = Az} die Losungsmenge des Differentialgleichungssystems
ohne Anfangsbedingung. Dann ist £ 4 ein Untervektorraum des C-Vektorraums Diff (R, C™),
und die C-lineare Abbildung

Lg— (Cn,

ist ein Isomorphismus mit Umkehrabbildung z¢ (¢t = exp(At) - o). Insbesondere bilden
die Spalten von exp(At) eine Basis von £ 4.

x +— x(0),

Beispiel 9.2.39. Wir 16sen das lineare Differentialgleichungssystem
¥y = 3z1 + 3,
—2x1 + 2z — 223,

5
w3
Die allgemeine Losung ist z(t) = exp(At)xo mit 2o € C™ beliebig, wobei A die Koeffizienten-

matrix ist. Die Matrix exp(A) haben wir schon im Beispiel [9.2.37|iii) berechnet, und die
Berechnung von exp(At) ist ganz &dhnlich: Es gilt exp(Nt) = Is + Nt und daher

exp(At) = Sexp(213t) exp(Nt)S™!

11 1 e 0 0 1 0 1
=0 —2 0] [te® €* 0 (0 -5 0
0 -1 -1 0 0 et/ \o 1 -1
(1+t)e*t e e?t 1 0 1 (1+t)e* 0 te?t
= —2e** -2 0 0 —3 0 |=| —2te* € —2te*
—te?t —e? =¥/ \0 1 -1 —te?t 0 (1—t)e*

Die Spalten von exp(At) bilden dann eine Basis der Losungsmenge.

249



Kapitel 10

Multilineare Algebra

Die multilineare Algebra befasst sich mit multilinearen Abbildungen. Multilineare Abbildun-
gen zwischen Vektorrdumen haben wir bereits definiert (Deﬁnition, und die Definition
bleibt sinnvoll fiir Moduln iiber einem beliebigen kommutativen Ring R.

Das Tensorprodukt von R-Moduln ist eine Konstruktion, die multilineare Abbildungen
in lineare Abbildungen umwandelt. Sind genauer My, ..., M,,, N Moduln {iber R, so gibt es
eine Bijektion zwischen n-linearen Abbildungen

My x---x M, - N
und linearen Abbildungen aus dem Tensorprodukt
M, ®gr - ®r M,, = N.

Elemente von My ®p - - - ®g M, heilen Tensoren. Die symmetrische Potenz Sym'; (M) und
die dufere Potenz A%, (M) spielen eine dhnliche Rolle wie das Tensorprodukt aber fiir sym-
metrische und alternierende n-lineare Abbildungen M™ — N.

Die direkte Summe @ und das Tensorprodukt ® p von R-Moduln verhalten sich ganz
dhnlich wie die Addition + und die Multiplikation - von Zahlen: Beide @& und ®pg sind
assoziativ und kommutativ (bis auf Isomorphie) und besitzen neutrale Elemente. Aufierdem
gilt das Distributivgesetz: M @ g (N @ P) =2 (M ®r N) ® (M ®g P). Fur Vektorrdume U, V
iiber einem Korper K gilt zudem

dimK(U S5 V) e dlmK(U) + dimK(V),
dimK(U RK V) = dll’nK(U) dlmK(V)

Historisch gesehen wurden Tensoren als gemeinsame Verallgemeinerung von Skalaren,
Vektoren und Matrizen eingefiithrt. Namlich, wie wir bereits im Kapitel [7] bemerkt haben,
konnen wir Bilinearformen R* x R* — R mit k x [-Matrizen iiber R identifizieren. Fiir n € N
beliebig kdnnen wir auf dhnliche Weise eine n-lineare Form

RM x ... x RF 5 R

mit einer ,,n-dimensionale Matrix*“ der Grofie k1 x - - - X k,, darstellen. Nennt man ein solches
Objekt Tensor der Stufe n, so gilt:

o Ein Tensor nullter Stufe ist ein Skalar (denn eine 0-lineare Form ist eine beliebige
Abbildung {*} — R).

e Ein Tensor erster Stufe ist ein Vektor.

e Ein Tensor zweiter Stufe ist eine Matrix.
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In vielen Situationen ist aber diese konkrete Definition nicht hinreichend, denn nicht alle
R-Moduln sind frei mit einer bevorzugten Basis.

Das Tensorprodukt ist ein grundlegender Begriff der Linearen Algebra, der in allen Berei-
chen der Mathematik sowie in der Physik hidufig benutzt wird. Tensoren wurden tatséchlich
durch Einsteins Allgemeine Relativitdtstheorie weithin bekannt gemacht. Tensorprodukte
sind besonders wichtig in der Differentialgeometrie, die sich mit glatten Mannigfaltigkei-
ten beschéftigt. Zum Beispiel ist eine Riemannsche oder Lorentzsche Metrik ein Schnitt
der zweiten symmetrischen Potenz des Kotangentialbiindels einer glatten Mannigfaltigkeit.
AuBere Potenzen sind auch wichtig in der Integrationstheorie iiber Mannigfaltigkeiten. Die
iibliche Notation ,dx; ...dz,“ in einem Integral {iber eine Teilmenge von R™ steht eigentlich
fiir eine Differentialform n-ten Grades iiber R", die jedem Punkt von R™ ein Element der
dualen dufleren Potenz AR (R™)* zuordnet.

10.1 Das Tensorprodukt

Wir erinnern an die Definition von multilinearen Abbildungen (Definition [5.3.11)):

Definition 10.1.1 (multilineare Abbildung). Sei R ein kommutativer Ring und seien M,
..., M,, N Moduln iiber R. Eine Abbildung

f:My x---xM, - N

heifit (R-)multilinear oder (R-)n-linear, wenn sie beziiglich jedes ihrer n Argumente R-linear
ist, d.h.: Fur jedes 7 € {1,...,n} und jedes

(T4, T, Tia1y -y Tp) € My X oo X My_q X Miyq X -+ X M,
ist die folgende Abbildung R-linear:
M; — N,
T f(X1y o T, By T 1y e ey T
Notation 10.1.2. Man schreibt
Hom'y (M, ..., M,,N) C Abb(My x -+ x M,,N)
fiir den Untermodul von n-linearen Abbildungen M; x --- x M,, — N.

Proposition 10.1.3 (Exponentialgesetz fiir multilineare Abbildungen). Sei R ein kommu-
tativer Ring, seien m,n € N und seien My,..., M,,, N1,..., Nyn, P Moduln tiber R. Dann
gibt es einen Isomorphismus von R-Moduln
Hom% ™™ (M, ..., My, Ni,..., Ny, P) = Hom'y (M, ..., M,,,Hom%(Ny, ..., N,, P)),
[ (@@= (e f(z,y))
Beweis. Da f in jedem seiner m + n Argumente linear ist, ist die Abbildung = — f(x,—)
m-linear, und fiir jedes feste x € M; X - -- X M,, ist die Abbildung y — f(x,y) n-linear. Das

heift, die gegebene Abbildung ist wohldefiniert. Sie ist auch R-linear, da die Modulstruktur
auf beiden Seiten punktweise definiert ist. Die Umkehrabbildung schickt g auf die Abbildung

(z,y) = g(z)(y)- O

Bemerkung 10.1.4. Der Sonderfall m = n = 1 der Proposition [L0.1.3| haben wir schon im
Kapitel [7] verwendet: Der Isomorphismus

Bilg (V, W) = Hom% (V, W, K) = Hom (V, Homg (W, K)) = Hom (V, W*)

schickt eine Bilinearform b: V' x W — K auf die lineare Abbildung b;: V — W*.
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Definition 10.1.5 (Tensorprodukt). Sei R ein kommutativer Ring, sei n € N und seien
My, ..., M, Moduln iiber R. Ein Tensorprodukt der Familie (M, ..., M,) ist ein Paar (T, 1)
bestehend aus einem R-Modul T und einer n-linearen Abbildung

T: My x---x M, =T

mit folgender universellen Eigenschaft: Zu jedem R-Modul N und jeder n-lineare Abbildung
f: My x---x M, — N gibt es genau eine lineare Abbildung g: T'— N mit go 7 = f:

Mlx---anL%N.

Tl /,///3/!9
T

Die universelle Eigenschaft eines Tensorprodukts (7,7) kann man auch folgendermafBie
formulieren: Es gibt eine Bijektion

Hompg(T, M) = Hom'(Mjy, ..., M,,N),
g gor.

(Diese Abbildung ist zudem R-linear und damit ein Isomorphismus von R-Moduln.)

Satz 10.1.6 (Existenz und Eindeutigkeit des Tensorprodukts). Sei R ein kommutativer
Ring, sein € N und seien My, ..., M, Moduln tiber R.

(i) Ein Tensorprodukt (T,T) von (Mu,...,M,) existiert.

(ii) Seien (T,7) und (T',7') zwei Tensorprodukte von (Mu,...,My,). Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung ¢: T — T' mit oo = 7. Auferdem ist ¢ ein Isomorphismus.

Beweis. Zu (i). Sei F := RMvxxMn) Fiir ein n-Tupel (21,...,2,) € My x -~ x M,
bezeichnen wir mit [z1,...,z,] den entsprechenden Standardeinheitsvektor in F. Nach der
universellen Eigenschaft von Basen gibt es zu jedem R-Modul N eine Bijektion

Abb(M; x --- X My, N) 5 Hompg(F,N), [+~ f,

A

wobei f([z1,...,2,]) = f(x1,...,2,). Sei E C F die Teilmenge bestehend aus allen Ele-
menten der Gestalt

T e A g [ SRR R ooy I £ S A o

[T1ye ooy PRy T — 7 [0y ooy Ty e e, T

mit ¢ € {1,...,n} beliebig. Dann ist eine Abbildung f: M; x --- x M,, — N genau dann
n-linear, wenn F C ker f Da ker f ein Untermodul von F ist, ist die letzte Bedingung
auch dquivalent zu Spang(E) C ker f. Sei nun T der Quotientenmodul F/Spang(E), sei
q: F'— T die Quotientenabbildung und sei

T My x---x M, =T,
(1, zn) = q([x1, ..., 20)]).

Da F C ker g ist 7 n-linear. Nach der universellen Eigenschaft des Quotientenmoduls gibt es
dann zu jeder n—linearenAAbbildung f: My x---x M, — N genau eine R-lineare Abbildung
g: T — N mit go g = f. Damit ist auch g die einzige R-lineare Abbildung mit go 1 = f,
wie gewiinscht. Dieses Argument lésst sich mit folgendem Diagramm zusammenfassen:

My x--x M, =% F—%y T



Zu (ii). Der Beweis ist ein Standardargument mit universellen Eigenschaften. Nach der
universellen Eigenschaft von (7, 7) und der n-Linearitdt von 7’ gibt es genau eine R-lineare
Abbildung ¢: T — T’ mit g o7 = 7’. Nach der universellen Eigenschaft von (T’,7') und der
n-Linearitat von 7 gibt es genau eine R-lineare Abbildung ¢': T/ — T mit ¢’ o 7 = 7. Die
Komposition ¢’ o p: T — T erfiillt

popor=¢ ot =17

Die Indentitétsabbildung idy erfillt auch idy o7 = 7. Aus der universellen Eigenschaft von
(T, 7) folgt, dass ¢’ o ¢ = idp. Auf &hnliche Weise gilt ¢ o ¢’ = idy/, so dass ¢ und ¢’
zueinander invers sind. O

Notation 10.1.7. Wegen der wesentlichen Eindeutigkeit des Tensorprodukts schreiben wir
M, ®pr - ®@r M,
fiir ,das“ Tensorprodukt der Familie (Mq, ..., M,). Wir schreiben weiter
T: My x---x M, - M Qp--Qr My,
(X1, ) P21 @ - Ry

fiir die universelle n-lineare Abbildung auf My X - -- x M,.

Elemente von M; ®pg --- g M,, heilen Tensoren, und die im Bild von 7 heiflen reine
Tensoren oder Elementartensoren. Der reine Tensor x1 ® - - - ® x,, heifit das Tensorprodukt
der Elemente 1, ..., z,.

Proposition 10.1.8 (Funktorialitdt des Tensorprodukts). Sei R ein kommutativer Ring,
ne€N, My,..., M, und Ny, ..., N, Moduln iber R und f;: M; — N; R-lineare Abbildungen.
Dann gibt es genau eine R-lineare Abbildung

fi® - ®fn: Mi®pr---Qr M, — N1 ®r -+ Qr Ny,

Auflerdem:
(i) Es gilt idp, ® -+ @ idpyy, = idan@p--0pM,
(ii) Sind f;: M; — N; und g;: N; — P; R-lineare Abbildungen, so gilt

(glof1)®"'®(9nofn):(gl®"'®gn)o(f1®"'®fn)'

(iii) Sind f1,..., fn Isomorphismen, so ist f1 ® --- & [, ein Isomorphismus.

Beweis. Die Existenz und Eindeutigkeit von f; ® --- ® f,, folgt aus der universellen Eigen-
schaft des Tensorprodukts My ®p - -+ g M,,, da die Abbildung

My x -+ x My, — N1 ®r - Qr Ny,
(1,...,2n) = fi(z1) @+ @ fr(zn),

n-linear ist. Aussagen (i) und (ii) folgen unmittelbar aus der Eindeutigkeit der linken Seite.
Aussage (iii) folgt dann aus (i) und (ii), die implizieren, dass f; ' ®---® f; ! eine Umkehr-
abbildung zu f1 ® -+ ® f, ist. O

Proposition 10.1.9 (Eigenschaften des Tensorprodukts). Sei R ein kommutativer Ring.
(i) (nulldres Tensorprodukt) (R, 1) ist ein Tensorprodukt der leeren Familie von R-Moduln.

(ii) (unéres Tensorprodukt) Fir jeden R-Modul M st (M,idpr) ein Tensorprodukt der
einelementigen Familie (M).
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(iii) (Exponentialgesetz fiir das bindre Tensorprodukt) Seien M, N,P Moduln dber R.
Dann gibt es einen Isomorphismus von R-Moduln

HOHIR(M ®r N, P) = HOHIR(M, HOIIIR(N,P))7
==y flzoy)).

Sei nun n € N und seien My, ..., M, Moduln iber R.

(iv) (Assoziativitdt) Sei k € N und seien 0 = ng < ny < --- < n, = n natirliche Zahlen.
Zu jedem j € {1,...,k} sei (T}, 7;) ein Tensorprodukt von (My, , 11,...,My;), und
sei (T,7) ein Tensorprodukt von (T4,...,Ty). Dann ist (T,7 o (11 X -+ X 7%)) ein
Tensorprodukt von (My, ..., M,). Anders gesagt gibt es einen Isomorphismus

M ®p - ®r My = (M1 ®p - ®@r Myp,) @p -+ Or (M, 141 ®pr - Qr My,),
1’1®"'®In'—>(1”1®"‘®In1)®"'®(Ink,1+1®"'®l”n)-

(v) (Kommutativitat) Sei (T, 7) ein Tensorprodukt von (M, ..., My) und sei o € S, eine
Permutation. Sei

o*: M1 Xoee XMn :>Mg(1) Xoee XMg(n),
(@1, @) 2 (To(1)s -5 Ta(n))-

Dann ist (T, 70 (0*)~1) ein Tensorprodukt von (My1y, -y My(py). Anders gesagt gibt
es einen Isomorphismus

M ®r -+ ®@r M, :>M0'(1) QR ®R Ma(n)a
T1Q QTp = To1) ® - Q Ty(n)-

(vi) (Distributivitét iiber direkte Summen) Seii € {1,...,n} und sei M; = ;. ; N;. Zu
jedem j € J sei (T, 1;) ein Tensorprodukt von (M, ..., Nj, ..., M,), wobet N; an der
i-ten Stelle ist. Sei T = @, ; Tj und sei

T: My XX My x---x M, =T,

(1'1,...,(yj)jej,...,1'n) ad (Tj(wl,...,yj,...,:vn))jeJ.

Dann ist (T, T) ein Tensorprodukt von (My, ..., M,). Anders gesagt gibt es einen Iso-
morphismus

M, ®pr - ®r <@N]‘> ®p - @p My > P M @+ @r N; ®p - @r My,
JjEJ JjeJ
x1®"'®(yj)jeJ®"'®$n'—>($1®"'®yj®"'®xn)jeJ-

Beweis. Zu (i). Ein Produkt von Mengen mit leerer Indexmenge ist eine einelementige Menge
{*}. Deswegen ist eine O-lineare Abbildung nach einem R-Modul N eine beliebige Abbildung
{x} — N, die mit einem Element von N identifiziert werden kann. Nach der universellen
Eigenschaft von Basen gibt es zu jedem Element z € N genau eine lineare Abbildung
g: R — N mit g(1) = z. Dies ist aber genau die Aussage, dass (R, 1) ein Tensorprodukt der
leeren Familie ist.

Zu (ii). Eine 1-lineare Abbildung f: M — N ist einfach eine lineare Abbildung. Es gibt
dann genau eine lineare Abbildung g: M — N mit g oidy; = f, ndmlich g = f.

Zu (iii). Dies folgt aus Proposition Es gibt Isomorphismen

Homp(M ®r N, P) = Hom%(M, N, P) = Hompz(M,Homg(N, P)).
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Der erste bildet f auf die bilineare Abbildung (z,y) — f(z ® y) ab und der zweite bildet
die weiter auf z = (y — f(z ®y)) ab.
Zu (iv). Sei P ein R-Modul. Nach Definition des Tensorprodukts gibt es eine Bijektion

HOHlR(T1 ®R"'®RTI€’P) = HOII]IIC_E(Tl,...,Tk,P), gtH>gor.
Es geniigt also zu zeigen, dass die Abbildung
Hom®% (T, ..., Ty, P) — Hom% (M, ..., M,,P), g+ go(r X - XT3),

bijektiv ist. Dies beweisen wir durch Induktion iiber k. Falls £ = 0 ist auch n = 0 und die
Aussage ist trivial. Sei also k > 1. Es gibt ein kommutatives Diagramm

Hom (T}, Hom¥ YTy, ..., Ty, P)) ———=——— Hom (T, ..., Tk, P)

|

Hom (My, ..., M, Hom% Y (Ty, ..., Ty, P))

|

Hom'y! (M, ..., M, ,Homy " (My, 41, ..., My, P)) —— Homz(Mj, ..., M,,P),

wobei die horizontalen Pfeile bijektiv sind nach dem Exponentialgesetz fiir multilineare Ab-
bildungen (Proposition|10.1.3]). Der erste Pfeil auf der linken Seite ist bijektiv nach Definition
von 77, und der zweite ist bijektiv nach der Induktionsvoraussetzung. Damit ist der Pfeil
auf der rechten Seite auch bijektiv, wie gewiinscht.

Zu (v). Es ist klar, dass die Abbildung 70 (c*)~! n-linear ist. Sei f: Mgy X+ X Mg (n) —
N eine n-lineare Abbildung. Dann ist f o c™* auch n-linear. Damit gibt es genau eine lineare
Abbildung g: T — N mit goT = foo*, d.h., es gibt genau eine lineare Abbildung g: T — N
mit go (70 (0*)"!) = f, wie gewiinscht.

Zu (vi). Dies folgt aus der Kombination der universellen Eigenschaften des Tensorpro-
dukts und der direkten Summe. Genauer sei P ein R-Modul, sei ¢;: N; < M; die kanonische
Abbildung und sei

Kji My X X Njx oo X My < My X -+ x My X -+ x M,

(@1, s Yy s @) = (X150, 45(Y), oo ),

so dass T o k; = 1j o 7;. Daraus folgt, dass folgendes Quadrat kommutativ ist:

g (got5);
g Homp (GBjEJ Tj,P) ———— [];e; Homg(Tj, P) (94);
gor Hompy(Mi,...,Ms,..., My, P) — [[;c; Homp(Mi, ..., Nj,..., My, P). (gj0T5);
I (fokj)j

Der rechte vertikale Pfeil ist bijektiv nach der universellen Eigenschaft von (T}, 7;), und der
obere horizontale Pfeil ist bijektiv nach der universellen Eigenschaft der direkten Summe.
Um zu schliefen, dass der linke vertikale Pfeil bijektiv ist, bleibt es zu zeigen, dass der
untere horizontale Pfeil injektiv ist (seine Surjektivitat folgt bereits aus der Kommutativitit
des Quadrates). Jedes f ist aber durch seine Einschréankungen f o x; bestimmt, denn jedes
Element von M; ist eine Summe von Elementen in den Bildern der Abbildungen ¢;, und f
ist linear in seinem i-ten Argument. O
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Bemerkung 10.1.10 (Sonderfille der Assoziativitét). Seien M, N, P Moduln iiber R. Nach
Proposition [10.1.9] (ii) und (iv) gibt es Isomorphismen

(M®RN)®RP<1M®RN®RPZ>M®R(N®RP),
2RY®z H YRz H (YR 2).

die die Assoziativitdt ,im iiblichen Sinne* des bindren Tensorprodukts nachweisen. Nach
Proposition [10.1.9] (i) und (iv) (angewendet mit n = 1 und k = 2) gibt es Isomorphismen

M®RR<1M:>R®RM,
r®1l Hzrz = 1.

Das heifit, der R-Modul R ist ein ,neutrales Element* beziiglich des bindren Tensorprodukts.

Bemerkung 10.1.11 (Sonderfall der Kommutativitit). Seien M, N Moduln tber R. Nach
Proposition [10.1.9|v), angewendet mit n = 2 und o = (1 2), gibt es einen Isomorphismus

M®RN:>N®RM,
TRQY Y.

Bemerkung 10.1.12 (Sonderfélle der Distributivitét). Seien M, N, P Moduln iiber R.
Nach Proposition [10.1.9(vi), angewendet mit n = 2 und |J| = 2, gibt es Isomorphismen

(M&N)®r PS5 (M@rP)®(N@rP), M@r(N®P)=>(MerN)®(M®egP),
(z.y) @2z (z®2,y®2), T®(y,2) > (2®y,zQ 2).

Nach Proposition [10.1.9(vi), angewendet mit n = 2 und |J| = 0, gibt es Isomorphismen
{0} ®@r M = {0} &M eg {0}.

Bemerkung 10.1.13. Proposition [10.1.9[(iii) ist ein lineares Analogon des Exponentialge-
setzes fiir Mengen X,Y, Z:

Abb(X x Y, Z) 5 Abb(X,Abb(Y, 2)), fi (x (y+— f(z,v))).

Sind XY, Z endliche Mengen der Machtigkeit a, b, c € N, so ist diese Bijektion eine Verfei-
nerung der Gleichheit ¢ = ().

Korollar 10.1.14 (Dimension des Tensorprodukts). Sei R ein kommutativer Ring und
n € N. Zu jedem i € {1,...,n} sei M; ein freier R-Modul mit Basis (bi;);ec1,. Dann ist das
Tensorprodukt My Qg -+ Qg My, ein freier R-Modul mit Basis

(b1j, @ -+ @ bnj, ) (G, )e Ly oo X L

Insbesondere: Ist jedes M; frei vom Rang d; € N, so ist M1 Qg -+ @r M, frei vom Rang
H?:l di.

Beweis. Nach Proposition [10.1.8(iii) kénnen wir annehmen, dass M; = RU") und dass die
gegebene Basis die Standardbasis (e;) ez, ist. Nach der Distributivitdt des Tensorprodukts
iiber direkte Summen (Proposition [10.1.9{(vi)) gibt es einen Isomorphismus

R gp...@r R 5 (R®R---Qr R)(le"'”"),

T @ @ Ty b (Tigy, @ @ Tk ) (koo kn ) €L XX I -
Ferner gibt es einen Isomorphismus

R®Rr---®r RS R,
M- Qrpk>ry...ry,
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nach Proposition [10.1.9] (i) und (iv) (angewendet mit n» = 0 und k& = n). Durch diese
Isomorphismen werden die Tensoren e;, ® --- ® e;, auf die Elemente

(Ojiks - Ok ) (koo EL oo L = €01 )
abgebildet, die die Standardbasis von RU1*"*In) bilden. O

Proposition 10.1.15 (Erzeugung durch reine Tensoren). Sei R ein kommutativer Ring, sei
n € N und seien My, ..., M,, Moduln iber R. Sei (T, 7) ein Tensorprodukt von (My, ..., M,).
Dann ist das Bild von T ein Erzeugendensystem von T'. Wenn n > 1 ist sogar jedes Element
von T eine Summe von reinen Tensoren.

Beweis. Sei T = Spang(7(My X -+ x M,)) C T, sei i: T’ < T die Inklusionsabbildung
und sei 7' My x --- x M,, — T’ die Abbildung mit i07’ = 7. Da 7’ n-linear ist, gibt es eine
lineare Abbildung f: T — T’ mit f o7 = 7/. Fiir die Komposition i o f gilt

. . /
iofor=iorT =T

Nach der universellen Eigenschaft von (7', 7) ist dann io f = idr. Insbesondere ist ¢ surjektiv,
d.h., es gilt T" = T, wie gewiinscht. Zur letzten Aussage muss man noch bemerken: Wenn
n > 1 sind Skalarvielfache von reinen Tensoren wieder reine Tensoren, nach der n-Linearitét
von T: A (21 ®@ - Q@ ap) = (A21) ® -+ @ . O

Beispiel 10.1.16 (unreine Tensoren). Nicht alle Tensoren sind reine Tensoren. Sei zum
Beispiel R # {0} und sei
t=e;1 ey + e ®e; €R2®RR2.

Wir behaupten, dass t kein reiner Tensor ist, d.h.: Fiir alle x,y € R? gilt x ® y # t. Denn es
gilt
TRy = (r1e1 + T262) @Y

=r1(e1 ®y) + z2(€2 @ Y)

= z1(e1 @ (y1€1 + y2€2)) + z2(€2 @ (y1€1 + Y2€2))

= myi(e1 ® e1) + z1ya(e1 ® ea) + vy (e2 @ e2) + Taya(e2 @ e2).
Da die Tensoren e; ® e; eine Basis von R? @ g R? bilden (Korollar [10.1.14)), ist die Gleichung
x ®y = t dquivalent zu den vier Gleichungen x1y> = z2y; = 1 und z1y; = 22y = 0. Die

ersten beiden implizieren, dass x; und y; Einheiten sind, so dass 0 = z1y; auch eine Einheit
ist. Das ist aber nur moglich, wenn R = {0}.

Beispiel 10.1.17 (Tensorprodukte von abelschen Gruppen).

(i) Seien n,m € N. Es gilt dann
Z/nZ @z Z]mZ = Z)/(n,m) = Z/dZ,
wobei d = ggT(n, m). Denn sei
T L/l X Z/mZ — Z/(n,m), ([z],[y]) — [zy].

Die Abbildung 7 ist wohldefiniert und Z-bilinear. Sei f: Z/nZ x Z/mZ — A eine
beliebige Z-bilineare Abbildung. Eine solche Abbildung ist eindeutig durch das Element
a = f([1],[1]) € A bestimmt, denn f([z], [y]) = xya. Zudem gilt na = f([n],[1]) =0
und ma = f([1], [m]) = 0. Damit gibt es genau eine Z-lineare Abbildung g: Z/(n, m) —
A mit g([1]) = a, d.h., goT = f.
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(ii) Ist n € N\ {0}, so gilt Z/nZ @7 Q = {0}. Denn fiir einen reinen Tensor [z] ® q gilt
rlog=leon L=neol=00=0.
n n

Auf dhnliche Weise gilt Z/nZ ®7 K = {0} fur alle Koérper K der Charakteristik 0.

Proposition 10.1.18 (Tensorprodukt und Dualitéit). Sei R ein kommutativer Ring, n € N
und My, ..., M, Moduln tiber R. Dann gibt es eine lineare Abbildung

M; ®@r-- @r M = (M @ -+ Qp M,)*,
a1®...®an|_>(x1®---®xn0—>a1(x1)--..'an($n))~

Sie ist ein Isomorphismus, wenn jedes M; frei und endlich erzeugt ist.

Beweis. Durch das Exponentialgesetz entspricht diese lineare Abbildung der 2n-linearen
Form

M x - x My x My x -+ x M, = R,

(A1 ey Uy Ty ey ) B ap (1) oo ().

Hat jedes M; eine endliche Basis, so hat M1 ®pg- - -®@r M, eine induzierte endliche Basis nach
Korollar [10.1.14] und die Dualmoduln dazu haben duale Basen. Die gegebene Abbildung
bildet dann eine Basis auf eine Basis ab, und ist damit ein Isomorphismus. O

10.1.1 Alternative Definitionen von Ringen, Moduln und Algebren

Man schreibt oft ® anstelle von ®z fiir das Tensorprodukt von abelschen Gruppen.

Wie wir bereits bemerkt haben (siche Bemerkung , ist das Distributivgesetz in
der Definition eines Ringes R dquivalent zu der Z-Bilinearitat der Multiplikationsabbildung
-: RxR — R. Insbesondere induziert die Multiplikation eine Z-lineare Abbildung (d.h., einen
Gruppenhomomorphismus) m: R ® R — R mit m(r ® s) = r - s. Es gibt auch genau einen
Gruppenhomomorphismus e: Z — R mit e(1) = 1 (da (Z,1) das nulldre Tensorprodukt
von abelschen Gruppen ist, nach Proposition 1)) Man kann dann alle Axiome fiir
einen Ring durch die Gruppenhomomorphismen m und e ausdriicken, was eine neue aber
dquivalente Definition liefert:

Definition 10.1.19 (Ring, Ringhomomorphismus). Ein Ring ist ein Tripel (R, m, e) beste-
hend aus einer abelschen Gruppe R und Gruppenhomomorphismen

m: RRR— R und e:Z — R,

so dass folgende Diagramme kommutativ sind:

(i) (Neutralitét)
ZoR R po R Y% Ry

Sk

wobei die diagonalen Pfeile die Isomorphismen aus Bemerkung [I0.1.10] sind.

(ii) (Assoziativitit)

ROR® RV Ro R

m®ide lm

L

RR —" > R.

258



Der Ring (R, m,e) heifit kommutativ, wenn auflerdem das folgende Diagramm kommutiert:

(iii) (Kommutativitét)
R®R —— R®R

N

wobei der obere Pfeil der Isomorphismus r ® s - s ® r aus Bemerkung [T0.1.11] ist

Ein Ringhomomorphismus von (R, mpg,er) nach (S, mg,eg) ist ein Gruppenhomomorphis-
mus f: R — 5, so dass beide folgenden Diagramme kommutativ sind:

:

Die Definition eines Moduls kann man auf dhnliche Weise umformulieren:

RoR 1% 595

me| |ms ej

R—I 5, R

le
—

Definition 10.1.20 (Modul, lineare Abbildung). Sei (R, m,e) ein Ring. Ein R-Modul ist ein
Paar (M, a) bestehend aus einer abelschen Gruppe M und einem Gruppenhomomorphismus
a: R® M — M, so dass folgende Diagramme kommutativ sind:

(i) (Neutralitit)
ZoM LM Ro M

(if) (Assoziativitit)

RoRoM 2% Re M

m®idMJ/ J{a

RoM —2— M.

Eine R-lineare Abbildung von (M, aps) nach (N,an) ist ein Gruppenhomomorphismus f:
M — N, so dass folgendes Diagramm kommutativ ist:

RoM e peo N

aMl laN

M— N

Bemerkung 10.1.21 (Moduln als Ringhomomorphismen). Nach dem Exponentialgesetz
ist ein Gruppenhomomorphismus a: R ® M — M &quivalent zu einem Gruppenhomomor-
phismus a’: R — Endz(M). Man beachte dabei, dass Endz(M) ein Ring beziiglich der
Komposition ist. Man kann dann leicht nachpriifen, dass die Abbildung a genau dann die
Axiome (i) und (ii) der Definition erfiillt, wenn o’ ein Ringhomomorphismus ist.
Das heifit, eine R-Modulstruktur auf einer abelschen Gruppe M ist dquivalent zu einem
Ringhomomorphismus R — Endz(M).

Die Definition einer R-Algebra ist nun genau dieselbe wie die eines Ringes, indem wir
abelsche Gruppen durch R-Moduln (und somit ® durch ®g) ersetzen:
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Definition 10.1.22 (Algebra, Algebrenhomomorphismus). Sei R ein kommutativer Ring.
Eine R-Algebra ist ein Tripel (A, m,e) bestehend aus einem R-Modul A und R-linearen
Abbildungen

m: AQr A— A und e: R— A,

so dass folgende Diagramme kommutativ sind:

(i) (Neutralitét)
Rop A CU Ao, A849 4o R

Sl

wobei die diagonalen Pfeile die Isomorphismen aus Bemerkung [10.1.10| sind.

(ii) (Assoziativitit)

AR AQr A SR Agp A

m®idAJ, Jjn

Aor A ——— A

Die R-Algebra (A4, m, e) heifit kommautativ, wenn aulerdem das folgende Diagramm kommu-
tiert:

(iii) (Kommutativitét)
ARrA —— AQRrA

N

wobei der obere Pfeil der Isomorphismus a ® b - b ® a aus Bemerkung [T0.1.17] ist.

Ein R-Algebrenhomomorphismus von (A, ma,es) nach (B,mp,ep) ist eine R-lineare Ab-
bildung f: A — B, so dass beide folgenden Diagramme kommutativ sind:

AopA L% Bo, B R M2, R
mAl J{mB €A J{eB
A—1 B At .B

Bemerkung 10.1.23. Ist (A, m, e) eine R-Algebra wie in Definition[10.1.22 soist e: R — A
der Ringhomomorphismus entsprechend der R-Algebra A wie in Proposition [8:1.50}

Wir besprechen noch ein paar Anwendungen des Tensorprodukts.

Bemerkung 10.1.24 (Skalarerweiterung). Sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Jeder
S-Modul N hat dann eine Struktur von R-Modul mit Skalarmultiplikation (r,y) — ¢(r) - y.
Dieser R-Modul heifit die Skalareinschrinkung von N entlang ¢. Sei nun M ein R-Modul.
Eine Skalarerweiterung von M entlang ¢ ist ein Paar (M,,, u) bestehend aus einem S-Modul
M, und einer R-linearen Abbildung u: M — M, mit folgender universellen Eigenschaft: Zu
jedem S-Modul N und jeder R-linearen Abbildung f: M — N gibt es genau eine S-lineare
Abbildung g: M, — P mit gou = f.

Falls R kommutativ ist und ¢(R) aus zentralen Elementen von S besteht (d.h., falls S
durch ¢ eine R-Algebra ist), kénnen wir eine Skalarerweiterung M, mithilfe des Tensorpro-
dukts konstruieren:

My:=S®r M, u:MZ3RopM L2 oy M.
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Die S-Modulstruktur auf S @z M wird durch ¢ - (s ® ) = ts ® = definiert. Genauer ist die
Skalarmultiplikation die folgende Komposition:

ms®idy

Sx(S®r M) — S®r(S®r M) > (S®r S) ®p M ——5 S ®@g M.

Ist N ein S-Modul und ist f: M — N eine R-lineare Abbildung, so erhalten wir eine R-bi-
lineare Abbildung
SxM—N, (s,z)+s-f(z)

die eine R-lineare Abbildung g: S®r M — N mit gou = f induziert. Es ist dann klar, dass
die Abbildung g S-linear ist, und dass sie die eindeutige S-lineare Abbildung mit gou = f
ist, denn jede solche Abbildung muss 1 ® z = u(x) auf f(z) und somit s ® z auf s - f(x)
abbilden.

Eine Skalarerweiterung von M entlang ¢ existiert allgemeiner fiir einen beliebigen Ring-
homomorphismus ¢: R — S. Man definiert namlich M, als den Quotient

M, = (S @ M) /Spans (E),

wobei E C S ®z M die Teilmenge bestehend aus den Elementen ¢(r) ® x — 1 ® ra ist. Dies
gewdhrleistet die R-Linearitét der Abbildung

w: M3 7@y M SEW g @, M 5 M,.

Die gewtiinschte universelle Eigenschaft kann man dann leicht nachpriifen, indem man die
universellen Eigenschaften von ®z und von dem Quotientenmodul anwendet. Der S-Modul
M, bezeichnet man auch in diesem Fall mit S ®rp M, aber die Notation ®@p hat jetzt eine
andere Bedeutung als oben (selbst wenn R kommutativ ist): Sie stellt ndmlich ein Tensor-
produkt von Bimoduln dar.

Bemerkung 10.1.25 (Skalarerweiterung und Matrizen). Seien R und S kommutative Rin-
ge und sei ¢: R — S ein Ringhomomorphismus. Nach Proposition [10.1.9(vi) (oder nach
Vergleich von universellen Eigenschaften) ist die Skalarerweiterung eines freien R-Moduls
M entlang ¢ wieder frei: Ist genauer (b;);c; eine Basis von M, so ist (1 ® b;);er eine Basis
von S ®p M. Seien nun N und M endlich erzeugte freie R-Moduln mit Basen B und C und
sei f: N — M eine R-lineare Abbildung. Seien B’ und C’ die entsprechenden Basen von
S®r N und S ®r M. Dann gilt

lids ®f12 = ¢([f]8), wobei ¢ ((aij)ij) = (#(ai;))i;-

Sei zum Beispiel K C L eine Korpererweiterung, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
und f € Endg (V). Ist B eine Basis von V _und ist B’ die entsprechende Basis von L @k V/,
so gilt [f]B = [id, ® f]g;. Aus Lemma und Proposition folgt die Gleichheit von
Minimalpolynomen my = miq, g ¢ in L[T], was die matrixfreie Form dieser Proposition ist.

Beispiel 10.1.26. Die R-lineare Abbildung C - C® C, w + (w,w), induziert durch die
universelle Eigenschaft der Skalarerweiterung eine C-lineare Abbildung

CerC—-CaC, z@wr (2w,zw),

die ein Isomorphismus ist. Denn sie bildet die komplexe Basis (1 ®1,1® ) auf die komplexe
Basis ((1,1), (¢, —%)) ab.

Bemerkung 10.1.27 (Rang durch das Tensorprodukt). Sei A eine endlich erzeugte abelsche
Gruppe des Ranges n. Nach Satz [8.3.30] ist A die direkte Summe von Z" und abelschen
Gruppen der Form Z/dZ mit d > 2. Nach Proposition vi) und Beispiel [10.1.17(ii) gilt
dann n = dimg(Q ®z A). Auf dhnliche Weise kann man den Rang eines Moduls M {iber
einem beliebigen Integritidtsring R definieren: Ganz analog zu der Konstruktion von Q aus
Z (siehe Abschnitt kann man einen Korper Quot(R) definieren, den Quotientenkorper
von R, der R als Unterring enthélt und in dem jedes Element ein Bruch zweier Elemente
von R ist. Man definiert dann den Rang von M als die Dimension des Quot(R)-Vektorraums
Quot(R) ®r M.
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Bemerkung 10.1.28 (Primérteiler durch das Tensoprodukt). Sei A eine endlich erzeugte
abelsche Gruppe. Fiir eine Primzahl p und eine natiirliche Zahl e > 1, sei aca(p, e) die Anzahl
der Primérteiler von A, die gleich p® sind. Nach Beispiel [10.1.17(1,ii) gilt

D aalp,e) = dimg, (F, @7 A) — dimg(Q @7 A).
eeN\{0}
Zudem gilt v, 4(p,e) = aa(p, e +i). Daraus folgern wir die Formel
aa(p,e) = dimg, (F, @z p* ' A) — dimg, (F, @z p°A),

die sich auch auf beliebige Hauptidealringe verallgemeinern ldsst. Dies gibt einen neuen
Beweis der Eindeutigkeit der Priméarteiler.

Bemerkung 10.1.29 (Matrixfreie Definition der Spur). Sei R ein kommutativer Ring und
M, N Moduln iiber R. Die Abbildung

M XN%HomR(MvN)a (a,y)l—)(xl—)a(x)y),
ist bilinear und induziert damit eine lineare Abbildung
WM,N - M* Rr N — HOI’DR(M,N).

Man bemerkt, dass wg,y ein Isomorphismus ist. Sind zudem wys, v und wpsr n Isomorphis-
men, so ist auch wyrgar v ein Isomorphismus. Daraus folgt induktiv, dass was, n ein Iso-
morphismus ist, wenn M ein freier R-Modul vom endlichen Rang ist. Insbesondere erhalten
wir in diesem Fall einen kanonischen Isomorphismus

WM, M - M* QR M :> EndR(M)
Auf der anderen Seite gibt es eine lineare Abbildung
e M*Q@rM - R, a®zt alx).

Ist M frei vom endlichen Rang und ist f € Endg(M) ein Endomorphismus, so definiert man
die Spur tr(f) von f durch

te(f) = e(wiia(£)) € B.
Nach Konstruktion ist die Spur eine Isomorphie-Invariante von Endomorphismen, und falls
M = R" und f = Ly mit A € M,(R), kann man leicht nachrechnen, dass tr(f) = tr(4).
Deswegen stimmt diese neue Definition der Spur mit Definition [6.1.24] iiberein.

Ein Vorteil dieser matrixfreien Definition ist, dass die Abbildung wys s ein Isomorphis-
mus sein kann, selbst wenn M nicht frei ist (sie ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
M endlich erzeugt und projektiv ist). Ein Endomorphismus f eines solchen M hat keine
Matrixdarstellung, aber die Spur von f ist trotzdem definiert.

10.1.2 Tensorpotenzen und die Tensoralgebra

Definition 10.1.30 (Tensorpotenz). Sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Modul und n €
N. Ein Tensorprodukt der n-elementigen Familie (M, ..., M) heifit eine n-te Tensorpotenz
von M und wird mit T% (M) oder M®™ bezeichnet.

Nach Proposition [10.1.9(i,ii) gilt T%(M) = R und TL(M) = M. Nach Proposition
10.1.9(iii) gibt es kanonische Isomorphismen

myp,q: TH(M) @ TEH(M) :>T%+q(M),
(x1®---®xp)®(y1®-~-®yq)I—>x1®---®xp®y1®---®yq.
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Wir setzen

Tr(M) = @ TR(M),
neN

und wir bezeichnen mit ¢, : Th(M) < T5(M) die kanonischen Abbildungen. Nach Propo-
sition [10.1.9(v) und der universellen Eigenschaft der direkten Summe induzieren die Abbil-
dungen my, 4 eine Verkniipfung

m: Th(M) @r TH(M) = ) Th(M) ©r TH(M) = TH(M).

p,qEN

Die obige Formel fiir reine Tensoren zeigt, dass diese Verkniipfung assoziativ ist, und dass
das Element 1 € T%(M) = R ein neutrales Element ist. Damit haben wir eine R-Algebra
definiert:

Definition 10.1.31 (Tensoralgebra). Sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul.
Die Tensoralgebra von M ist die R-Algebra (T% (M), m, o). Die Multiplikation auf T%,(M)
wird auch mit dem Symbol ® geschrieben.

Proposition 10.1.32 (universelle Eigenschaft der Tensoralgebra). Sei R ein kommutativer
Ring und M ein R-Modul. Zu jeder R-Algebra A und jeder R-linearen Abbildung f: M — A
gibt es genau einen R-Algebrenhomomorphismus f: ThH(M) = A mit fou = f.

Beweis. Die Eindeutigkeit von f folgt aus Proposition [10.1.15) denn jedes Element von
T} (M) ist eine Linearkombination von reinen Tensoren, die selbst Produkte von Elementen
von TL(M) = M sind. Da f Linearkombinationen und Produkte erhlt, ist es durch seine

Einschrankung auf M eindeutig bestimmt.
Fir jedes n € N ist die Abbildung

Mn_>A7 (mlaaxn)'_)f(xl)f(xn)v

n-linear und induziert eine R-lineare Abbildung f,: T%(M) — A. Sei f TH(M) — A die
R-lineare Abbildung, so dass fiir alle n € N gilt f O ly = fn Es bleibt zu zeigen, dass f
ein Ringhomomorphismus ist. Es gilt f(1) = fo(1) = 1 (das leere Produkt in A). Seien
2,y € T%(M). Man muss noch f(z®y) = f(z) - f(y) nachpriifen. Nach Proposition
kénnen wir annehmen, dass £ = 21 ® - - ® zp und y = y1 ® - -+ @ ¥y, reine Tensoren sind
(da f R-linear ist und die Multiplikationen auf T5(M) und auf A R-bilinear sind). Das
Gewiinschte folgt dann aus den Definitionen, denn:

flz®y) :fp+q(931®"‘®~Tp®yl®"'®yq)
=f(@) o flap) - flyn) - f(Ya)
= f(@)- f(y) O
Insbesondere hat die Tensoralgebra T7(R) genau dieselbe universelle Eigenschaft wie
die Polynomalgebra R[T] (Proposition [8.1.45). Es gibt deshalb einen Isomorphismus von

R-Algebren
R[T) 5 TH(R), T 1€ R=Tx(R).

10.2 Symmetrische und duflere Potenzen

Wir erinnern an die Definition von symmetrischen, antisymmetrischen und alternierenden

multilinearen Abbildungen (Definition [5.3.12)):

Definition 10.2.1 (symmetrisch, antisymmetrisch, alternierend). Sei R ein kommutativer
Ring, sei n € N, seien M, N Moduln iiber R und sei f: M™ — N eine n-lineare Abbildung.
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o f heilit symmetrisch, wenn fur alle 4,5 € {1,...,n} mit i < j und alle (x1,...,2,) €

M™ gilt
flan, ooz xy, o xn) = (1,0, 2,0, Ty e, X))
o f heifit antisymmetrisch, wenn fiir alle 4,5 € {1,...,n} miti < jund alle (z1,...,z,) €
o
M™ gilt
flr, oo @y, xn) = —f(@1, o Ty Ty T
o f heif}t alternierend, wenn fiir alle ¢,j € {1,...,n} mit¢ < jund alle (x1,...,2,) € M™

mit x; = x; gilt
f(-Tl,...,.’I)n) =0.

Proposition 10.2.2. Sei R ein kommutativer Ring, M, N Moduln iber R und n € N. Sei
f: M™ — N eine n-lineare Abbildung. Dann:

(i) f ist genau dann symmetrisch, wenn fir alle (z1,...,2,) € M™ und alle o € S,, gilt
f(@oys - Zom) = f(21,- - 20).

(i) f ist genau dann antisymmetrisch, wenn fir alle (x1,...,2,) € M™ und alle o € S,
gilt
f(‘ro(l)a cee ?'1:0'(71)) = sgn(o')f(xl, s ,l'n)-

(iii) f ist genau dann alternierend, wenn fir alle i € {1,...,n—1} und alle (z1,...,2,) €
M™ mit x; = x;41 gilt
flxy,...,x,) =0.

(iv) Ist f alternierend, so ist f antisymmetrisch. Die Umkehrung gilt, wenn 2 eine Einheit
in R ist (oder allgemeiner, wenn die Multiplikation mit 2 auf N injektiv ist).

Beweis. Aussagen (i) und (ii) folgen unmittelbar aus Lemma[5.3.4] Aussage (iv) folgt aus der
Bemerkung [5.3.14] Wir beweisen nun (iii). Sei f: M™ — N mit der gegebenen Eigenschalft,
sei ¢ < j und sei (21,...,2,) € M™ mit z; = x;. Wir zeigen f(z1,...,2,) = 0 durch
Induktion tber j —i. Falls j — ¢ = 1 ist dies die Voraussetzung. Sei dann j — i > 2. Wir
legen alle z mit k ¢ {i,i+ 1,5} fest und betrachten die resultierende trilineare Abbildung
g: M3 — N.Fiir alle z,y € M gilt dann g(x, z,y) = 0 nach Voraussetzung und g(y, z,z) = 0
nach Induktionsvoraussetzung. Daraus folgt

9(z,y,z) =g((x +y),z,z) + g(x,y,2) + 9(y,y,2) = g((z + y), (z + y),z) =0,
wie gewlnscht. O

Definition 10.2.3 (symmetrische/duflere Potenz). Sei R ein kommutativer Ring, M ein
R-Modul und n € N.

o Eine n-te symmetrische Potenz von M ist ein Paar (S,0) bestehend aus einem R-
Modul S und eine symmetrische n-lineare Abbildung o: M"™ — S mit folgender uni-
versellen Eigenschaft: Zu jedem R-Modul N und jeder symmetrischen n-linearen Ab-
bildung f: M™ — N gibt es genau eine R-lineare Abbildung g: S — N mit goo = f.

o Eine n-te dufere Potenz von M ist ein Paar (A, «) bestehend aus einem R-Modul
A und eine alternierende n-lineare Abbildung a: M™ — A mit folgender universellen
Eigenschaft: Zu jedem R-Modul N und jeder alternierenden n-linearen Abbildung
f: M™ — N gibt es genau eine R-lineare Abbildung g: A — N mit goa = f.

Satz 10.2.4 (Existenz und Eindeutigkeit der symmetrischen/dufleren Potenzen). Sei R ein
kommutativer Ring, M ein R-Modul und n € N.
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(i) Pine n-te symmetrische Potenz (S, o) von M existiert.

(ii) Seien (S,0) und (S’,0") zwei n-te symmetrische Potenzen von M. Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung p: S — S" mit p oo = o’. Auferdem ist o ein Isomorphismus.

(iii) Eine n-te dufere Potenz (A, a) von M existiert.

(iv) Seien (A, «) und (A', &) zwei n-te duffere Potenzen von M. Dann gibt es genau eine
lineare Abbildung ¢: S — S’ mit oo a = o’. Auflerdem ist ¢ ein Isomorphismus.

Beweis. Zu (ii) und (iv) verwendet man genau dasselbe Argument wie im Beweis von Satz

10.1.6(ii).

Zu (i). Sei E die Teilmenge von T% (M) bestehend aus den Elementen
x1®..®xz®.®‘r]®.®xn_xl®.®$]®..®xz®.®xn

mit x1,...,2, € M und 1 <i < j <mn. Sei f: M™ — N eine n-lineare Abbildung und sei
g: TH(M) — N die induzierte lineare Abbildung. Nach Definition ist f genau dann symme-
trisch, wenn E C ker g. Sei dann S = T'%(M)/Spang(E) und sei o: M™ — S die Komposi-
tion der kanonischen Abbildung M™ — T% (M) mit der Quotientenabbildung T% (M) — S.
Nach der universellen Eigenschaft des Quotienten ist das Paar (S, o) eine n-te symmetrische
Potenz von M.

Zu (iii). Sei E die Teilmenge von T (M) bestehend aus den Elementen

x1®...®xi®...®mj®...®xn

mit z1,...,2, € M, 1 <i < j<nund x; =z;. Sei f: M"™ — N eine n-lineare Abbildung
und sei g: T%H(M) — N die induzierte lineare Abbildung. Nach Definition ist f genau
dann alternierend, wenn E C kerg. Sei dann A = T%(M)/Spang(E) und sei a: M"™ — A
die Komposition der kanonischen Abbildung M"™ — T%(M) mit der Quotientenabbildung
T%(M) — A. Nach der universellen Eigenschaft des Quotienten ist das Paar (4, o) eine n-te
duflere Potenz von M. O

Notation 10.2.5. Wegen der wesentlichen Eindeutigkeit der symmetrischen und dufleren
Potenzen schreiben wir
Symz(M) bzw. AR(M)

fiir ,die“ n-te symmetrische bzw. duflere Potenz von M. Wir schreiben weiter

o: M"™ — Symi (M), a: M™ — AR(M),

(T1yeeoyTp) > X7 oo s Ty (X1, Tp) > XL A Ay,

fiir die universelle symmetrische bzw. alternierende n-lineare Abbildung auf M™.

Elemente von Sym'; (M) heilen symmetrische Tensoren, und die im Bild von ¢ heiflen
rein. Das Element x7 - ... - x, heiit das symmetrische Produkt von x1, ..., x,.

Elemente von A’L(M) heiflen guflere Tensoren, und die im Bild von «a heifilen rein. Das
Element 1 A --- A z,, heifit das duflere Produkt oder das Dachprodukt von 1, ..., x,.

Beispiel 10.2.6.

(i) Jede O-lineare oder 1-lineare Abbildung ist gleichzeitig symmetrisch und alternierend.
Damit gilt

Symp (M) = AR(M) = TR(M) =R und Symp(M) = Ap(M) = TR(M) = M.

(ii) Ist M ein zyklischer R-Modul, so ist jede n-lineare Abbildung M™ — N symmetrisch.
In diesem Fall gilt also Sym%, (M) = T (M).
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Beispiel 10.2.7 (Determinantenfunktionen). Sei M ein freier R-Modul vom Rang n € N.
Eine Determinantenfunktion auf M ist eine alternierende n-lineare Form M™ — R (Defi-
nition . Nach der universellen Eigenschaft der &ufleren Potenz ist dies dquivalent zu
einer Linearform A% (M) — R. Das heifit, es gibt einen kanonischen Isomorphismus

Det(M) =2 A% (M)*

zwischen dem R-Modul von Determinantenfunktionen auf M und dem Dualmodul der n-ten
duferen Potenz von M. Die n-te &ulere Potenz A% (M) wird auch als Determinante von M
und mit det(M) bezeichnet.

Bemerkung 10.2.8 (Funktorialitdt der symmetrischen/dufleren Potenzen). Sei R ein kom-
mutativer Ring, sei n € N und sei f: M — N eine R-lineare Abbildung. Die Abbildung

M"™ — Symi(N), (z1,...,2n) = f(x1) ...« flan),
ist m-linear und symmetrisch, und damit induziert eine R-lineare Abbildung
Sym” (£): Sym(M) — Symp(N), @1 -...-an o> fl21) .. flan).
Auf dhnliche Weise gibt es eine R-lineare Abbildung
A"(f): AR(M) = AR(N),  zi A Awn = flz) A A f(zn).

Beide Konstruktionen sind zudem kompatibel mit der Komposition von R-linearen Ab-
bildungen, und sie erhalten Identitdtsabbildungen und Isomorphismen (siehe Propositi-

Proposition 10.2.9 (Erzeugung durch reine Tensoren). Sei R ein kommutativer Ring,
M ein R-Modul und n € N. Dann sind die R-Moduln Sym', (M) und A%L(M) von reinen
Tensoren erzeugt. Wenn n > 1 ist sogar jeder symmetrische/duflere Tensor eine Summe von
reinen symmetrischen/duferen Tensoren.

Beweis. Nach Proposition [10.1.15] geniigt es zu zeigen, dass die kanonischen Abbildungen
T%(M) — Sym’h (M) und T%(M) — A% (M) surjektiv sind. Dies folgt aus den expliziten
Konstruktionen im Satz aber man kann auch einen direkten Beweis geben. Die Ab-
bildung T%(M) — Sym', (M) ist genau dann surjektiv, wenn ihr Kokern @ gleich {0} ist.
Die Quotientenabbildung ¢: Sym% (M) - @ entspricht einer symmetrischen n-linearen Ab-
bildung f: M™ — @, deren zugehérige lineare Abbildung T% (M) — @ null ist. Damit ist f
null und insbesondere ist f die Komposition der universellen Abbildung o: M™ — Sym’,(M)
mit der Nullabbildung 0: Sym% (M) — Q. Aus der universellen Eigenschaft von o folgt, dass
q¢ = 0, und daher dass @ = {0}. Der Beweis fiir die duflere Potenz ist dhnlich. ]

Proposition 10.2.10 (Dimension der symmetrischen/dufleren Potenz). Sei R ein kommu-
tativer Ring, n € N und M ein freier R-Modul mit Basis (b;)icr. Sei < eine beliebige totale
Ordnung auf I (die nach Korollar|1.4.25 existiert). Man definiert die folgenden Teilmengen
von I™:

IZ2 = {(i1, .. yin) €M [0y <o <l

IZ = {(i1,...,in) € I" i1 < -+ <'in}.

(i) Symp (M) idst ein freier R-Modul mit Basis (b, ...b;, ), ,....in)ern - Insbesondere: Ist
M frei vom Rang d € N, so ist Sym% (M) frei vom Rang (d+2_1).

(ii) AR(M) ist ein freier R-Modul mit Basis (bi, A--- Abs, )i, ,....in)ern - Insbesondere: Ist
joennin ) ETZ
M frei vom Rang d € N, so ist A% (M) frei vom Rang (;‘f)
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Beweis. Zu (i). Nach Proposition ist {bi, ... bi, | (i1,...,in) € I™} ein Erzeugen-
densystem von Sym%(M). Das symmetrische Produkt b;, ...b;, ist aber nach Definition
unabhéingig von der Reihenfolge, so dass die gegebene Familie erzeugend ist. Zur linearen
Unabhéngigkeit betrachten wir die Abbildung

o: I" — IZ
die ein n-Tupel (iy,...,i,) in aufsteigender Reihenfolge anordnet. Fiir jedes o € S, gilt
dann o(i1,...,in) = 0(ig(1), - - - lo(n)). Sei F = RY2) und sei
f: M= F
die n-lineare Abbildung, die (b;,,...,b;,) auf ey, ... i,) abbildet. Wir behaupten, dass f
symmetrisch ist. Seien z1,...,z, € M und sei o € S, eine Permutation. Ist z; = ZiEI 75:bi,
so gilt
[y, m) = Z T1iy + - Triy, Co(in, ... in) -
(il ..... ZW)GI"
Durch die Permutation der Indexmenge I™ = I™, (i1,...,i,) > (fo-1(1)s """ »io-1(n)), €I-
halten wir
f(x17 ceey mn) = Z Tl’iufl(l) .. rnigfl(yweo(iafl(l) ..... i671<n>)
(ll ..... i,,,)e]”
= Z To()ir« To(n)in€o(i,—1¢1)sip—1(n))
(i17...,in)61"

= E To(1)iy ++To(n)in€o(i1,...,in)
(i17~--ain)61n

= f(@o(1)s - Tom)),
wie behauptet. Damit induziert f eine lineare Abbildung
Symp (M) — F,

die die gegebene Familie (b, ... b:, ), ,...in)e I auf die Standardbasis von F' abbildet. Nach
Proposition [£.1.20ii) ist die Familie linear unabhéngig.

Zu (ii). Nach Proposition ist {bi;, A---Abi, | (i1,...,%n) € I"} ein Erzeugenden-
system von AL(M). Das duflere Produkt b;, A --- A b;, ist unabhéngig von der Reihenfolge
bis auf ein Vorzeichen, und es ist null, wenn zwei Indizes gleich sind, so dass die gegebene
Familie erzeugend ist. Sei o: I"™ — I wie im Beweis von (i) und sei F = RU<). Zu jedem
(i1,...,in) € I" definiert man -

e (i1,... ip) €F

wie folgt: Falls das Tupel (i1, ...,14,) aus paarweise verschiedenen Indizes besteht, dann gibt
es genau eine Permutation o € S, mit (ig(l), ooy lg(n)) € IZ, und man setzt ei(il, ceiydn) =
sgN(0)€o(sy ... .in)- SONSt setzt man e*(i1,...,i,) = 0. Sei nun

f:M" = F

die n-lineare Abbildung, die (b;,,...,b; ) auf e*(i1,...,i,) abbildet. Wir behaupten, dass
f alternierend ist. Seien x1,...,z, € M und seien k¥ < ! Indizes mit z = z;. Ist z; =

> icr Tjibi, so gilt
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In dieser Summe sind alle Summanden mit i, = 4; gleich Null, und falls i, < 4; ist der
(81, e yikyeneyily ..., ip)-indizerte Summand gleich dem (i1, ...,%,... %k, ..., i, )-indizerten
Summand aber mit einem anderen Vorzeichen (da sgn(k ) = —1). Deswegen ist die ganze
Summe gleich Null, wie behauptet. Damit induziert f eine lineare Abbildung

AR(M) = F,

die die gegebene Familie (b;, A -+ Abi, )i, ,...i,)ern auf die Standardbasis von F abbildet.
Nach Proposition [4.1.20(ii) ist die Familie linear unabhéngig. O

Korollar 10.2.11 (Rang freier Moduln iiber kommutativen Ringen). Sei R # {0} ein
kommutativer Ring und seien n,m € N. Sind die R-Moduln R"™ und R™ isomorph, so gilt
n=m.

Beweis. Sei n < m. Nach Proposition [10.2.10(ii) gilt A% (R™) = {0} und A} (R™) = R. Da
R # {0} sind die R-Moduln R und {0} nicht isomorph. Deswegen sind R™ und R™ nicht
isomorph. O

Beispiel 10.2.12. Sei M ein freier R-Modul vom Rang n € N mit Basis B = (by,...,b,).
Nach Proposition ii) ist A% (M) frei vom Rang (7) = 1 mit Basis (b1 A+ -+ Aby,). Die
duale Basis des Dualmoduls A% (M)* = Det(M) besteht aus der Determinantenfunktion Ap
aus Satz denn Ag(by,...,b,) = 1.

Bemerkung 10.2.13 (duere Potenzen und die Determinante). Sei M ein freier R-Modul
vom Rang n € N und sei f € Endr(M) ein Endomorphismus. Nach Proposition [10.2.10(ii)
ist A% (M) zu R isomorph, so dass die lineare Abbildung

R — Endr(AR(M)), r—=(z—71-x),

ein Isomorphismus ist. Dadurch ist der Endomorphismus A™(f) von A%, (M) gleich der Multi-
plikation mit einem Element von R. Dieses Element ist genau die Determinante det(f) € R,
nach Definition [5.3.46] und dem Isomorphismus A% (M)* = Det(M) (siche Beispiel [10.2.7).

Bemerkung 10.2.14 (dufiere Potenzen und Minoren). Seien m,n,r € N und sei A €
M, xn(R). Die Darstellungsmatrix von A"(La): AR(R") — AR(R™) beziiglich der Basen
aus Proposition ii) besteht genau aus den Minoren r-ter Ordnung von A, d.h., den
Determinanten der r x r-Untermatrizen von A. Denn sei ej, A --- A e;, ein Basisvektor von
AL(R™), €, \--- Nej, ein Basisvektor von AR (R™) und B € M, (R) die Einschrénkung von
A auf {iq,.. zr} X {j1,.-.,Jr}. Die lineare Abbildung Lpg ist dann gleich der Komposition

RT — R{jly“wj'f'} [N Rn La Rm N R{Zl, i} RT

und A"(Lp) ist gleich Multiplikation mit dem entsprechenden Koeflizient der Darstellungs-
matrix von A"(L4). Nach Bemerkung [10.2.13|ist dieser Koeffizient gleich det(B).

Bemerkung 10.2.15 (dufiere Potenzen und Elementerteiler). Eine R-lineare Abbildung
f:+ N — M definiert ein kanonisches Ideal Iy C R, ndmlich das Bild der linearen Abbildung

ef: Np M* - R, zQ®ar a(f(x)).

Das Ideal I ist eine Isomorphie-Invariante von f im folgenden Sinne: Sind ¢: N = N’ und
¢: M = M’ Isomorphismen, so gilt €, f0p-1 = €50 (™! @ ¢*) und damit Iy = I,of0p-1.
Sind zum Beispiel M und N frei und endlich erzeugt, so wird I; von den Koeffizienten einer
Darstellungsmatrix von f erzeugt. Nach Bemerkung [10.2.14] wird in diesem Fall Iji(s) von
den Minoren i-ter Ordnung einer Darstellungsmatrix von f erzeugt. Im Allgemeinen heiflen
die Ideale Ipi(sy mit i € N die Determinantenideale oder Fitting-Ideale von f.
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Die Determinantenideale sind eine Verallgemeinerung der Elementarteiler aus Satz[8-3.2]]
auf beliebige kommutative Ringe. Denn sei R ein Hauptidealring und seien M und N frei
und endlich erzeugt. Seien d;|ds|...|d, die Elementarteiler von f. Man setzt ferner d; = 0
fiir i > r. Dann gilt Ipi(s) = (d1-...-d;) fiir alle i € N, da das Produkt d; -...-d; genau der
ggT der Minoren i-ter Ordnung einer Smith-Normalform von f ist. Dies gibt einen neuen
Beweis der Eindeutigkeit der Elementarteiler und zeigt zudem die folgende Aussage: Das
Produkt der ersten i Elementarteiler einer Matrix A ist genau der ggT der Minoren i-ter
Ordnung von A.

Proposition 10.2.16 (duflere Potenzen und Dualitéit). Sei R ein kommutativer Ring, M
ein R-Modul und n € N. Dann gibt es eine wohldefinierte lineare Abbildung

©: AR(M*) = AR(M)*,

ar N Nay <£E1 N ANxy = Z sgn(a)aa(l)(xl) ce ag(n)(évn)> .
oeSy

Sie ist ein Isomorphismus, wenn M frei und endlich erzeugt ist.

Beweis. Die Abbildung © haben wir schon im Beweis der Proposition (iv) definiert.
Sei nun M frei und endlich erzeugt. Sei (b1, . ..,bq) eine Basis von M und sei (81, ..., 84) die
duale Basis von M*. Nach Proposition [10.2.10fii) erhalten wir induzierte Basen von A’ (M)
und AR(M*). Fir 1 <i; <---<ip <dund 1 < ji < --- < jp < dgilt

OBiy Av- A By )by Av-Abj )= s8n(0)di, 44y -+ iy jn = Oinjs -+ G-
oES,

Das heifit, © bildet die Basis von A% (M*) auf die duale Basis zur Basis von A% (M) ab.
Insbesondere ist © ein Isomorphismus. O

Bemerkung 10.2.17 (symmetrische Potenzen und Dualitdt). Das Analogon der Proposi-
tion [10.2.16] fiir symmetrische Potenzen ist komplizierter: Es gibt ndmlich eine dritte Kon-
struktion I'} (M), die n-te dividierte Potenz von M, und kanonische lineare Abbildungen

Sym%i(M*) = ThH(M)* und TR(M*) — Sym%(M)*,

die Isomorphismen sind, wenn M frei und endlich erzeugt ist. Der R-Modul I', (M) wird
auch durch eine universelle Eigenschaft definiert, aber er ist kein Quotient der Tensorpotenz.

Bemerkung 10.2.18 (Potenzen von Summen). Seien M und N Moduln iiber R und sei
n € N. Die Tensorpotenz T%(M & N) kann man durch n Anwendungen des Distributiv-
gesetzes berechnen: Es ergibt sich den ,,binomischen Lehrsatz“

TRMeN) = @ (T5(0M) @ THN) ).
pt+g=n

Fiir die symmetrischen une dufleren Potenzen haben wir stattdessen die Formeln

MM e N)= @ AL(M)@r AL(N).
ptg=n

Falls M und N frei sind lassen sich diese Isomorphismen aus Proposition herleiten;
im Allgemeinen braucht man eine Abwandlung des Beweises. Diese Formeln verallgemeinern
sich auf direkte Summen mit beliebiger Indexmenge I: In diesem Fall haben wir auf der
rechten Seite direkte Summen iiber die Menge I2 wie in Proposition
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Bemerkung 10.2.19 (antisymmetrische Potenzen). Man konnte auch antisymmetrische
Potenzen definieren. Die haben aber keine guten formalen Eigenschaften und werden des-
halb selten benutzt. Es gibt zum Beispiel kein antisymmetrisches Analogon der Propositi-
on denn: Wenn 2 eine Einheit in R ist, ist die antisymmetrische Potenz gleich der
aufleren Potenz, aber wenn 2 = 0 in R, ist sie gleich der symmetrischen Potenz. Im Allgemei-
nen, wenn 2 weder eine Einheit noch null in R ist, kann eine antisymmetrische Potenz eines
freien R-Moduls nicht einmal frei sein: Die zweite antisymmetrische Potenz des Z-Moduls Z
ist isomorph zu Z/2Z.

10.2.1 Symmetrische und duflere Algebren

Analog der Tensoralgebra kénnen wir die symmetrische Algebra und die duflere Algebra
eines Moduls definieren.

Sei R ein kommutativer Ring und sei M ein R-Modul. Fiir alle p,q € N gibt es eine
wohldefinierte lineare Abbildung

My, q: Symh (M) @ Sym$, (M) — Sym%+q(M),
(1...2p) @ (Y1.-.Yq) P T1 ... TpY1 ... Yq-
Denn nach dem Exponentialgesetz ist dies dquivalent zu einer linearen Abbildung
Sym% (M) — Hompg(Sym%(M), Symp™ (M),
die man wie folgt definieren kann: Man beginnt mit der Abbildung
f: MP — Abb(M?Y, Symg’_q(M)), (@1, smp) = (Y1, -, Yg) P T1 e TpY1 -+ - Yg)-

Jeder Wert f(x1,...,xp) ist eine symmetrische g-lineare Abbildung, und f selbst ist p-linear
und symmetrisch. Nach der universellen Eigenschaft der symmetrischen Potenzen erhalten
wir aufeinander folgende Faktorisierungen von f:

Mr —— Ly ABb(M9, SymbH (M)

Sym’y (M) ----- » Homp (Sym% (M), Symb 4 (M)).

Setzt man
Symiy(M) = ) Symp (M),
neN

so definieren die Abbildungen m, ; eine Verkniipfung
m: Symp(M) ®pg Symp(M) — Symp(M).

Zusammen mit der kanonischen Abbildung to: R = Sym% (M) < Sym% (M) erhalten wir
eine R-Algebra (Sym}, (M), m, ), die als symmetrische Algebra von M bezeichnet wird. Im
Gegensatz zur Tensoralgebra T7 (M) ist die symmetrische Algebra Sym7}, (M) stets kommu-
tativ.

Proposition 10.2.20 (universelle Eigenschaft der symmetrischen Algebra). Sei R ein kom-
mutativer Ring und sei M ein R-Modul. Zu jeder R-Algebra A und jeder R-linearen Abbil-
dung f: M — A, so dass fir alle z,y € M gilt f(x)f(y) = f(y)f(x), ¢gibl es genau einen

A

R-Algebrenhomomorphismus f : Sym5p(M) — A mit fou = f.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, denn f muss das symmetrische Produkt z;...z, €
Sym%, (M) auf f(z1)... f(z,) abbilden. Fir jedes n € N ist die n-lineare Abbildung

M"™ = A, (x1,...,2p) > f(21) ... f(zn)
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symmetrisch, da die Elemente f(x;) miteinander kommutieren. Es gibt also eine lineare
Abbildung .

fo: Symp(M) = A, z1...xn b f(x1) ... f(2h).
Sei f: Sym}y (M) — A die lineare Abbildung mit fo lp = fn Es bleibt zu zeigen, dass f ein
Ringhomomorphismus ist. Es gilt f (1) = fo(l) = 1 nach Definition. Die Formel fiir f, zeigt,

dass f(x cy) = f(x) - f(y) gilt, wenn x und y reine symmetrische Tensoren sind. Da diese
Tensoren Sym7,(M) erzeugen (nach Proposition [10.2.9), gilt dies auch fiir beliebige z,y. O

Bemerkung 10.2.21 (Polynomalgebren sind symmetrische Algebren). Fiir jeden R-Modul
M ist die R-Algebra Sym¥ (M) kommutativ, und nach Proposition ist sie sogar
die universelle kommutative R-Algebra mit einer R-linearen Abbildung von M. Falls M =
R™ ist insbesondere Symj,(R™) die universelle kommutative R-Algebra mit n gegebenen
Elementen. Die Polynomalgebra R[T1,...,T,] hat dieselbe universelle Eigenschaft (indem
man die universelle Eigenschaft des Polynomringes in einer Variablen n mal anwendet), so
dass es einen Isomorphismus

R[Tl, C ,Tn] = Sym}(R"), T;+—e € R" = Sym}{(R”),

gibt. Als Realitdtscheck kann man bemerken, dass Polynome in n Variablen vom totalen
Grad k einen freien R-Modul mit Basis (T3, ... T}, )i<i;<---<iy<n bilden, in Ubereinstim-
mung mit Proposition (1) Fiir beliebiges M kann man also die symmetrische Algebra
Sym7,(M) als Verallgemeinerung der Polynomalgebra in mehreren Variablen auffassen.

Auf dhnliche Weise gibt es lineare Abbildungen
AR (M) @ AR(M) — AR™(M),
(I A ANTp) QI A AYg) P TIA ATy Ay A=+ A Yy

Sie definieren auf der direkten Summe

AR(M) = @ AR(M)

neN

eine Struktur von R-Algebra, die als duflere Algebra oder Grafimann-Algebra von M be-
zeichnet wird. Die Multiplikation auf A%, (M) wird auch mit dem Symbol A geschrieben.

Proposition 10.2.22 (universelle Eigenschaft der dufieren Algebra). Sei R ein kommu-
tativer Ring und sei M ein R-Modul. Zu jeder R-Algebra A und jeder R-linearen Ab-
bildung f: M — A, so dass fiir alle v+ € M gilt f(x)?> = 0, gibt es genau einen R-
Algebrenhomomorphismus f: AR (M) — A mit fou=F.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, denn f muss das duBere Produkt @1 A --- Az, € A%(M)
auf f(z1) ... f(z,) abbilden. Fiir jedes n € N ist die n-lineare Abbildung

M"™ = A, (x1,...,25) = f(21) ... f(zn)
alternierend, nach Proposition [10.2.2(iii). Es gibt also eine lineare Abbildung
Frs AB(M) = A, 2y A Az = flz) ... f(z).

Sei f: AR (M) — A die lineare Abbildung mit fotn, = fn. Esbleibt zu zeigen, dass f ein
Ringhomomorphismus ist. Es gilt f (1) = fo(l) = 1 nach Definition. Die Formel fiir f, zeigt,
dass f (xAy) = f (x)- f (y) gilt, wenn x und y reine d&uere Tensoren sind. Da diese Tensoren
A% (M) erzeugen (nach Proposition , gilt dies auch fiir beliebige x, y. O
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Beispiel 10.2.23 (Kreuzprodukt). Sei M ein freier R-Modul mit Basis B = (by,...,by)
und sei k € {0,...,n}. Die Basis B induziert Isomorphismen Ag: A%(M) = R (Beispiel

10.2.12) und eg: M = M* (Proposition 4.1.56(i)). Die Verkniipfung
n— n A
Ap(M) @p A F(M) = AR(M) =2 R
induziert nach dem Exponentialgesetz eine lineare Abbildung
AR(M) — AR5 (M),

Im Spezialfall K = n — 1 erhalten wir eine lineare Abbildung

—1

AY M) = M 22 M,
d.h., eine alternierende (n — 1)-lineare Abbildung
M"Y M, (21,...,%p 1) 2Ty X X Ty,
die als Kreuzprodukt bzgl. B bezeichnet wird. Nach Konstruktion gilt
ey X - - X xpo1)(zn) = Ap(T1,. .., 20),

wobei Ap die Determinantenfunktion aus Satz[5.3.21]ist. Das gewthnliche bindre Kreuzpro-
dukt auf R3 ist der Sonderfall dieser Konstruktion mit der Standardbasis von R3.
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Anhang A

Einfiihrung in die
Kategorientheorie

Zu jeder Art von strukturierter Menge (wie Gruppen, K-Vektorrdumen, Ringen, usw.), gibt
es eine entsprechende Art von strukturerhaltender Abbildung (Gruppenhomomorphismen,
K-lineare Abbildungen, Ringhomomorphismen, usw.). Die Praxis der Mathematik zeigt,
dass diese Abbildungen eine entscheidende Rolle spielen, wenn man diese strukturierten
Mengen verstehen will. Das heifit, die bilden einen wesentlichen Teil der zugehorigen mathe-
matischen Theorie (wie die Gruppentheorie, die lineare Algebra, usw.).

Die Kombination von strukturierten Mengen und strukturerhaltenden Abbildungen wird
zum Begriff der Kategorie abstrahiert.

A.1 Kategorien

Wir beginnen mit einem kurzen mengentheoretischen Exkurs. Die Kategorientheorie kann
leider nicht einfach mit der gew6hnlichen Mengenlehre entwickelt werden, denn die meisten
Kategorien sind ,zu grof8“, um sie mit Mengen beschreiben zu kénnen. Wegen der Rus-
selschen Antinomie gibt es zum Beispiel keine Menge aller Mengen, aber wir moch-
ten trotzdem von der Kategorie aller Mengen sprechen. Damit ist die Zermelo-Fraenkel-
Mengenlehre, die wir im Kapitel [1] teilweise besprochen haben, nicht hinreichend fiir ei-
ne formale Entwicklung der Kategorientheorie. Man braucht dazu eine Erweiterung der
Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre, wie zum Beispiel die Neumann-Bernays-Gadel-Mengenlehre
(NBG) oder die | Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre mit Universen (ZFU).

Hier werden wir solche mengentheoretischen Schwierigkeiten ignorieren, und wir bezeich-
nen als Klasse eine beliebige Zusammenfassung von mathematischen Objekten, selbst wenn
diese Zusammenfassung keine Menge bildet (z.B., die Klasse aller Mengen).

Definition A.1.1 (Kategorie). Eine Kategorie C besteht aus folgenden Zutaten:
e Es gibt eine Klasse Ob € von Objekten von C.

e Zu jeden zwei Objekten X,Y € Ob C gibt es eine Menge More(X,Y') oder Home(X,Y)
von Morphismen oder Pfeilen von X nach Y. Fiir einen Morphismus f € More(X,Y)
schreibt man f: X — Y; X heif3t die Quelle und Y das Ziel von f.

e Zu jeden Morphismen f: X — Y und ¢g: Y — Z gibt es einen Morphismus go f: X —
Z, die Komposition von f und g. Die Komposition soll assoziativ sein, d.h.: Sind
X =Y g:Y— Zund h: Z — W Morphismen von €, so gilt

ho(gof)=(hog)of.
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e Zu jedem Object X € Ob € gibt es ein Morphismus idx € More(X, X), die als Identi-
tatsmorphismus oder Identitit auf X bezeichnet wird. Die Identitdtsmorphismen sollen
neutrale Elemente bzgl. Komposition sein, d.h.: Fur alle Morphismen f: X — Y gilt

Joidy = f =idyof.
Bemerkung A.1.2. Die Assoziativitdt der Komposition bedeutet wie iiblich, dass man die
Komposition von drei oder mehr Morphismen ohne Klammern schreiben darf, z.B.: hogo f.

Beispiel A.1.3. In dieser Vorlesung sind wir bereits auf mehrere Beispiele von Kategorien
gestoflen:

(i) Die Kategorie Set von Mengen: Die Objekte sind alle Mengen und die Morphismen
sind beliebige Abbildungen.

(ii) Die Kategorie Grp von Gruppen, mit Gruppenhomomorphismen als Morphismen.

(iii) Die Kategorie Ab von abelschen Gruppen, mit Gruppenhomomorphismen als Mor-
phismen.

(iv) Die Kategorie Ring von Ringen, mit Ringhomomorphismen als Morphismen.

(v) Die Kategorie CRing von kommutativen Ringen, mit Ringhomomorphismen als Mor-
phismen.

(vi) Die Kategorie Modgr von Moduln iiber einem Ring R, mit Modulhomomorphismen
als Morphismen. Wenn K ein Korper ist, schreibt man auch Vectx = Modg fir die
Kategorie von K-Vektorrdumen.

(vii) Die Kategorie Algp von Algebren iiber einem kommutativen Ring R, mit Algebren-
homomorphismen als Morphismen.

(viii) Die Kategorie Pos von partiell geordneten Mengen, mit monotonen Abbildungen als
Morphismen.

(ix) Es gibt auch mehrere Beispiele aus der Analysis, wie die Kategorie Met von metrischen
Ré&umen mit nichtexpansiven Abbildungen (d.h., Abbildungen mit der Lipschitzkon-
stante 1) oder die Kategorie Top von topologischen Rdumen mit stetigen Abbildungen.

Beispiel A.1.4 (Gruppen als Kategorien). Sei G eine Gruppe. Man definiert eine Kategorie
BG wie folgt:

o BG hat ein einziges Objekt x: Ob BG = {x}. (Die Beschaffenheit dieses Objekts spielt
keine Rolle.)

o Es gilt Morgg(*, %) = G.

o Die Komposition Morgg(x, %) X Morsg (*, *x) — Morgg(*, %) ist die Verkniipfung der
Gruppe G: goh =g - h.

e Der Identitdtsmorphismus id, in BG ist das neutrale Element von G.

Beispiel A.1.5 (partiell geordnete Mengen als Kategorien). Sei X eine Menge versehen
mit einer partiellen Ordnung < (oder nur einer reflexiven und transitiven Relation). Man
definiert eine Kategorie NX wie folgt:

e Esgilt ObNX = X.

e Wenn z < y besteht die Menge Moryx (z,y) aus genau einem Morphismus, sonst ist
sie leer. (Die Beschaffenheit dieser Morphismen spielt keine Rolle.)
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o Die Komposition ist eindeutig bestimmt: Sind Moryx (z,y) und Morxx (y, z) nicht
leer, so gilt z < y und y < z und daher x < z nach der Transitivitdt von <, so dass
Moryx (x, z) eine einelementige Menge ist.

o Die Identitdtsmorphismen sind eindeutig bestimmt: Fir jedes x € X gilt < x nach
der Reflexivitit von <, so dass Moryx (x, z) eine einelementige Menge ist.

Definition A.1.6 (duale Kategorie). Sei € eine Kategorie. Die duale Kategorie C°P zu €
ist die gleiche Kategorie aber mit umgekehrter Komposition. Genauer:

e ObC® =0ObC.
e Moreer (X,Y) = More(Y, X).
o Fir die Komposition o°P in C°P gilt foP g=go f.
e (C°P hat dieselben Identitétsmorphismen wie C.
Definition A.1.7 (Isomorphismus, isomorph). Sei € eine Kategorie und seien X,Y € Ob C.

« Ein Morphismus f: X — Y in € heifit Isomorphismus, und man schreibt f: X = Y,
wenn ein Morphismus ¢g: Y — X existiert, so dass go f =idx und f o g = idy. Der
Morphismus g ist dann eindeutig durch f bestimmt; er heifit der Umkehrmorphismus
oder inverse Morphismus zu f und wird mit f~! bezeichnet.

e Man sagt, dass X zu Y isomorph ist, in Zeichen X = Y, wenn ein Isomorphismus von
X nach Y existiert.

Beispiel A.1.8. In den Kategorien 8et, Grp, Ab, Ring, CRing Modr, Alg, und Pos sind die
Isomorphismen genau die bijektiven Morphismen. Dies gilt aber nicht im Allgemeinen: In der
Kategorie Top ist eine bijektive stetige Abbildung nicht unbedingt ein Isomorphismus, da
die Umkehrabbildung nicht unbedingt stetig ist. Ein Beispiel davon ist die bijektive stetige
Abbildung [0,27) — S, t > (cost,sint).

Proposition A.1.9 (Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation). Sei C eine Kategorie. Dann
ist Isomorphie eine Aquivalenzrelation auf Ob C.

Beweis. Reflexivitit. Der Identitdtsmorphismus idx ist ein Isomorphismus von X nach X
denn idx oidx = idx.

Symmetrie. Ist f: X — Y ein Isomorphismus von X nach Y, so ist f~! ein Isomorphis-
mus von Y nach X.

Transitivitdt. Sind f: X — Y und ¢g: Y — Z Isomorphismen, so ist go f: X — Z ein
Isomorphismus von X nach Z, mit Umkehrmorphismus f~! o ¢!, denn:

(ftog Holgef)=Ffto(g  og)of=ftoidyof=f"tof=idx
und auf #hnliche Weise (go f) o (f~log™!) =idyz. O

Definition A.1.10 (Monomorphismus, Epimorphismus). Sei € eine Kategorie und sei
f: X =Y ein Morphismus in C.

o f heiit Monomorphismus, wenn die folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir alle Z € Ob C
und alle Morphismen g, h: Z — X in C, ist fog = f oh, so folgt bereits g = h.

e f heifit Epimorphismus, wenn die folgende Bedingung erfillt ist: Fiir alle Z € ObC
und alle Morphismen g,h: Y — Z in C, ist go f = h o f, so folgt bereits g = h.

Beispiel A.1.11. In den Kategorien Set, Srp, Ab, Modg, Pos und Top sind die Monomor-
phismen/Epimorphismen genau die injektiven/surjektiven Morphismen. Dies gilt aber nicht
im Allgemeinen: In der Kategorie Ring ist die Inklusionsabbildung Z < Q ein Epimorphis-
mus, und in der Kategorie Met ist die Inklusionsabbildung Q < R ein Epimorphismus.
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Bemerkung A.1.12. Ein Isomorphismus ist stets gleichzeitig ein Monomorphismus und
ein Epimorphismus. Die Umkehrung gilt in den Kategorien Set, Grp, Ab, Modgr und Pos,
aber nicht im Allgemeinen. Zum Beispiel:

(i) In der Kategorie Ring ist die Inklusionsabbildung Z — Q ein Monomorphismus sowie
ein Epimorphismus, aber kein Isomorphismus.

(ii) In der Kategorie TJop ist die stetige Abbildung [0,27) — S, t + (cost,sint), ein
Monomorphismus sowie ein Epimorphismus, aber kein Isomorphismus.

Definition A.1.13 (Endomorphismus, Automorphismus). Sei € eine Kategorie und sei
X € ObC.

e Ein Endomorphismus von X ist ein Morphismus von X nach X. Man bezeichnet mit
Ende(X) = More(X, X) die Menge aller Endomorphismen von X.

e Ein Automorphismus von X ist ein Endomorphismus von X, der auch ein Isomor-
phismus ist. Man bezeichnet mit Aute(X) C Ende(X) die Teilmenge bestehend aus
den Automorphismen. Das Paar (Aute(X),o) ist dann eine Gruppe und heifit die
Automorphismengruppe des Objekts X.

Beispiel A.1.14 (Kategorien von Morphismen). Sei C eine Kategorie. Man definiert wie
folgt die Kategorie Mor(€) von Morphismen von C:

¢ Die Objekte von Mor(€) sind die Morphismen von €. Genauer gilt:
ObMor(€C) ={(X,Y, f)| X, Y € ObC und f € More(X,Y)}.

e Sind f: X - Y und g: Z — W Morphismen in €, so gilt:
MorMor((‘,’)(fa g) = {(h,k) € MOI‘@(X, Z) X MOI‘@(Y, W) | go h=ko f}

Anders gesagt ist ein Morphismus von f nach g in Mor(€) ein kommutatives Quadrat

X -,z

fl lg

y ko w.

o Komposition wird komponentenweise definiert: (h', k") o (h,k) = (h/ o h, k' o k).
o Der Identitdtsmorphismus auf f: X — Y ist (idx,idy).

Man definiert auf dhnliche Weise die Kategorie €nd(€) von Endomorphismen von €: Die
Objekte sind jetzt Paare (X, f) mit X € ObC und f € Ende(X), und ein Morphismus von
(X, f) nach (Y, g) ist ein Morphismus h: X — Y in €, so dass goh =ho f.

Beispiel A.1.15 (Kommakategorien). Sei € eine Kategorie und A € Ob €. Die Kategorie
€4 von Objekten iiber A ist wie folgt definiert:

+ Objekte von €/4 sind Paare (X, f) bestehend aus einem Objekt X € Ob € und einem
Morphismus f: X — A in C.

 Ein Morphismus in €,4 von (X, f) nach (Y, g) ist ein Morphismus ~: X — Y in € mit
f =goh, dh., so dass folgendes Dreieck kommutiert:



» Die Komposition und Identitdtsmorphismen in €,4 sind wie in C.
Die Kategorie €4, von Objekten unter A ist wie folgt definiert:

+ Objekte von €4, sind Paare (X, f) bestehend aus einem Objekt X € Ob € und einem
Morphismus f: A — X in C.

« Ein Morphismus in €4, von (X, f) nach (Y, g) ist ein Morphismus ~: X — Y in € mit
ho f =g, d.h., so dass folgendes Dreieck kommutiert:

 Die Komposition und Identitédtsmorphismen in €4, sind wie in C.

A.1.1 Produkte und Summen

Definition A.1.16 (Produkt, Summe). Sei (X;);c; eine Familie von Objekten in einer
Kategorie €.

o Ein Produkt der Familie (X;);c; in € besteht aus einem Objekt P € Ob € und Mor-
phismen 7;: P — X fiir alle ¢ € I, so dass folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:
Zu jedem Objekt Y und jeder Familie von Morphismen (f;: Y — X;) gibt es genau
einen Morphismus f: Y — P mit m; 0 f = f; fiir alle i € I.

o Eine Summe oder ein Koprodukt der Familie (X;);c; in C besteht aus einem Objekt
S € Ob € und Morphismen ¢;: X; — S fiir alle i € I, so dass folgende universelle Eigen-
schaft erfiillt ist: Zu jedem Objekt Y und jeder Familie von Morphismen (f;: X; — Y)
gibt es genau einen Morphismus f: S — Y mit fo¢; = f; fir alle i € I.

Bemerkung A.1.17 (Dualitdt zwischen Produkten und Summen). Produkte in € sind
Summen in C°P, und Summen in € sind Produkten in G°P.

Die néchste Proposition ist ein typisches elementares Argument in der Kategorientheorie:
Grob gesagt zeigt es, dass Objekte, die durch eine universelle Eigenschaft charakterisiert
werden, stets eindeutig bis auf (eindeutige) Isomorphie sind.

Proposition A.1.18 (Eindeutigkeit des Produkts bzw. der Summe). Sei (X;);c; eine Fa-
milie von Objekten in einer Kategorie C.

(i) Sind (P, (7;)ier) und (P, (7})icr) zwei Produkte der Familie (X;);cr, so gibt es genau
einen Morphismus ¢: P — P’, so dass fir alle i € I gilt 7w} o o = m;. Auferdem ist ¢
ein Isomorphismus.

(ii) Sind (S, (¢;)icr) und (S, (¢})icr) zwei Summen der Familie (X;)icr, so gibt es genau

einen Morphismus ¢: S — S’, so dass fiir alle i € I gilt p ov; = ;. Auflerdem ist ¢
ein Isomorphismus.

Beweis. Wir behandeln nur (i), da der Beweis von (ii) ganz dhnlich ist. Die Existenz und
Eindeutigkeit von ¢ ist ein Sonderfall der universellen Eigenschaft von P’. Nach der univer-
sellen Eigenschaft von P gibt es auch genau einem Morphismus ¢ : P’ — P, so dass fiir alle
i € I gilt m; 09 = 7. Wir behaupten, dass ¢ und 9 zueinander invers sind. Die Komposition
Yop: P— P erfillt

771'0(77[}0()0):(Wiow>°§0:7rl/'0§0:ﬂ'i=7rioidp

fiir alle i € I. Aus der universellen Eigenschaft von P folgt, dass ¥ o ¢ = idp gilt. Aus der
universellen Eigenschaft von P’ folgt auf dhnliche Weise, dass ¢ o ¢ = idp/ gilt. O
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Notation A.1.19. Wegen der Eindeutigkeit bis auf Isomorphie von Produkten und Summen
spricht man oft von dem Produkt oder der Summe einer Familie (X;);c; (wenn es existiert).

Man schreibt
H X; bzw. H X;
iel i€l

fiir das Produkt bzw. die Summe der Familie (X;);cr in einer Kategorie C.

Beispiel A.1.20 (Produkte und Summen von Mengen). Sei (X;);c; eine Mengenfami-
lie. Das kartesische Produkt [, ; X; aus Definition @ iv) ist ein Produkt der Familie
(Xi)ier in der Kategorie 8et. Die disjunkte Vereinigung [],c; X; aus Definition [T.2.15{iii)
ist eine Summe der Familie (X;);c; in der Kategorie Set.

Beispiel A.1.21 (Produkte und Summen von Moduln). Sei R ein Ring und (M;);e; eine
Familie von R-Moduln. Das Produkt [];.; M; ist ein Produkt der Familie (M;);cs in der
Kategorie Modg. Die direkte Summe EBiE[ M; ist eine Summe der Familie (M;);ecs in der
Kategorie Modpg. Siehe dazu Proposition [6.1.3

Bemerkung A.1.22. In ,algebraischen* Kategorien wie Set, Grp, Ab, Ring und Modp ist
das kategorische Produkt immer das kartesische Produkt der unterliegenden Mengen, ver-
sehen mit den komponentenweisen Verkniipfungen. Summen sind aber komplizierter: Zum
Beispiel ist die unterliegende Menge einer Summe von R-Moduln nicht zu der disjunk-
ten Vereinigung der unterliegenden Mengen isomorph (vgl. Beispiele [A.1.20| und |A.1.21)).
Summen existieren auch in den Kategorien Grp und Ring, aber kénnen nicht so einfach be-
schrieben werden. Zum Beispiel ist die Summe von Z/2Z und Z/3Z in Grp eine unendliche
nicht-abelsche Gruppe.

A.2 Funktoren

Funktoren sind ,,Morphismen zwischen Kategorien®:

Definition A.2.1 (Funktor). Seien € und D Kategorien. Ein Funktor F': € — D besteht
aus

¢ einer Abbildung F': ObC — Ob D, und

o zu je zwei Objekten X, Y € C einer Abbildung F': More(X,Y) — Morp (F(X), F(Y)),
so dass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

« Fiir alle Morphismen f: X - Y und g: Y — Z in C gilt F(go f) = F(g) o F(f).

« Fiir alle Objekte X € ObC gilt F(idx) = idp(x).
Beispiel A.2.2 (Identitdtsfunktor). Jede Kategorie € besitzt einen Identitdtsfunktor

ide: € — €,

bestehend aus den Identitdtsabbildungen auf Ob € und auf More(X,Y).

Beispiel A.2.3 (Vergissfunktoren). Jede Gruppe (G, -) hat eine unterliegende Menge G,
une jeder Gruppenhomomorphismus ist insbesondere eine Abbildung zwischen den unterlie-
genden Mengen. Damit gibt es einen Funktor

Grp — Set,
(Ga ) = G7
f= 1,
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den man als Vergissfunktor von Gruppen nach Mengen bezeichnet, denn dieser Funktor
yvergisst die Verkniipfung - der Gruppe (G, -). Auf dhnliche Weise gibt es Vergissfunktoren

Modgr — Ab, Ab — SGrp,
(M’+7'>'_>(M’+)7 (A7+)'_>(A’+>
=1 =,

die die Skalarmultiplikation eines R-Moduls und die Kommutativitéit einer abelschen Gruppe
vergessen. Die Kategorie Algp von R-Algebren besitzt zwei Vergissfunktoren Alg, — Modg
und Algp — Ring, die die Ringmultiplikation und die Skalarmultiplikation vergessen.

Beispiel A.2.4 (additive und multiplikative Gruppe eines Ringes). Jeder Ring hat eine
zugehorige additive Gruppe sowie eine zugehorige multiplikative Gruppe. Es gibt zwei ent-
sprechende Funktoren

Ring — Grp, Ring — Grp,
(R7+a') = (R’+)7 (Ra+") = (RX7')
f=1f f — Einschrénkung von f.

Der erste ist der Vergissfunktor und kann auch als Funktor Ring — Ab betrachtet werden.
Zu dem zweiten Funktor siehe Bemerkung [8.1.23

Beispiel A.2.5 (freie Moduln). Sei R ein Ring. Die Konstruktion I — RY) kann zu einem
Funktor Set — Modg befordert werden: Zu jeder Abbildung f: I — J gibt es genau eine
R-lineare Abbildung

fo: RD 5 R e ef (i)

nach der universellen Eigenschaft von Basen. Man kann dann leicht nachpriifen, dass (id;). =
idp) und (9 o f)* = g« 0 fs.

Beispiel A.2.6 (Tensorprodukt). Sei R ein kommutativer Ring. Das binire Tensorprodukt
von R-Moduln ist ein Funktor

®pr: Modgr x Modg — Modgr, (M,N)—~ M ®p N.
Hier wird das Produkt € x D von zwei Kategorien folgendermafle definiert:
e Esgilt Ob(€ x D) =0bC x ObD.
o Fiir Objekte X, X’ € Cund Y,Y’ € D gilt
Morexp ((X,Y), (X', Y")) = More(X, X') x Morp (Y, Y").
o Komposition von Morphismen und Identitdtsmorphismen werden komponentenweise
definiert.

Beispiel A.2.7 (Skalareinschrankung und Skalarerweiterung). Sei f: R — S ein Ringho-
momorphismus. Jeder S-Modul M hat dann auch eine R-Modulstruktur mit der Skalarmul-
tiplikation R x M — M, (r,z) — f(r) - z. Dies definiert einen Funktor Modg — Modg, der
als Skalareinschrankung entlang f bezeichnet wird. In der anderen Richtung definiert das
Tensorprodukt einen Funktor

Modr = Modg, M+ S®gr M,

der als Skalarerweiterung entlang f bezeichnet wird.

Beispiel A.2.8 (Gruppenhomomorphismen und monotone Abbildungen als Funktoren).
Man kann die folgenden Aussagen leicht nachpriifen:

279



(i) Zu jedem Gruppenhomomorphismus f: G — H gibt es genau einen Funktor Bf:
BG — BH, deren Morphismenabbildung Morg g (*, *) — Mors g (%, *) gleich f ist.

(ii) Zu jeder monotonen Abbildung f: X — Y zwischen partiell geordneten Mengen gibt
es genau einen Funktor Nf: NX — NY, deren Objektabbildung ObNX — ObNY
gleich f ist.

Proposition A.2.9 (Funktoren erhalten Isomorphie). Sei F: ¢ — D ein Funktor. Ist
f: X =Y ein Isomorphismus in C, so ist F(f): F(X) — F(Y) ein Isomorphismus in D.
Insbesondere: Aus X 2Y folgt F(X) = F(Y).

Beweis. Sei g: Y — X der Umkehrmorphismus zu f. Dann ist F'(g) ein Umkehrmorphismus
zu F(f), denn:

F(g)o F(f) =F(go f) = F(idx) = idp(x),
F(f)oF(g) =F(fog) = F(idy) = idpy) . O

~

Bemerkung A.2.10 (Erhaltung von Produkten bzw. Summen). Nicht alle kategorische
Konstruktionen werden automatisch von Funktoren erhalten. Sei zum Beispiel F': € — D
ein Funktor und (X;);cs eine Familie von Objekten von C. Mit der universellen Eigenschaft
des Produkts bzw. der Summe erhalten wir kanonische Morphismen

F (H XZ-) = [[F(x:) wd J[F(X)—F (H XZ->

i€l el el el

in D, sofern beide Produkte und beide Summen existieren. Im Allgemeinen sind aber diese
Morphismen keine Isomorphismen. Man sagt, dass ein Funktor F' Produkte bzw. Summen
erhélt, wenn die obigen Morphismen Isomorphismen sind. Zum Beispiel:

(i) Die Vergissfunktoren Ab — Grp — Set erhalten Produkte aber nicht Summen.
(ii) Der Vergissfunktor Modr — Ab erhilt beide Produkte und Summen.

(iii) Der ,freier Modul“ Funktor S8et — Modg, I — R), erhilt Summen aber nicht Pro-
dukte.

Beispiel A.2.11 (Gruppenoperationen). Sei G eine Gruppe und € eine Kategorie. Eine
Operation der Gruppe G auf einem Objekt X € ObC ist ein Funktor F: BG — € mit
F(x) = X. Ein Objekt von € versehen mit einer Operation von G heifit auch G-Objekt von
C. Nach Proposition liefert der Funktor F eine Abbildung

G = Autpe(x) = Aute(X),

und die Kompatibiltdt mit Komposition impliziert, dass diese Abbildung ein Gruppenhomo-
morphismus ist. Umgekehrt bestimmt jeder Gruppenhomomorphimsus G — Aute(X) eine
Operation von G auf X. Zum Beispiel:

(i) Eine Operation von G auf einer Menge X ist ein Gruppenhomorphismus p: G — Sx,
wobei Sx = Autget(X) die symmetrische Gruppe von X ist. Die Abbildung p ist auch
durch die Verkniipfung

GxX =X, (g,2)g- z:=pg)(z)
bestimmt, fir die gilt e- 2 =z und g- (h-x) = (g - h) - . Umgekehrt bestimmt jede

solche Verkniipfung einen Gruppenhomomorphismus von G nach Sx, und damit eine
Operation von G auf X.
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(ii) Eine Operation von G auf einem K-Vektorraum heifit eine lineare Darstellung von G
iiber K. Zum Beispiel ist eine Operation von G auf K™ ein Gruppenhomorphismus
G — Autg (K™) = GL, (K).

Definition A.2.12 (kontravarianter Funktor). Seien € und D Kategorien. Ein Funktor
C°P — D heifit kontravarianter Funktor von € nach D. Zur Unterscheidung wird ein Funktor
€ — D auch als kovarianter Funktor von C nach D bezeichnet.

Ein kontravarianter Funktor F' von € nach D dreht die Richtung der Pfeile um: Fiir einen
Morphismus f: X — Y in € ist F(f) ein Morphismus F(Y) — F(X) in D.

Beispiel A.2.13 (Dualraum). Sei K ein Koérper. Die Konstruktion des Dualraums definiert
einen kontravarianten Funktor von Vectx nach Vectg, indem wir V auf V* und eine lineare
Abbildung f: V — W auf ihre duale Abbildung f*: W* — V* abbilden. Dabei muss man
nachpriifen:

o idj : V* — V* ist die Identitat auf V*: Es gilt nach Definition idj, (o) = @ o idy = «a.

o Fiir lineare Abbildungen f: U — V und g: V. — W gilt (go f)* = f* o g*: Siehe
Bemerkung

Beispiel A.2.14 (Potenzen von Moduln). Sei R ein Ring. Die Konstruktion I + R’ lisst
sich zu einem kontravarianten Funktor von Set nach Modpg beférdern: Zu jeder Abbildung
f+ I — J definiert man eine R-lineare Abbildung

f*:R” R (h:J—=R) (hof:I—R).

Dieses Beispiel und Beispiel zeigen, dass die dhnlichen Konstruktionen I — R) und
I+ R! ein ganz gegensitzliches funktorielles Verhalten haben.

Beispiel A.2.15 (dargestellte Funktoren). Sei € eine Kategorie und sei X € Ob €. Der von
X dargestellte kovariante Funktor More(X, —): € — Set ist wie folgt definiert:

e Ein Objekt Y € Ob € wird auf die Menge More (X,Y") abgebildet.
e Ein Morphismus f: Y — Z in € wird auf den Morphismus
More(X,Y) = More(X,Z), gt fog,
in Set abgebildet.

Der von X dargestellte kontravariante Funktor More(—, X): C°P — Set ist wie folgt defi-
niert:

o Ein Objekt Y € Ob € wird auf die Menge More (Y, X) abgebildet.

e Ein Morphismus f: Y — Z in € wird auf den Morphismus
MOI‘C(Z’X)_)MOI‘@(KX% gHgofa
in Set abgebildet.

Definition A.2.16 (volltreuer Funktor). Ein Funktor F': € — D heiit volltreu, wenn fol-
gendes gilt: Fir alle X,Y € Ob € ist die Abbildung

F: More(X,Y) — Morp (FX, FY)

bijektiv.
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Beispiel A.2.17. Der Vergissfunktor Ab — Grp bzw. CRing — Ring ist volltreu, da Mor-
phismen auf beiden Seiten Gruppenhomomorphismen bzw. Ringhomomorphismen sind. Der
Vergissfunktor Grp — Set ist nicht volltreu: Nicht alle Abbildungen zwischen Gruppen sind
Gruppenhomomorphismen.

Beispiel A.2.18 (volle Unterkategorie). Sei € eine Kategorie und sei D C Ob€. Dann
kénnen wir eine Kategorie D wie folgt definieren:

e Esgilt ObD = D.
o Firalle X,Y € D gilt Morp(X,Y) = More(X,Y).
¢ Die Komposition und die Identitdtsmorphismen in D sind die von C.

Es gibt dann eine offenbare Inklusionsfunktor D — €, der volltreu ist. Man nennt eine solche
Kategorie D eine volle Unterkategorie von C. Zum Beispiel: Ab ist eine volle Unterkategorie
von Grp, und CRing ist eine volle Unterkategorie von Ring.

Fiir volltreue Funktoren gilt die Umkehrung der Proposition

Proposition A.2.19 (volltreue Funktoren sind konservativ). Sei F': € — D ein volltreuer
Funktor und f: X —'Y ein Morphismus in C. Ist F(f) ein Isomorphismus, so ist f bereits
ein Isomorphismus.

Beweis. Sei h: F(Y) — F(X) ein Umkehrmorphismus zu F(f). Da F: More(Y, X) —
Morg (F(Y), F(X)) surjektiv ist, gibt es einen Morphismus g: Y — X mit F'(g) = h. Dann
gilt F(go f) =hoF(f) =idpx) = F(idx) und F(fog) = f(f)oh =idpy) = F(idy). Da
die Abbildungen F': Ende(X) — Endp(F(X)) und F: Ende(Y) — Endp (F(Y)) injektiv
sind, gilt go f =idx und f o g =idy, d.h., g ist ein Umkehrmorphismus zu f. O

Definition A.2.20 (wesentliches Bild, wesentlich surjektiv). Sei F': € — D ein Funktor.

o Das wesentliche Bild von F' ist die volle Unterkategorie von D, deren Objekte die-
jenigen Objekte von D sind, die zu einem Objekt der Gestalt F(X) mit X € ObC
isomorph sind.

o F heift wesentlich surjektiv, wenn sein wesentliches Bild gleich D ist.

Beispiel A.2.21. Der Vergissfunktor Grp — Set ist nicht wesentlich surjektiv, da die leere
Menge keine Gruppenstruktur besitzt. Sei aber Set+y die volle Unterkategorie von Set,
deren Objekte die nicht-leeren Mengen sind. Dann kann man zeigen, dass der Vergissfunktor
Grp — Sety wesentlich surjektiv ist.

A.3 Natiirliche Transformationen

Natiirliche Transformationen sind ,,Morphismen zwischen Funktoren®:

Definition A.3.1 (natiirliche Transformation). Seien €, D Kategorien und seien F,G: € —
D Funktoren. Eine natirliche Transformation a: FF — G von F nach G ist eine Familie
(ax: F(X) - G(X))xeobe von Morphismen in D mit folgender Eigenschaft: Fiir jeden
Morphismus f: X — Y in C ist das folgende Quadrat kommutativ:

Man bezeichnet mit Nat(F, G) die Menge (oder Klasse) aller nattrlichen Transformationen
von F' nach G.
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Definition A.3.2 (Kategorie von Funktoren). Seien € und D Kategorien. Man definiert
die Kategorie von Funktoren Fun(C, D) von € nach D wie folgt:

e ObFun(C, D) ist die Klasse aller Funktoren von € nach D.
e Sind F und G zwei Funktoren, so setzt man

Morpun(e,»)(F, G) = Nat(F, G).

e Zwei natiirliche Transformationen a: F — G und g: G — H koénnen punktweise
komponiert werden:

(Boa)x = Bx oax,

was eine natiirliche Transformation 8o a: F — H definiert.

« Die Identitdtstransformation eines Funktors F ist idp = (idp(x))xeobe-

Beispiel A.3.3 (Kategorie von G-Objekten). Sei € eine Katgeorie und G eine Gruppe. Die
Kategorie von G-Objekten in C ist die Kategorie Fun(BG, C) (siehe Beispiel [A.2.11)).

Definition A.3.4 (natiirlicher Isomorphismus). Seien F,G: € — D Funktoren. Ein natir-
licher Isomorphismus o: F' = G ist ein Isomorphismus in der Kategorie Fun(C, D).

Bemerkung A.3.5 (Kriterium fiir natiirliche Isomorphismen). Seien F,G: ¢ — D Funkto-
ren und sei a: F' — G eine natiirliche Transformation. Dann ist o genau dann ein natiirlicher
Isomorphismus, wenn fiir alle X € Ob € der Morphismus ax: F(X) — G(X) in D ein Iso-
morphismus ist. Denn die Umkehrmorphismen (ax)~!: G(X) — F(X) bilden automatisch
eine natiirliche Transformation von G nach F, die invers zu « ist.

Beispiel A.3.6 (Doppeldualraum). Sei K ein Korper und sei (—)** = (—)*o(—)*: Vectx —

Vectg der Doppeldualraumfunktor. Die linearen Abbildungen ev: V < V** aus Propositi-
on [4.1.59 bilden eine natiirliche Transformation

*k

ev: idvect, — (—)
Wenn man beide Funktoren auf die Kategorie Vect > von endlich-dimensionalen K-Vektor-
raumen einschrénkt, wird ev zu einem natirlichen Isomorphismus zwischen idy,.;<e und
(—=)**: Vect 3™ — Vect ™. Deswegen sagt man, dass ein endlich-dimensionaler K-Vektor-
raum V' zu seinem Doppeldualraum V** natiirlich isomorph ist.

Definition A.3.7 (darstellbarer Funktor). Sei € eine Kategorie.

e Ein Funktor F': C — Set heifit darstellbar, wenn es ein Objekt X € ObC und einen
natiirlichen Isomorphismus More (X, —) = F gibt.

e Ein Funktor F': C°P — Set heifit darstellbar, wenn es ein Objekt X € Ob C und einen
natiirlichen Isomorphismus More(—, X) = F gibt.

Bemerkung A.3.8. Ist F': € — 8et durch ein Objekt X € ObC darstellbar, so ist
X eindeutig bis auf Isomorphie durch F' bestimmt. Denn seien X,Y € ObC mit einem
natiirlichen Isomorphismus a: More (X, —) = More(Y, —). Dann haben wir Morphismen
ax(idx) € More(Y, X) und ay'(idy) € More(X,Y), und aus der Natiirlichkeit von o folgt
leicht, dass sie zueinander invers sind.

Beispiel A.3.9 (darstellbare Vergissfunktoren).

(i) Sei R ein kommutativer Ring und sei V': Algp — Set der Vergissfunktor. Auswertung
in T definiert eine natiirliche Transformation

a: Morgyg, (R[T], =) =V, aa(f: R[T] = A) = f(T).

Die universelle Eigenschaft der R-Algebra R[T] (Proposition [8.1.45|) besagt, dass « ein
natiirlicher Isomorphismus ist. Insbesondere ist der Vergissfunktor Algp — Set durch
die Polynomalgebra R[T] darstellbar.
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(ii) Auf &hnliche Weise ist der Vergissfunktor Ring — Set durch den Polynomring Z[T]
darstellbar.

(iii) Der Vergissfuntor Modr — Set ist durch den R-Modul R darstellbar. Dies folgt aus
der universellen Eigenschaft der Standardbasis (1) von R: Fir alle R-Moduln M ist
die Auswertungsabbildung

HomR(RvM)_)Ma fo(1)7
bijektiv.

(iv) Auf dhnliche Weise ist der Vergissfunktor Ab — Set durch die abelsche Gruppe Z
darstellbar. In der Tat ist sogar der Vergissfunktor Grp — Set durch die Gruppe Z
darstellbar.

(v) Der Vergissfunktor Pos — Set ist durch eine einelementige partiell geordnete Menge
darstellbar, denn die Auswertungsabbilung

Morpos(({#}, <), (X, <)) = X, fH f(%),
ist bijektiv.
Beispiel A.3.10 (Potenzmenge). Die Konstruktion X + P(X) lasst sich zu einem kontra-

varianten Funktor P von Set nach Set beférdern: Eine Abbildung f: X — Y wird auf die
Urbildsabbildung P(Y) — P(X), B + f~1(B), abgebildet. Die bijektiven Abbildungen

Abb(X,{0,1}) = P(X), x b x '({1}),

(siehe Beispiel|1.3.24)) bilden einen natiirlichen Isomorphismus Morget(—, {0,1}) = P. Insbe-
sondere ist der kontravariante Funktor P durch die zweielementige Menge {0, 1} darstellbar.

Beispiel A.3.11 (Tensorprodukt als darstellendes Objekt). Sei R ein kommutativer Ring
und seien M, N Moduln iiber R. Es gibt einen Funktor

Hom?% (M, N, —): Modg — Set, P+ {R-bilineare Abbildungen M x N — P}.
Nach Definition des Tensorprodukts gibt es zu jedem R-Modul P eine Bijektion
ap: Homg(M ®g N, P) S Hom%(M,N,P), ap(f)=for,

wobei 7: M x N - M ®pg N die universelle R-bilineare Abbildung ist. Man kann dann leicht
nachpriifen, dass die Abbildungen ap einen natiirlichen Isomorphismus

a: Homp(M ®g N, —) = Hom% (M, N, —)

bilden. Damit ist der Funktor Hom2R(M ,N,—) durch den R-Modul M ®pg N darstellbar.

A.3.1 Aquivalenzen von Kategorien

Definition A.3.12 (Aquivalenz von Kategorien). Ein Funktor F': ¢ — D heifit Aquivalenz
von Kategorien, wenn ein Funktor G: D — € mit natiirlichen Isomorphismen G o F 2 ide
und F' o G = idp existiert.

Diese Definition ist &hnlich wie die von Isomorphismus (Definition 7 aber es wird
nicht erfordert, dass Go F und F o G gleich der Identitéit sind, sondern nur zu ihr isomorph
sind. Trotzdem spielen Aquivalenzen von Kategorien die gleiche Rolle wie Isomorphismen
innerhalb einer Kategorie: Zwei dquivalente Kategorien haben genau dieselben kategorischen
Eigenschaften (z.B., die Existenz von Produkten oder Summen), und allgemeiner sind vollig
durcheinander ersetzbar.
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Satz A.3.13 (Charakterisierung von Aquivalenzen). Sei F': ¢ — D ein Funktor. Die fol-
genden Aussagen sind dquivalent:

(i) F ist eine Aquivalenz von Kategorien.
(ii) F ist volltreu und wesentlich surjektiv.

Beweis. Zu (i) = (ii). Sei G: D — € ein Funktor mit natiirliche Isomorphismen «: ide —
GoF und B: FoG = idp. Ist Y € ObD, so ist fy: Y = F(G(Y)) ein Isomorphismus
zwischen Y und einem Objekt der Gestalt F/(X). Damit ist F' wesentlich surjektiv. Seien nun
X,Y € ObC. Da « eine natiirliche Transformation ist, kommutiert fiir jedes f € More(X,Y)
das Quadrat

X =5 GFX

fl lG(F(f))

y -2 GFY.

Anders gesagt ist die Komposition
More(X,Y) £ Morp (FX, FY) % More(GFX, GFY) =5 More(X,Y)

gleich der Identitdt, wobei die dritte Abbildung die Bijektion g — a;{l o g o ay ist. Daraus
folgt, dass die erste Abbildung injektiv und die zweite surjektiv ist. Aber G ist auch eine
Aquivalenz von Kategorien, und somit ist die zweite Abbildung injektiv nach demselben
Argument. Also ist die zweite Abbildung bijektiv und damit ist auch die erste Abbildung
bijektiv, d.h., F' ist volltreu.

Zu (ii) = (i). Sei F': € — D volltreu und wesentlich surjektiv. Wegen der wesentlichen
Surjektivitdt kann man zu jedem Objekt Z € ObD ein Objekt G(Z) € ObD mit einem
Isomorphismus fz: F(G(Z)) = Z auswiihlen. Ist g: Z — W ein Morphismus in D, so gibt
es genau einen Morphismus G(g): G(Z) — G(W) mit

F(G(g)) = By' 0 g o Bz,

denn F ist volltreu. Aus der Eindeutigkeit von G(g) folgt leicht, dass fiir zwei Morphismen
g:Z — Wund h: W — V gilt G(hog) = G(h) o G(g). Es gilt auch G(idz) = idg(z),
denn F(idg(z)) = idpGz)) = B, 0idz oBz. Das heifit, wir haben einen Funktor G: D — €
definiert. Auerdem ist nach Konstruktion die Familie (87)zcob» ein natiirlicher Isomor-
phismus 8: F oG 5 idop.

Es bleibt zu zeigen, dass G o F' zu dem Identitatsfunktor isomorph ist. Sei X € ObC.
Da F volltreu ist, gibt es genau einen Morphismus ax: G(F(X)) — X, so dass F(ax) =
Brxy: F(G(F(X))) = F(X). Da fr(x) ein Isomorphismus ist, ist auch ax ein Isomor-
phismus nach Proposition Fiir jeden Morphismus f: X — Y in € kommutiert das
Quadrat

GFX 25 X

G(r)| I

GFY 2,

denn es kommutiert nach Anwendung des volltreuen Funktors F' wegen der Natiirlichkeit von
B bzgl. F(f). Damit ist die Familie (ax)xeop e ein natiirlicher Isomorphismus a: G o F =
ide, wie gewiinscht. O

Bemerkung A.3.14. Nach Satz induziert jeder volltreue Funktor F': € — D eine
Aquivalenz zwischen € und dem wesentlichen Bild von F.

Beispiel A.3.15 (kodiskrete Kategorien). Fiir X eine beliebige Menge, sei X die wie folgt
definierte Kategorie:
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o Es gilt Ob X% = X.
o Fiir alle z,y € X gilt Mory:(z,y) = {*}.
¢ Die Komposition und die Identitdtsmorphismen sind eindeutig bestimmt.

In der Kategorie X! sind alle Objekte zueinander isomorph. Ist f: X — Y eine beliebige
Abbildung zwischen nicht-leeren Mengen, so ist der induzierte Funktor f#: X% — Y volltreu
und wesentlich surjektiv, und damit eine Aquivalenz von Kategorien. Dieses Beispiel zeigt,
dass die Objektmengen von dquivalenten Kategorien ganz unterschiedlich sein kénnen.

Beispiel A.3.16 (Matrizen und Vektorrdume). Sei K ein Korper und sei Vect ™ die Ka-
tegorie von endlich erzeugten K-Vektorrdumen. Man definiert eine Kategorie Maty wie
folgt:

o Es gilt ObMatx = N.
o Fiir alle n,m € N gilt Morytat, (n, m) = My, xn(K).

o Komposition von Morphismen ist die Matrixmultiplikation, und der Identitédtsmor-
phismus id,, ist die Einheitsmatrix I,,.

Es gibt dann einen Funktor

Matg — Vect 7™,
nk K",
A L.

Nach Satz [4.2.29|ist dieser Funktor volltreu, und nach Korollar [3.3.23(ii) ist er wesentlich
surjektiv. Damit ist er eine Aquivalenz von Kategorien.

Beispiel A.3.17 (Vergissidquivalenzen).

(i) Der Vergissfunktor Modz — Ab ist nach Proposition [8.1.36 volltreu und wesentlich
surjektiv. Damit ist er eine Aquivalenz von Kategorien. Auf dhnliche Weise ist der
Vergissfunktor Alg, — Ring eine Aquivalenz von Kategorien.

(ii) Sei R ein Ring. Die Kategorie End(Modr) von Endomorphismen von R-Moduln wurde
im Beispiel definiert. Nach Proposition ist der Funktor

Modgr) — End(Modg), M+ (M,z+T-x),
volltreu und wesentlich surjektiv. Damit ist er eine Aquivalenz von Kategorien.

Beispiel A.3.18 (Algebren als Ringhomomorphismen). Sei R ein kommutativer Ring. Zu
jedem R-Algebra A gibt es einen Ringhomomorphismus eq: R — A, r + r-1, und fiir jeden
R-Algebrenhomomorphismus f: A — B gilt offensichtlich e4 o f = eg. Anders gesagt gibt
es einen Funktor

Algp — Ringp/,
A (A,eA),
f= T

Dieser Funktor ist volltreu, denn ein Ringhomomorphismus f: A — B zwischen R-Algebren
ist genau dann ein R-Modulhomomorphismus, wenn es gilt e4 o f = ep. Nach Proposi-
tion besteht das wesentliche Bild dieses Funktors aus allen Ringhomomorphismen
e: R — S, so dass jedes Element von e(R) zentral in S ist. Damit gibt es eine Aquivalenz
zwischen Algp und dieser vollen Unterkategorie von Ringp /- Ist CAlgp die volle Unterka-
tegorie von Algp bestehend aus den kommutativen R-Algebren, so erhalten wir sogar eine
Aquivalenz von Kategorien CAlg, = CRingp /-
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Beispiel A.3.19 (Morphismen als Funktoren). Sei C eine beliebige Kategorie und sei [1]
die Kategorie mit zwei Objekten 0 und 1 und einem einzigen Morphismus 0 — 1 (auBer
den Identitdtsmorphismen idg und id;). Jeder Funktor F': [1] — C induziert insbesondere
einen Morphismus F(0) — F(1) in €, und jede natiirliche Transformation zwischen solchen
Funktoren induziert ein kommutatives Quadrat in €. Dies definiert einen Funktor

Fun([1], €) — Mor(C),
und man kann leicht nachpriifen, dass er eine Aquivalenz von Kategorien ist.

Beispiel A.3.20 (Monomorphismen und Unterobjekte). Sei € eine Kategorie. Ein Mono-
morphismus i: Y — X in € heifit auch ein Unterobjekt von X. Unterobjekte von X bilden
eine Kategorie Sub(X), namlich die volle Unterkategorie der Kommakategorie €,x beste-
hend aus den Monomorphismen. Nach Definition von Monomorphismus gibt es in Sub(X)
hochstens einen Morphismus zwischen je zwei Objekten. Der kategorische Begriff des Un-
terobjekts stimmt nicht genau mit den gewdhnlichen Begriffen (wie Teilmenge, Untervek-
torraum, Unterring, usw.) iiberein, aber aus der Sichtweise der Kategorientheorie sind sie
trotzdem &quivalent.

Sei zum Beispiel X eine Menge und sei P(X) die Potenzmenge von X, versehen mit der
partiellen Ordnung C. Fiir eine Teilmenge A C B bezeichnen wir mit i4 p: A — B die
Inklusionsabbildung. Es gibt dann einen Funktor

N(P(X)) — Sub(X),
A Z'AJ(7
(A C B) e iA,B-

Dieser Funktor ist volltreu, da es in Sub(X) genau dann einen Morphismus von i4 x nach
ip x gibt, wenn A C B. Er ist auch wesentlich surjektiv und damit eine Aquivalenz, denn
in Sub(X) ist jeder Monomorphismus ¢: Y < X zu der Inklusionsabbildung i(Y) < X
isomorph.

Als weiteres Beispiel sei M ein Modul iiber einem Ring R. Dann gibt es ebenso eine
Aquivalenz von Kategorien

N({Untermoduln von M}, C) = Sub(M).

Beispiel A.3.21 (Epimorphismen und Quotientenobjekte). Auf &hnliche Weise definiert
man die Kategorie Quot(X) der Quotientenobjekte von X € Ob C als die volle Unterkategorie
von Cx, bestehend aus den Epimorphismen. Fiir eine Menge X gibt es dann eine Aquivalenz
von Kategorien

N({Aquivalenzrelationen auf X}, C) = Quot(X), ~ > (X - X/~).

Die Kategorie Modp ist insofern besonders, als es stets eine Aquivalenz zwischen Unterob-
jekten und Quotientenobjekten eines R-Moduls M gibt:

Sub(M) = Quot(M),
(i: N = M)+ coker(i) = M/imi,
kerp <4 (p: M - P).

Beispiel A.3.22 (metrische vs. topologische Raume). Sei € die Kategorie von metrischen
Raumen und stetigen Abbildungen, und sei Jop die Kategorie von topologischen Rédumen
und stetigen Abbildungen. Es gibt einen Funktor € — TJop, der jeden metrischen Raum
(X, d) auf den topologischen Raum (X, T4) abbildet, wobei T, die von d erzeugte Topolo-
gie ist. Da die Morphismen auf beiden Seiten stetige Abbildungen sind, ist dieser Funktor
volltreu. Damit gibt es eine Aquivalenz zwischen € und der vollen Unterkategorie von Top
bestehend aus den metrisierbaren topologischen Raumen.
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Index

Abbildung, map, [19]

abelsche Gruppe, abelian group,

Absolutglied, constant term, [139

Abstand, distance, [168]

abzdhlbar, countable, [25]

Addition, addition, [0} [51} [I86] [191]

adjungierte Matrix, adjoint matriz, [161

adjungierter Vektorraum, adjoint vector
space, [L60]

adjunkte Matrix, adjugate matriz, 122}
189

ahnlich, similar, [129]

Algebra, algebra,

algebraisch abgeschlossen, algebraically
closed, [40]

algebraisch, algebraic, 227]

algebraische Vielfachheit, algebraic
multiplicity,

algebraische Zahl, algebraic number, 22§

Algebrenhomomorphismus, algebra
homomorphism, [I97], [260]

Allaussage, universal statement,

allgemeine lineare Gruppe, general linear

group, 92]
Allquantor, universal quantifier,

alternierend, alternating,
alternierende Gruppe, alternating group,
antisymmetrisch, antisymmetric, 27, [115]
1205
Aquivalenz, equivalence,
Aquivalenzklasse, equivalence class,
Aquivalenzrelation, equivalence relation,
27
assoziativ, associative, [39]
assoziiert, associated,
Auswahlaxiom, aziom of choice, [31]
Auswertungsabbildung, evaluation map,
Automorphismus, automorphism, [76]
duBere Algebra, exterior algebra, 27]]
auflere Potenz, exterior power,
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duBerer Tensor, exterior tensor, 265]
duBeres Produkt, exterior product, 265
Axiom, aziom,[9]

Basis, basis, [60} 193]

Basiswechselmatrix, change-of-basis
matriz, 97

Begleitmatrix, companion matriz, 233

Beweis durch Induktion, proof by
induction, [I8]

Beweis, proof, [9]

beweisbar, provable, 0]

bijektiv, bijective, 23]

Bild, image, 21} [7§

Bildmenge, image,

bilineare Abbildung, bilinear map, [115

Bilinearform, bilinear form, [154

Cauchyfolge, Cauchy sequence, [44]

Charakteristik, characteristic,

charakteristisches Polynom,
characteristic polynomial, [143]

14 229

Darstellungsmatrix, representing matriz,
[95} [L56]

Dedekindscher Schnitt, Dedekind cut,

Definitionsmenge, domain, [I9]

Determinante, determinant, [118] [124]
[[43} 139

Determinantenfunktion, determinant
function, [116

Determinantenideal, determinantal ideal,

diagonalisierbar, diagonalizable,

Diagonalmatrix, diagonal matriz, [87]

Dimension, dimension, [65]

direkte Summe, direct sum, [68] [126] [127]

disjunkt, disjoint, [14]

disjunkte Vereinigung, disjoint union,

Disjunktion, disjunction,

Drehmatrix, rotation matriz, [94]

Dreiecksmatrix, triangular matriz,



duale Abbildung, dual map, [82]
duale Basis, dual basis, [§4)]
Dualmodul, dual module, [194]
Dualraum, dual space,
Durchschnitt, intersection,

Eigenraum, eigenspace,
Eigenvektor, eigenvector, [[31]
Eigenwert, eigenvalue, [I31]
Eindeutigkeitsaussage, uniqueness
statement,
Einheit, unit,
Einheitengruppe, group of units, [L88
Einheitskreis, unit circle,
Einheitsmatrix, identity matriz,
Einschrinkung, restriction,
Einsetzung, substitution, [I40} [146]
Einsetzungshomomorphismus,
substitution homomorphism,

Einsideal, unit ideal,

Eintrag, entry,

Eisenstein-Zahl, Fisenstein integer, |188

elementare Spaltenumformung,
elementary column operation,
100)

elementare Zeilenumformung, elementary
row operation, [[09]

Elementarmatrix, elementary matriz, |10

Elementarteiler, elementary divisor,|219
222 224

endlich erzeugt, finitely generated,
endlich prasentierbar, finitely presented,

endlich-dimensional, finite-dimensional,

endlich, finite, [25]

Endomorphismus, endomorphism, [76]

erzeugende Familie, generating family,
3

Erzeugendensystem, generating set, [54]
1195

erzeugter Untervektorraum, subspace
generated by,

euklidische Gradfunktion, Fuclidean
Sfunction, [203

euklidischer Ring, Fuclidean domain, [203

euklidischer Vektorraum, real inner
product space, [160]

Existenzaussage, existence statement,

Existenzquantor, existential quantifier,

Exponentialfunktion, ezponential

function,
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faktorieller Ring, unique factorization
domain, [205]

Familie, family, [25]

Fixkérper, fized field, [15§

Folge, sequence, [25]

Form, form, [154]

freier Modul, free module, [194]

Frobenius-Normalform, Frobenius normal

form, 235

Funktion, function, [19]

Gauflsche Zahl, gaussian integer,

geometrische Vielfachheit, geometric
multiplicity, [133]

gerade Permutation, even permutation,
114

Gerade, line, [53]

gleich, equal,

gleichmiéchtig, equipotent,

Glied, term,[139

Grad, degree,

Graph, graph, [19

Grundkorper, base field,

Gruppe, group, [35

Gruppenhomomorphismus, group
homomorphism,

grofites Element, largest element, [31]

Hauptideal, principal ideal, [200]

Hauptidealring, principal ideal domain,
200!

Hauptminor, principal minor, [18]1]

Hauptraum, generalized eigenspace, [143]

Hauptvektor, generalized eigenvector, 14§

hermitesche Form, hermitian form, [I6]]

hermitesche Matrix, hermitian matriz,
102!

Hilbertraum, Hilbert space, [I73]

homogenes lineares Gleichungssystem,
homogeneous system of linear

equations, [I00]

Ideal, ideal, [199]

Identitét, identity, [21]

Implikation, implication,

indefinit, indefinite, [I65]

Induktionsanfang, base case, [1§]

Induktionsprinzip, induction principle,

Induktionsschritt, induction step,

Induktionsvoraussetzung, induction
hypothesis,

injektiv, injective,

Inklusionsabbildung, inclusion map,

Integritatsring, integral domain, [189



invarianter Untervektorraum, invariant
subspace, [12§

inverse Matrix, inverse matriz,

inverses Element, inverse,

invertierbar, invertible, 1]

irreduzibel, irreducible, [201]

Isometrie, isometry,

isomorph, isomorphic, [75}, [129] [I63]

Isomorphismus, isomorphism, [75, [163]

Jordan-Basis, Jordan basis, [238

Jordan-Chevalley-Zerlegung,
Jordan—Chevalley
decomposition, [246)

Jordanblock, Jordan block,

Jordankette, Jordan chain, [240]

Jordansche Normalform, Jordan normal
form, 238

kanonische Projektion, canonical
projection, [22]

kartesisches Produkt, cartesian product,
10l

Kern, kernel, [7§

Kette, chain, [32]

kleinstes Element, smallest element,

Koeffizient, coefficient, 85|

Kofaktor, cofactor, [122]

Kofaktormatrix, cofactor matriz, [122

Kokern, cokernel, [83]

komaximal, comazimal, 210]

kommutativ, commutative, @

kommutativer Ring, commutative ring,
A0, [186]

kommutatives Diagramm, commutative
diagram, [30]

Komplement, complement,

komplementére Untervektorrdume,
complementary subspaces, [67]

Komposition, composition, 21]

kongruent, congruent,

konjugierte Matrix, conjugate matriz,

konjugierter Vektorraum, conjugate
vector space, [160]

Konjunktion, conjunction,

Koordinate, coordinate,

Koordinatenvektor, coordinate vector, [61]

Kreuzprodukt, cross product, 272

Kronecker-Delta, Kronecker delta,

Korper mit Involution, field with
involution, [158|

Korper, field, [A0]

Korpererweiterung, field extension,

Korperhomomorphismus, homomorphism

of fields, [T0]
Kérperinvolution, field involution, [I5§]

leere Menge, empty set, [14]

Leitkoeffizient, leading coefficient, [I40]

linear abhéngig, linearly dependent, [57]

linear unabhéngig, linearly independent,
(7 193]

lineare Abbildung, linear map, [70} 259

lineare Isometrie, linear isometry,

lineare isometrische Einbettung, linear
isometric embedding, [I73]

lineares Gleichungssystem, system of
linear equations, [I00]

Linearform, linear form, [82]

Linearkombination, linear combination,
b5 B3

Linksmodul, left module, [192]

logische Verkniipfung, logical connective,
@

Lénge, length, 216]

Losung, solution, [100]

Losungsmenge, solution set, [I00]

Matrix, matriz,
maximales Element, mazimal element,
Menge, set,
minimales Element, minimal element,
Minimalpolynom, minimal polynomial,
Minor, minor, [268
Modul, module,
monisch, monic, [I40]
Monoid, monoid, [37]
Monom, mnomial, [139]
monotone Abbildung, monotone map, [70]
multilineare Abbildung, multilinear map,
2511
multineare Abbildung, multilinear map,
[ 1O}
Multiplikation, multiplication, A0} [L86]
Méchtigkeit, cardinality, [25]

natiirliche Zahl, natural number, [I7]

Negation, negation,

negativ definit, negative definite,

negativ semidefinit, negative semidefinite,
100)

neutrales Element, neutral element,

nicht ausgeartet, non-degenerate, [155

nilpotent, nilpotent,

noetherscher Ring, noetherian ring, [213

Norm, norm, [166



normiert, normalized, [16§]

normierter Vektorraum, normed vector
space, [[68]

Normierung, normalization, [168|

Nullabbildung, zero map, [7]]

Nullideal, zero ideal, [I99]

Nullmatrix, zero matriz, 80|

Nullpolynom, zero polynomial,

Nullring, zero ring, [L86)

Nullstelle, zero, 141

Nullteiler, zero divisor, [189

Nullvektor, zero vector,

obere Dreiecksmatrix, upper triangular
matriz, 87

obere Schranke, upper bound, [31]

orthogonal, orthogonal, [169]

orthogonale Gruppe, orthogonal group,
el

orthogonale Matrix, orthogonal matriz,
el

orthogonale Projektion, orthogonal
projection, [I72)

Orthogonalraum, orthogonal space,[169

Orthonormalbasis, orthonormal basis,
1 (0

Orthonormalsystem, orthonormal system,
1 (0

Paar, pair,

partielle Ordnung, partial order, [27]

Partition, partition, [29]

perfekte Paarung, perfect pairing, [I59]

Permutation, permutation, [39]

Pivotelement, pivot, [102]

Pivotspalte, pivot column, [102

Polynom, polynomial,

Polynomfunktion, polynomial function,
140)

positiv definit, positive definite, [165]

positiv semidefinit, positive semidefinite,
100)

Potenzmenge, power set,

prim, prime, [207]

Primfaktorzerlegung, prime factor
decomposition,

Primérteiler, primary divisor,

Produkt, product,

Prédikatenlogik erster Stufe mit
Gleichheit, first-order logic with
equality, [9]

Préasentation, presentation, 212

quadratische Form, quadratic form, [156

quadratische Matrix, square matriz, 86|
Quantifizierung, quantification, 7]
Quotientenabbildung, quotient map,
Quotientenmenge, quotient set, @
Quotientenmodul, quotient module, [194]
Quotientenvektorraum, quotient vector

space, [57]

Rang, rang, [261

Rang, rank, 81} [04] 219] 224]

Rechtsmodul, right module, [192]

reduzierte Zeilenstufenform, reduced row
echelon form, 102

reflexiv, reflexive, [27]

reiner Tensor, pure tensor, 253

Relation, relation,

Reprasentant, representative,

Représentantensystem, system of
representatives, [29]

Restklasse, residue class, 29]

Ring, ring,

Ringhomomorphismus, ring
homomorphism, 25§

Ringisomorphismus, ring isomorphism,

Iom

Schiefkorper, division ring, [189

Schlussregel, rule of inference, [9]

selbstadjungiert, self-adjoint, [177]

semilineare Abbildung, semilinear map,
59

Sesquilinearform, sesquilinear form, [160

Signatur, signature, [I83]

Skalar, scalar,

Skalareinschriankung, restriction of
scalars, [260]

Skalarerweiterung, extension of scalars,
200!

Skalarmultiplikation, scalar
multiplication,

Skalarprodukt, scalar product,

Smith-Normalform, Smith normal form,

Spaltenraum, column space,

Spaltenumformung, column operation,
100]

Spaltenvektor, column vector, [48]

Spektralwert, spectral value, [134]

Spektrum, spectrum,

spezielle lineare Gruppe, special linear
group, [L706]

spezielle orthogonale Gruppe, special
orthogonal group,



spezielle unitare Gruppe, special unitary

group, [L76]

Spur, trace, [130] [262]

Standardbasis, standard basis,

Standardeinheitsvektoren, standard unit
vectors, o]

Standardskalarprodukt, standard scalar
product, [165]

Stufe, rank, [14§]

Summe, sum, [I6} [66} [127]

surjektiv, surjective,

symmetrisch, symmetric, 27, 115} 263

symmetrische Algebra, symmetric
algebra, [270]

symmetrische Bilinearform, symmetric
bilinear form,

symmetrische Gruppe, symmetric group,

symmetrische Matrix, symmetric matriz,
IBY

symmetrische Potenz, symmetric power,

symmetrischer Tensor, symmetric tensor,
209

symmetrisches Produkt, symmetric

product,

Tautologie, tautology, 9]

teilbar, divisible, [140] [200]

Teiler, divisor, [200

teilerfremd, coprime, [210)

Teilkorper, subfield, 1]

Teilmenge, subset,

Tensor, tensor, 253

Tensoralgebra, tensor algebra,

Tensorpotenz, tensor power, @

Tensorprodukt, tensor product,

Torsionselement, torsion element,

torsionsfrei, torsion-free, 214]

Torsionsmodul, torsion module,

Torsionsuntermodul, torsion submodule,
214

total, total, 27]

totale Ordnung, total order,

transitiv, transitive, [27]

transponierte Matrix, transpose,

Transposition, transposition, [I13]

transzendent, transcendent,

transzendente Zahl, transcendent

number,

trigonalisierbar, triangularizable, [149]
Tupel, tuple,
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tiberabzéhlbar, uncountable, [25]

Umkehrabbildung, inverse map, [24]

unendlich-dimensional,
infinite-dimensional,

unendlich, infinite,

ungerade Permutation, odd permutation,
114

unitdre Gruppe, unitary group,

unitdre Matrix, unitary matrix,

unitarer Vektorraum, complex inner
product space, [166]

untere Dreiecksmatrix, lower triangular
matriz, 87

untere Schranke, lower bound,

Untermodul, submodule,

Unterring, subring, [187]

Untervektorraum, linear subspace, 52|

Urbild, preimage, IE, @

Vektor, vector, [51]

Vektorraum, vector space, [1]

verallgemeinerte geometrische
Vielfachheit, generalized
geometric multiplicity, 241

verallgemeinerte Jordansche Normalform,
generalized Jordan normal form,

verallgemeinerter Jordanblock,
generalized Jordan block,

Vereinigung, union, [14] [16]

Vielfaches, multiple, 200]

Vielfachheit, multiplicity, [12] [I42] 206]

Vorzeichen, sign,

Wahrheitstabelle, truth table,
Wert, value, [19]

Winkel, angle, [I6§|

wohldefiniert, well-defined,
Wohlordnung, well-ordering, [32]
Wohlordnungsprinzip, well-ordering

principle, [18]

Zeilenraum, row space, [87]

Zeilenstufenform, row echelon form, [10]]

Zeilenumformung, row operation, [104]

zeilendquivalent, row equivalent,

zentrales Element, central element,

Zerfall in Linearfaktoren, splitting into
linear factors, [142]

Zielmenge, codomain, [19]

zweisetiges Ideal, two-sided ideal,

zyklischer Modul, cyclic module,

Zyklus, cycle,
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