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Aufgabe 1. (2+1 Punkte) Sei K ein Kérper der Charakteristik # 2 und sei
¢ KX, Y]/(Y? - X? - X?) — K[T|
der Ringhomomorphismus mit ¢([X]) =T — 1 und p([Y]) =T —T.

(a) Zeigen Sie, dass alle Fasern von Spec(¢) genau ein Element haben, aufier der Faser
iber (X,Y), die zwei Elemente hat.

Hinweis. Siehe Blatt 7 Aufgabe 2.

(b) Interpretieren Sie geometrisch die Berechnung aus (a) im Fall K = R.

Aufgabe 2. (2 Punkte) Ein Ring heifit Jacobson-Ring, wenn jedes Radikalideal ein
Durchschnitt von maximalen Idealen ist. Zeigen Sie, dass jede endlich erzeugte Algebra
iiber einem Korper ein Jacobson-Ring ist.

Hinweis. Man kann sich zunéachst auf den Fall eines algebraisch abgeschlossenen Korpers
zuriickfithren.

Aufgabe 3. (2+2 Punkte) Eine abelsche Gruppe I' mit einer totalen Ordnung < heif}t
angeordnete abelsche Gruppe, wenn fir alle a,b,c € I' gilt: a < b= a+c < b+c.

Eine Bewertung auf einem Korper K ist eine Abbildung v: K — I' U {+o0}, wobei I’
eine angeordnete abelsche Gruppe ist, mit folgenden Eigenschaften fiir alle x,y € K:

Bl. v(z) = 400 <= 2 = 0.
B2. v(zy) = v(x) + v(y).
B3. v(z +y) > min{v(z),v(y)}.

(a) Sei v: K — T'U {400} eine Bewertung auf einem Koérper K. Zeigen Sie, dass
R = {x € K|v(x) > 0} ein Bewertungsring ist (siche Blatt 6 Aufgabe 2), mit
Einheitengruppe v~!({0}). Der Ring R heifit Bewertungsring zur Bewertung v.

(b) Sei umgekehrt R ein Bewertungsring. Konstruieren Sie eine Bewertung v auf Q(R),
so dass R der Bewertungsring zu v ist.

Hinweis. Sei I' die Quotientengruppe Q(R)*/R*. Definieren Sie eine geeignete to-
tale Ordnung auf I'.



Aufgabe 4. (241 Punkte) Sei K ein Korper und sei E C K[Xj, ..., X,] eine Teilmenge.
Man kann den Verschwindungsort Vz(E) C R™ fiir eine beliebige K-Algebra R definieren,
und es gibt eine Bijektion

Vr(E) = {K-Algebrenhomomorphismen K[X;,..., X,|/(E) — R}.
Sei Ke] die nicht-reduzierte K-Algebra mit Basis {1,¢} und ¢* = 0.

(a) Sei f € K[Xy,...,X,]. Zeigen Sie, dass fir alle a;,b; € K gilt

"0
flay+¢eby, ... an +eby) = flay,. .., a,) +€Zbia§(a1,...,an) € Kle].
i=1 i

(b) Erklaren Sie, warum die folgende Aussage sinnvoll ist:

Vi (f) =2 {(x,v) | 2 € Vk(f) und v ist ein Tangentialvektor zu Vi (f) in z}.

Hinweis. Erinnern Sie sich an den Gradienten aus der Analysis.



