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Aufgabe 1. (2 Punkte) Geben Sie einen direkten Beweis der schwachen Form von Na-
kayama: Ist M ein endlich erzeugter R-Modul mit J(R)M = M , so folgt M = 0.

Hinweis. Sei {x1, . . . , xn} ein Erzeugendensystem von M mit n ≥ 1. Wegen J(R)M = M
gibt es Elemente r1, . . . , rn ∈ J(R) mit

x1 = r1x1 + · · · + rnxn.

Schließen Sie daraus, dass {x2, . . . , xn} ein Erzeugendensystem von M ist.

Aufgabe 2. (2 Punkte) Sei R ein Ring, S ⊂ R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmen-
ge und j : R → S−1R der kanonische Ringhomomorphismus. Sei S̄ ⊂ R die Teilmenge
aller Teiler von Elementen von S. Zeigen Sie, dass S̄ = j−1((S−1R)×) ist, und dass der
kanonische Ringhomomorphismus S−1R → S̄−1R ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 3. (2 Punkte) Seien A und B Ringe und seien S ⊂ A und T ⊂ B multiplikativ
abgeschlossene Teilmengen. Konstruieren Sie einen kanonischen Isomorphismus

(S × T )−1(A×B) ∼= S−1A× T−1B.

Berechnen Sie damit die Lokalisierung (A × B)[(1, 0)−1] sowie den Totalquotientenring
Q(A×B).

Aufgabe 4. (2+2+2 Punkte) Sei R ein Ring und S ⊂ R eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist (Mi)i∈I eine Familie von R-Moduln, so gibt es einen kanonischen Isomorphismus
von S−1R-Moduln ⊕

i∈I
S−1Mi

∼→ S−1
(⊕

i∈I
Mi

)
.

(b) Ist M ein projektiver R-Modul, so ist S−1M ein projektiver S−1R-Modul.

(c) Ist M ein flacher R-Modul, so ist S−1M ein flacher S−1R-Modul.
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