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Aufgabe 1. (2 Punkte) Sei R ein Bewertungsring (siehe Blatt 6 Aufgabe 2). Zeigen Sie,
dass R ganz abgeschlossen ist.

Aufgabe 2. (4 Punkte) Beweisen Sie den Zwei-Quadrate-Satz: Eine ungerade Primzahl
p ist genau dann eine Summe zweier Quadrate, wenn p = 1 (mod 4). Zeigen Sie genauer
die folgenden Implikationen:

p=1 (mod4) = der Frobenius-Endomorphismus von Z[i]/(p) ist die Identitét
p ist kein Primelement in Z[:]

=
=—> p ist eine Summe zweier Quadrate
— p=1 (mod4).

Aufgabe 3. (241 Punkte) Ein Ring heifit semilokal, wenn er nur endlich viele maximale
Ideale hat. Sei R ein Ring und sei £ C Spec(R) eine endliche Teilmenge. Beweisen Sie
die folgenden Aussagen:

(a) (Primvermeidungslemma) Sei U C Spec(R) eine offene Umgebung von E. Dann
gibt es ein f € R mit £ C D(f) C U.

Hinweis. Sei E = {p1,...,pn}. Die offene Menge U hat die Form D(I) fiir ein Ideal
I. Die algebraische Ubersetzung der Aussage ist dann, dass aus I ¢ p; fiir alle ¢
folgt I ¢ U7, p;. Gehen Sie durch Induktion iiber n vor. Beim Induktionsschritt
verwenden Sie die bekannte Implikation

Iap17"'7pn—1 ¢pn = -[pl"'pn—l ¢‘pn

(b) Sei S = R\ Upep p. Dann ist S™'R ein semilokaler Ring.

Aufgabe 4. (1+2 Punkte) Sei A ein Ring, G eine endliche Untergruppe der Automor-
phismengruppe von A, und A% C A der Fixpunktring.

(a) Zeigen Sie, dass die Ringerweiterung AY C A ganz ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Operation von G auf jeder Faser von Spec(A) — Spec(A%) tran-
sitiv ist. SchlieBen Sie daraus, dass diese Abbildung eine Bijektion Spec(A)/G =
Spec(AY) induziert.

Hinweis. Seien p,q in derselben Faser, d.h., p N A® = q N AY. Zeigen Sie, dass
p C Usec o 1(q), indem Sie fiir jedes a € p das Produkt [],eqc o(a) betrachten.
Nach dem Primvermeidungslemma gibt es ein o mit p C o=1(q).



