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Einstiegsaufgabe A. (nicht abzugeben)

(a) Uberpriifen Sie die Existenz von multiplikativen Inversen in den Korpern Z /57 und
Z7]TZ.

(b) Bestimmen Sie alle Elemente von Z/127Z, die multiplikative Inverse besitzen.

Einstiegsaufgabe B. (nicht abzugeben) Schreiben Sie die folgenden komplexen Zahlen
in der Form a + bi mit a,b € R:

(a) (14 2i)(1— 30) (b) (1 —2i)°
2 -9 (1+ i)t
©) =% (@) T

Aufgabe 1. (4 Punkte) Seien X,Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen:

(a) Die folgende Relation ~; auf X ist eine Aquivalenzrelation:
vvypal = fz) = f(@).

(b) Es gibt genau eine Abbildung u: X/~; — f(X), so dass folgendes Quadrat kom-
mutiert:

X ———Y

d.h., f =10wuoq, wobei g die Quotientenabbildung und ¢ die Inklusionsabbildung
sind. Auflerdem ist u bijektiv.

Hinweis. Verwenden Sie die universelle Eigenschaft der Quotientenmenge.
Aufgabe 2. (2 Punkte) Sei K ein Korper und sei z € K. Eine Quadratwurzel von x ist
ein Element a € K mit a® = z. Zeigen Sie, dass z hochstens zwei Quadratwurzeln besitzt.
Hinweis. Falls a und b Quadratwurzeln von x sind, zeigen Sie, dass b = +a.

Aufgabe 3. (6 Punkte) Sei K ein Koérper. Man betrachte die folgenden Verkniipfungen
+und - auf K? = K x K:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d),
(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc).
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(a) Zeigen Sie, dass (K?,+,-) genau dann ein Korper ist, wenn —1 in K keine Qua-
dratwurzel besitzt.

Hinweis. (K?, +,-) ist immer ein kommutativer Ring. Zur Implikation =, zeigen Sie:
Falls i € K eine Quadratwurzel von —1 ist, dann hat (1,7) € K? kein multiplikatives
Inverses.

(b) Schlieflen Sie daraus, dass ein Kérper mit genau 9 Elementen existiert.
Aufgabe 4. (4 Punkte) Seien (G,-) und (H,-) Gruppen. Eine Abbildung f: G — H

heiflt Gruppenhomomorphismus, wenn fir alle x,y € G gilt f(z-y) = f(z) - f(y).
Zeigen Sie, dass fiir einen Gruppenhomomorphismus f: G — H gelten:

(a) fF(1) =1,

(b) f(z™') = f(x)™! fir alle z € G,

(c) f ist genau dann injektiv, wenn f~1({1}) = {1}.
Man betrachte nun die Gruppen (Ss,0) und (Z/2Z, +).

(d) Definieren Sie einen surjektiven Gruppenhomomorphismus f: S5 — Z/27Z.



