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Einstiegsaufgabe A. (nicht abzugeben) Berechnen Sie alle möglichen Produkte A · B
mit A, B aus den folgenden Matrizen:

(
7 1

−3 0

) (
4 −1 −1

−2 0 5

) 6 −2
1 −4
2 5


1 2 −1

0 1 −1
4 −3 1



Einstiegsaufgabe B. (nicht abzugeben) Sei D : Poly≤2(R,R) → Poly≤1(R,R) die lineare
Abbildung f 7→ f ′ (siehe Aufgabe 4 vom Übungsblatt 8). Bestimmen Sie die Darstellungs-
matrix [D]BC ∈ M2×3(R) für die folgenden Basen B und C, wobei fi(x) = xi:

(a) B = (f0, f1, f2) und C = (f0, f1)

(b) B = (f1, f2, f0) und C = (f0, 2f1)

Aufgabe 1. (2 Punkte) Man betrachte die folgenden Linearformen auf R3:

µ : R3 → R,

x1
x2
x3

 7→ x1 + 2x2,

ν : R3 → R,

x1
x2
x3

 7→ x1 + x2 + x3,

ξ : R3 → R,

x1
x2
x3

 7→ 3x1 + x2 + 2x3.

Bestimmen Sie, ob (µ, ν, ξ) eine Basis von (R3)∗ ist.

Aufgabe 2. (2 Punkte) Sei n ∈ N \ {0}. Die zu einer Permutation σ ∈ Sn zugehörige
Permutationsmatrix über K ist die n × n-Matrix

Pσ = (δiσ(j))i,j.

Zeigen Sie, dass Pσ invertierbar ist und dass die Abbildung

Sn → GLn(K), σ 7→ Pσ,

ein Gruppenhomomorphismus ist.
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Aufgabe 3. (2+2+2+2 Punkte) Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begründen
Sie Ihre Antwort durch einen Beweis oder ein geeignetes Gegenbeispiel.

(a) Es gibt keine R-lineare Abbildung f : R2 → R2 mit f ̸= idR2 , f ◦ f ̸= idR2 , und
f ◦ f ◦ f = idR2 .

(b) Ist f : R2 → R2 R-linear und ist f ◦ f = 0, so ist f gleich der Nullabbildung.

(c) Ist f : R2 → R3 eine injektive R-lineare Abbildung, so existiert eine R-lineare Ab-
bildung g : R3 → R2 mit g ◦ f = idR2 .

(d) Zu jeder R-linearen Abbildung f : R2 → R2 gibt es eine R-lineare Abbildung
g : R2 → R2 mit g ◦ g = f .

Aufgabe 4. (2+2 Punkte) Die Spur einer quadratischen Matrix A = (aij)i,j ∈ Mn(K)
ist

tr(A) :=
n∑

i=1
aii ∈ K.

(a) (Spureigenschaft) Seien m, n ∈ N, A ∈ Mm×n(K) und B ∈ Mn×m(K). Zeigen Sie,
dass

tr(A · B) = tr(B · A).

(b) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über K und f : V → V ein Endomor-
phismus. Man definiert die Spur von f durch

tr(f) := tr([f ]BB),

wobei B eine Basis von V ist. Zeigen Sie, dass tr(f) wohldefiniert ist, d.h., dass
tr([f ]BB) nicht von der Wahl der Basis B abhängt.

Bemerkung. Die Spureigenschaft impliziert, dass für alle Matrizen A1, . . . , Ak ∈ Mn(K)
gilt tr(A1 · . . . · Ak) = tr(Ak · A1 · . . . · Ak−1). Im Gegensatz zu der Determinante (die
später in der Vorlesung definiert wird) ist es aber nicht der Fall, dass tr(A1 · . . . · Ak) =
tr(Aσ(1) · . . . · Aσ(k)) für alle σ ∈ Sk.
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