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Einfiihrung

Diese Vorlesung hat zwei allgemeine Ziele:

Das erste Ziel ist natiirlich die lineare Algebra kennezulernen. Die lineare Algebra
ist ein besonderer Bereich der Mathematik, indem sie in praktisch allen anderen ma-
thematischen Bereichen verwendet wird, von der Analysis bis zu der Geometrie. Das
steht zum Beispiel im Gegensatz zu der Analysis und der Geometrie, die nur fir
einen (wenn auch gofien) Teil der Mathematik relevant sind. Die lineare Algebra ist
auch unerlésslich in der theoretischen Physik: Die beiden grundlegendsten Theorien
der Physik, ndmlich die Allgemeine Relativitdtstheorie und die Quantenfeldtheorie,
benutzen mehrere fortgeschrittene Begriffe aus der linearen Algebra. Weiter hat die
lineare Algebra viele verschiedene Anwendungen in der heutigen Zeit, zum Beispiel fiir
numerische Simulationen, Suchalgorithmen, maschinelles Lernen, usw.

Das zweite Ziel, das sich auch mit der Vorlesung Analysis deckt, ist den Begriff des
mathematischen Beweises kennenzulernern. Insbesondere werden Sie durch die Praxis
lernen, was als mathematischer Beweis zédhlt, solche Beweise zu verstehen und selbst
zu schreiben, sowie ,einfache“ Beweise selbst herauszufinden.

Obwohl wir die Mathematik auf Deutsch besprechen, ist die mathematische Sprache ganz
besonders, und man muss sich daran gewéhnen. Der wichtigste Unterschied zwischen der na-
tiirlichen Sprache und der mathematischen Sprache ist, dass in der mathematischen Sprache
keine Mehrdeutigkeiten erlaubt sind: Jede Aussage muss eine ganz eindeutige Bedeutung
haben, unabhéngig von irgendeiner Auslegung.

Mathematische Texte wie dieses Skript bestehend aus folgenden Bausteinen:

Definitionen fithren neue Begriffe ein. Definitionen sind besonders wichtig in der
Mathematik, denn sie notwendig sind, um den Rest des Textes iiberhaupt zu verstehen.
Deswegen sollen Sie unbedingt alle Definitionen auswendig lernen.

Es gibt verschiedene Arten von Aussagen:

Satze sind Aussagen, die besonders wichtig oder schwierig sind.
— Propositionen sind Aussagen, die nicht besonders schwierig sind.
— Lemmata sind Hilfssitze, die in Beweisen weiterer Sitze verwendet werden.

— Korollare sind Folgerungen vorheriger Sétze.
Jede solche Aussage soll bewiesen werden, durch einen Beweis.

Es gibt noch Beispiele und Bemerkungen, die auch wichtig sind.

In diesem Skript gibt es einige Sétze, die nicht bewiesen werden. Diesen Sdtzen ist ein Stern
vorangestellt: *Satz. Es gibt auch ein paar Sitze, die bewiesen werden, aber deren Beweise
besonders kompliziert sind. Diesen Beweisen ist dann ein Stern vorangestellt: *Beweis.
Solche Beweise miissen Sie nicht unbedingt lesen, aber Sie kénnen es als Herausforderung
nehmen, sie zu verstehen.



Uberblick iiber die Vorlesung

In den Vorlesungen Lineare Algebra I und II werden wir folgende Themen studieren:

Mengentheoretische Grundlagen: Mengen, Abbildungen und Relationen
Grundlegende algebraische Strukturen: Gruppen und Korper
Vektorraume

Lineare Abbildungen

Matrizen, Matrizenkalkiil und die Determinante

Lineare Gleichungssysteme

Eigenwerte und Eigenvektoren

Euklidische und unitére Vektorrdume

Ringe und Moduln

Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

Normalformen linearer Abbildungen



Kapitel 1

Mengentheoretische Grundlagen

1.1 Logische Grundlagen

Eine vereinfachte Sichtweise der Mathematik ist, dass sie sich mit der Bestimmung der
Wahrheit bzw. Falschheit von objektiven Aussagen beschéftigt. Beispiele von objektiven
Aussagen sind ,1 + 1 = 3%, | drei Punkte im Raum liegen gemeinsam auf mindestens einer
Ebene“ und ,,jede gerade Zahl grofler als 2 ist die Summe zweier Primzahlen®. Natiirlich ist
die erste Aussage falsch und die zweite wahr; die Wahrheit der dritten Aussage ist derzeit
nicht bekannt.

Die mathematische Logik beschéftigt sich damit, grundlegende Begriffe wie ,, Aussage®
und ,Wahrheit“ prazis zu definieren. In dieser Vorlesung versuchen wir nicht zu erldautern,
was genau eine mathematische Aussage ist. Es gibt ,atomare Aussagen“, die nicht aus klei-
neren Aussagen aufgebaut werden, z.B. ;1 + 1 = 3% oder ,der Punkt P liegt auf der Ebene
E*. Aus atomaren Aussagen konnen wir weitere Aussagen auf verschiedene Weise aufbauen:

e Negation. Jede Aussage ¢ besitzt eine gegenteilige Aussage ,,nicht ¢*.

e Logische Verkniipfungen. Zu je zwei Aussagen ¢ und 1 kann man unter anderem
die folgenden Aussagen bilden: . und 9*, o oder ¥“, | ¢ impliziert ¥“ und ¢ ist
dquivalent zu ¥“

o Quantifizierung. Wenn eine Aussage o(z) von einer Variablen x abhingt, dann kann
man Uber diese Variable quantifizieren, um neue Aussagen zu erhalten: ,fir alle z
gilt p(z)* (Allaussage) und ,es existiert (mindestens) ein z, fiir das p(z) gilt* (Exis-
tenzaussage).

In der folgenden Tabelle werden diese logischen Bausteine zusammengefasst:

symbolische Bedeutung Name dquivalente
Aussage Aussagen
—p nicht ¢ Negation

wAY @ und ¢ Konjunktion =(—p V )
pVY o oder 1 Disjunktion —(—p A )
=1 o impliziert ¢, Implikation —p V

wenn ¢, dann 1,
aus ¢ folgt 1

peY  ist dquivalent zu v, Aquivalenz (p=V)N (W= )
 gilt genau dann, wenn

Va o(x) fir alle/jedes z gilt p(z) Allaussage -3z —p(z)
Jz p(x) es existiert/gibt ein  mit p(x) Existenzaussage —Vz -p(x)




Die Symbole V und 3 heiflen der Allquantor und der Ezistenzquantor. Man kann sich
die Quantoren V und 3 als unendliche Verallgemeinerungen der logischen Verkniipfungen A
und V vorstellen. Manchmal verwendet man auch die Notation 3!z mit der Bedeutung ,es
existiert genau ein z* Eigentlich ist 3z p(x) eine Abkiirzung der Aussage

3z p(z) AV2Vy((p(x) A p(y) = 2 =y).

Die Aussage VaVy((¢(z) A ¢(y)) = = = y) heiit Findeutigkeitsaussage fur x in ¢(z): Sie
bedeutet, dass héochstens ein x mit p(z) existiert.

Bemerkung 1.1.1. In mathematischen Texten (auler in der mathematischen Logik) schreibt
man die logischen Symbole —, A, V,V, 3 sehr selten: sie werden eher auf Deutsch ausgeschrie-

ben. Im weiteren Verlauf dieses Skriptes werden wir also diese Symbole nicht benutzen. Die

Symbole V und 3 sind trotzdem niitzlich, wenn man mit der Hand schreibt.

Bemerkung 1.1.2 (Reihenfolge der Quantoren). Viele mathematische Aussagen fangen mit
mehreren Quantoren an. Bei denen muss man beachten, dass die Reihenfolge verschiedener
Quantoren wichtig ist. Sei zum Beispiel ¢(z,y) die Aussage ,wenn z ein Punkt im Raum
ist, dann ist y eine Gerade im Raum, auf der z liegt“. Die Aussage

Vady p(z,y)
bedeutet, dass jeder Punkt im Raum auf mindestens einer Gerade liegt (was wahr ist), und
die Aussage

Ve (. y)
bedeutet, dass alle Punkte im Raum auf derselben Gerade liegen (was falsch ist). Fiir eine
beliebige Aussage p(z,y) gilt die Implikation

Iyva o(z,y) = Vady p(z,y),
aber nicht unbedingt die umgekehrte Implikation.

Wie kann man entscheiden, ob eine gegebene Aussage wahr oder falsch ist? Der Wahr-
heitswert der Aussagen —p, @ A, ¢ V1, ¢ = ¥ und ¢ < 1 kann man einfach bestimmen,
wenn die Wahrheitswerte von ¢ und 1 bekannt sind. Dazu verwendet man die folgenden
Wahrheitstabellen:

o Y| me eAY oVY o= oo
W W f w w w w
w f f f w f f
f w| w f w w f
f f w f f w w

Bemerkung 1.1.3. Bei den Wahrheitstabellen der Disjunktion V und der Implikation =
muss man folgendes beachten:

¢ Wenn beide ¢ und 1 wahr sind, dann ist ..o oder ¥“ auch wahr. In der Mathematik
ist ,oder“ nie exklusiv, d.h., es bedeutet nicht ,entweder ¢ oder 1*, sondern ..o oder
v oder beide“. Mit den obigen Symbolen kann das exklusive Oder als —(p < )
geschrieben werden.

e« Wenn ¢ falsch ist, dann ist ,, impliziert ¥“ immer wahr. In der Mathematik ist die
Implikation immer so verstanden. Anders gesagt: Aus etwas Falschem folgt alles.

Bemerkung 1.1.4. Die obige Liste von logischen Verkniipfungen ist nicht erschopfend. An-
dere Beispiele sind das exklusive Oder —(¢ < ) und die umgekehrte Implikation ¢ < .
Man kann jedoch zeigen, dass alle moglichen logischen Verkniipfungen (d.h., alle Wahrheits-
tabellen) als Kombinationen von — und V erhalten werden kénnen.



Definition 1.1.5 (Tautologie). Eine Aussage heit Tautologie, wenn sie aus Aussagen
©1,-..,0n und den logischen Verkniipfungen —, A, V, =, < aufgebaut ist, so dass sich un-
ter allen moglichen w/f-Belegungen der Aussagen ¢; der Wert w ergibt (gemé8 den obigen
Wahrheitstabellen).

Eine wichtige Eigenschaft des Begriffs der Tautologie ist seine Berechenbarkeit: Es ist
immer moglich, automatisch und in endlich vielen Schritten nachzupriifen, ob eine Aussage
eine Tautologie ist oder nicht.

Beispiel 1.1.6 (Wichtige Tautologien). Aussagen folgender Gestalt sind Tautologien:
(i) ¢V = (Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
(ii) ¢ © ——p (Gesetz der doppelten Negation)
(iii) —(¢ A —¢p) (Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch)
(iv) (¢ = ¥) e () = —p) (Gesetz der Kontraposition)
(v)
(vi)
(vii)

Als Beispiel iiberpriifen wir, dass das Gesetz der Kontraposition eine Tautologie ist:

» A —p) = ¢ (Ex falso quodlibet/,,aus Falschem [folgt] Beliebiges*)

= (Y A ) = ¢ (Reductio ad absurdum/Widerspruchsbeweis)

(
(
(
(

(p=vY) A= x)) = (¢ = x) (Syllogismus)

e Y| W =Y wW=op (p=) & (Y= )
wow f f w w w
w f f w f f w
f wi| w f w w w
f f w w w w w

Diese Tabelle zeigt, dass der Wahrheitswert von (iv) immer w ist, unabhéngig von den
Wahrheitswerten von ¢ und . Das ist genau die Definition einer Tautologie.

Der Begriff der Wahrheit erweist sich als ziemlich subtil, wenn wir auch quantifizierte
Aussagen betrachten wollen. Eigentlich sind wir in der Mathematik eher an dem konkreteren
Begriff der Beweisbarkeit interessiert. Um den prézis zu definieren, bendtigen wir Axiome
und Schlussregeln. Axiome sind ausgewéhlte Aussagen, die als ,wahr* angenommen werden,
und Schlussregeln schreiben vor, wie man Aussagen aus anderen Aussagen ableiten kann.
Ein Beweis ist dann eine endliche Folge von Aussagen, in der jede Aussage entweder ein
Axiom ist oder durch eine Schlussregel aus vorherigen Aussagen folgt. Eine Aussage ¢ heifit
beweisbar, wenn ein Beweis existiert, dessen letzte Aussage ¢ ist.

Wir beschreiben jetzt ein solches System von Axiomen und Schlussregeln, das fiir die gan-
ze Mathematik geeignet ist: Es ist die sogenannte Prdadikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit.
Dies dient nur der Veranschaulichung, und es ist gar nicht wichtig, sich diese Axiome und
Schlussregeln einzuprigen. Auf jeden Fall ist die folgende Beschreibung unvollstdndig, weil
wir unter anderem nicht erldutert haben, was die atomaren Aussagen sind und was die
,Variablen“ z,y, ... sind.

e Die aussagenlogischen Azxiome sind alle Tautologien.

o Die quantorlogischen Axiome sind:

~ Vop(z) = pla).
— Falls  in 1 nicht vorkommt, Vz(¢y = ¢(x)) = (¢ = Vz p(z)).



o Die Gleichheitsaziome sind:

— x = x (das Identitatsaxiom).
—z=y=(p(x) = py))
e Es gibt nur zwei Schlussregeln:

— Modus Ponens: Aus ¢ und ¢ = ¢ kann man 1 herleiten.
— Allquantoreinfihrung: Aus ¢(x) kann man Vz ¢(x) herleiten.

In diesem System wird die Existenzaussage 3x ¢(z) als Abkiirzung von —Vz - (x) definiert,
und sie erfordert keine weiteren Axiome.

Bemerkung 1.1.7. Die Schlussregel der Allquantoreinfithrung sieht vielleicht ein bisschen
merkwiirdig aus. Man soll sie wie folgt verstehen: Wenn man in diesem System eine Aussage
() mit einer freien Variablen x beweisen kann, bedeutet das, dass diese Aussage fiir ein
beliebiges x gilt. Die selbstindige unquantifizierte Aussage ¢(z) hat also dieselbe Bedeutung
wie die Allaussage Yz o(z).

Beispiel 1.1.8. Als Beispiel geben wir einen formalen Beweis der Aussage
VaVy(z £ 2 = x =vy),

wobei x # x eine Abkiirzung von —(x = z) ist:

l.a=x Identitatsaxiom)

2ox=cs=(r£r=>a=y)

(
(Tautologie)

. rFr=xr=y (Modus Ponens aus 1 und 2)
(
(

4 Vylx#x=z=1y)
5.VaVy(x £z = x =y)

Allquantoreinfithrung aus 3)

Allquantoreinfiihrung aus 4).
Beispiel 1.1.9. Ein bertihmter Syllogismus lautet:

Alle Menschen sind sterblich.
Sokrates ist ein Mensch.
Also ist Sokrates sterblich.

Sei u(x) die Aussage ,x ist ein Mensch® und sei o(x) die Aussage ,x ist sterblich®. In der
Pradikatenlogik erster Stufe sieht dieser Syllogismus wie folgt aus:

1. Ve(u(z) = o(x)) (1. Annahme)

2. p(Sokrates) (2. Annahme)

3. Va(u(r) = o(x)) = (u(Sokrates) = o(Sokrates))  (quantorlogisches Axiom)

4. p(Sokrates) = o(Sokrates) (

5. o(Sokrates) (

Modus Ponens aus 1 und 3)

Modus Ponens aus 2 und 4).
Beispiel 1.1.10. Fiir den Exiztenzquantor 3 gelten folgenden Aussagen:

+ p(a) = Jwp(z)

o Falls z in ¥ nicht vorkommt, Vz(p(z) = ¢) = 3z p(z) = )

Diese Aussagen folgen aus den entsprechenden quantorlogischen Axiomen. Hier ist zum
Beispiel ein Beweis der ersten Aussage:

1. Vo —p(z) = —¢p(a) (quantorlogisches Axiom)
2. (Vz—p(x) = —p(a)) = (ela) = Vo -p(z)) (Tautologie)
3. o(a) = —Vx —~p(x) (Modus Ponens aus 1 und 2).



1.1.1 Beispiele von Beweisen

Zum Aufwérmen besprechen wir ein paar Beweise von Elementarsitzen in der Algebra: dem
Satz von Euklid, dass unendlich viele Primzahlen existieren, und dem , Satz der Pythagore-
er“, dass /2 (die Linge der Diagonale in einem Einheitsquadrat) keine rationale Zahl ist.
Dazu werden wir einige Begriffe benutzen, die spéter in der Vorlesung préziser eingefiihrt
werden.

Die natirlichen Zahlen sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, und so weiter (siche Abschnitt
fiir eine mengentheoretische Definition). Sind m und n natiirliche Zahlen, so sagt man ,m
teilt n* oder ,,n ist durch m teilbar®, wenn eine natiirliche Zahl » mit n = m - r existiert.
Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl, die nicht gleich 1 ist und die nur durch 1 und sich
selbst teilbar ist. Die kleinste Primzahl ist 2, dann kommen 3, 5, 7, 11, usw. (Die natiirliche
Zahl 0 ist durch jede andere natiirliche Zahl teilbar, und damit keine Primzahl.)

Satz 1.1.11 (Euklid). Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Um diesen Satz zu beweisen brauchen wir das folgende Lemma:
Lemma 1.1.12. Sein > 2 eine natiirliche Zahl. Dann ezistiert eine Primzahl p, die n teilt.

Beweis. Wir verwenden das Prinzip der vollstdndigen Induktion (Korollar . Damit
diirfen wir annehmen, dass jede natiirliche Zahl m mit 2 < m < n durch eine Primzahl
teilbar ist (diese Aussage heifit die Induktionsvoraussetzung). Wenn n schon eine Primzahl
ist, konnen wir p = n nehmen (da n durch sich selbst teilbar ist). Wir nehmen jetzt an,
dass n keine Primzahl ist. Nach Definition von Primzahl existiert dann eine natiirliche Zahl
m # 1,n, die n teilt. Das heifit, es gilt n = m - mit einer natiirichen Zahl r. Da n # 0, m,
ist > 2 und damit ist m < n. Nach der Induktionsvoraussetzung existiert eine Primzahl p,
die m teilt. Da n durch m teilbar ist und m durch p teilbar ist, ist auch n durch p teilbar,
wie gewlnscht. O

Bemerkung 1.1.13. Lemma [[.1.12| hat die folgende logische Gestalt:

Vn(p(n) = 3p(v(p) A x(p; 1)),

wobei p(n), ¥(p) und x(p,n) sind die Aussagen ,n ist eine natiirliche Zahl und n > 2%, | p
ist eine Primzahl“ und ,p teilt n*.

Beweis vom Satz[[.1.11. Wir verwenden einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibt
nur endlich viele Primzahlen p1, ps, ..., pg. Sei

q=p1-pP2:... Pk

das Produkt aller Primzahlen und sei n = g + 1. Nach dem Lemma [1.1.12] existiert eine
Primzahl p, die n teilt. Es existiert also eine natiirliche Zahl m mit n = p - m. Da ¢ das
Produkt aller Primzahlen ist, ist ¢ durch p teilbar: Es existiert eine natiirliche Zahl r mit
q=p-r. Dann

l=n—g=p-m—-p-r=p-(m—r).

Insbesondere ist 1 durch p teilbar, und damit ist p = 1. Aber p # 1 nach Definition einer
Primzahl, was ein Widerspruch ist. O

Der Beweis vom Lemma [T[.T.12]liefert auch die folgende stérkere Aussage: Jede natiirliche
Zahl n > 2 ist ein Produkt von Primzahlen (das gilt auch fiir n = 1, wenn man 1 als das leere
Produkt betrachtet). Denn im Beweis sind beide m und r Produkte von Primzahlen nach
der Induktionsvoraussetzung, und deshalb ist auch n = m - r ein Produkt von Primzahlen.
Diese stiarkere Aussage ist die Existenzaussage im folgenden wichtigen Satz; die Eindeutig-
keitsaussage ist schwieriger und wird in der Vorlesung Lineare Algebra II besprochen:



*Satz 1.1.14 (Fundamentalsatz der Arithmetik). Jede natiirliche Zahl n > 1 Gt sich
eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen. Genauer existiert zu jeder Primzahlp genau
eine natirliche Zahl v,(n), so dass vy(n) # 0 nur fir endlich viele Primzahlen p und

n = H pvp (”)
p Primzahl
Die rechte Seite der obigen Gleichung ist eine Abkiirzung des Produkts

pll)pl (n) . p;’pz (n) . p;pg (n) N
wobei p1, pa2, ps, ... alle Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge sind. Das ist also ein Pro-
dukt unendlich vieler Zahlen (nach dem Satz von Euklid), aber es ist trotzdem sinnvoll, da
nur endlich viele dieser Zahlen nicht gleich 1 sind. Zum Beispiel:

10=2-5,
56 =23 .7,
60 =2%-3.5.

Die im obigen Sinne eindeutige Darstellung von n als Produkt von Primzahlen heifit die
Primfaktorzerlegung von n. Der Exponent v, (n) ist die Vielfachheit der Primzahl p in n.

Wir wenden uns nun dem Thema der Irrationalitit von v/2 zu. Die rationalen Zahlen
sind reellen Zahlen, die als Bruch a/b zweier ganzen Zahlen a, b mit b # 0 dargestellt werden
kénnen. In einer solchen Bruchdarstellung kann man immer annehmen, dass a und b teiler-
fremd sind, d.h., dass 1 die einzige natiirliche Zahl ist, die beide a und b teilt (sonst kann
man a und b durch einen gemeinsamen Teiler dividieren, ohne die Zahl a/b zu verédndern).

In den reellen Zahlen besitzt jede Zahl r > 0 eine Quadratwurzel /r, die die einzige > 0
reelle Zahl ist, deren Quadrat gleich r ist. Der folgende Satz bedeutet, dass die reelle Zahl
v/2 keine rationale Zahl ist.

Satz 1.1.15. Es gibt keine rationale Zahl x mit 2% = 2.

Um diesen Satz zu beweisen brauchen wir wieder ein Lemma. Eine natiirliche Zahl heif3t
bekanntlich gerade, wenn sie durch 2 teilbar ist.

Lemma 1.1.16. Eine natiirliche Zahle n ist genau dann gerade, wenn ihr Quadrat n® gerade
1st.

Beweis. Das ist eine Aussage der Gestalt ¢ < 1. Um sie zu beweisen, brauchen wir beide
Implikationen ¢ = 1 und ¢ < ¥ zu beweisen.
Zu =. Sei n gerade. Das heif3t, es existiert eine natiirliche Zahl m, so dass n = 2m. Man
berechnet:
n? = (2m)? = 22m? = 2(2m?).

Also ist n? auch gerade.

Zu <. Wir verwenden das Gesetz der Kontraposition: Um eine Aussage der Form ¢ = 9
zu beweisen, geniigt es die Kontraposition =9 = —¢ zu beweisen. Es geniigt also zu zeigen,
dass n? ungerade ist, wenn n ungerade ist. Die Zahl n — 1 ist dann gerade, und hat somit
die Form 2m. Es gilt dann n = 2m + 1 und man berechnet:

n*=2m+1)?=2m+1)(2m+1) =2m(2m + 1) + 1(2m + 1)
=4m? +2m +2m+1=4m? +4m+ 1 =22m* + 2m) + 1.

Da 2(2m? + 2m) gerade ist, ist n? ungerade. O

10



Beweis vom Satz[L 115 (Widerspruchsbeweis.) Angenommen, es existiert eine rationale
Zahl z mit 22 = 2. Nach Definition der rationalen Zahlen 148t sich 2 als Bruch 4-a/b mit
natiirlichen Zahlen a, b darstellen, wobei a und b teilerfremd sind. Es gilt dann (a/b)? = 2,
also a?> = 2b%. Insbesondere sind a? und daher a gerade, nach Lemma Es gilt also
a = 2n mit einer natiirlichen Zahl n. Dann ist 262 = 4n2, also b*> = 2n2, und damit ist
b? gerade. Nach Lemma ist auch b gerade. Dass a und b beide gerade sind, steht im
Widerspruch zur Annahme, dass a und b teilerfremd sind. O

1.2 Mengen

Ohne Axiome kann man nichts beweisen. Ebenfalls kann mann nichts aus nichts definieren.
Deswegen werden grundlegende mathematische Objekte nicht direkt definiert; stattdessen
muss man grundlegende mathematische Objekte indirekt durch ein Axiomsystem definieren.
Die Axiome sagen uns nicht, was genau diese Objekte sind, sondern wie man mit diesen
Objekten umgehen kann.

Es hat sich herausgestellt, dass Mengen gute primitive Objekte sind, auf denen fast alle
die Mathematik beruhen kann. Der moderne mathematische Begriff von ,,Menge“ wurde
von Georg Cantor am Ende des 19. Jahrhunderts eingefiihrt. Sein 1895 Artikel Beitrige zur
Begrindung der transfiniten Mengenlehre beginnt mit folgendem Absatz:

Unter einer ,Menge* verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche Elemente von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Wir werden mit so einem Begriff von ,Menge*“ arbeiten. Zum Beispiel, wenn man eine
bestimmte Liste a, b, ¢, ... von Objekten betrachtet, darf man diese Objekte in einer Menge
zusammenfassen. Diese Menge wird dann mit

{a,b,c,...}

bezeichnet. Wenn ¢(x) eine logische Aussage ist, darf man auch nach Cantors obiger Defini-
tion die Menge aller Objekte x betrachten, fiir die die Aussage ¢(x) gilt. Diese Menge wird
mit

{z]p(@)} oder {z:p(z)}

bezeichnet.

Notation 1.2.1. Die Aussage ,m ist ein Element von M“ wird mit der Notation m € M
abgekiirzt. Man sagt auch ,m liegt in M*“ oder ,M enthélt m*“ Man schreibt m ¢ M fiir
die gegenteilige Aussage, d.h., falls m kein Element von M ist.

Leider ist Cantors Definition einer Menge keine prézise mathematische Definition, und
sie fithrt sehr schnell zu einem beriihmten logischen Paradoxon:

Paradoxon 1.2.2 (Die Russelsche Antinomie). Wir betrachten die Menge
R :={z |z ist eine Menge und z ¢ z}.

In Worten ist R die Menge aller Mengen, die kein Element von sich selbst sind. Nach Defi-
nition von R gilt also
TER — xé¢zx

fiir alle Mengen z. Frage: Stimmt R € R oder nicht? Wenn wir  durch R in der obigen
Aquivalenz ersetzen, erhalten wir

ReR < R¢R.

Das ist eine Aussage der Gestalt ¢ < -y, also ein Widerspruch!
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Die Russelsche Antinomie zeigt folgendes: Um einen widerspruchfreien Begriff von Menge
zu erhalten, darf {z |z ¢ x} nicht eine Menge sein. Eine natiirliche Frage ist dann: Fiir welche
logischen Aussagen o(z) darf man die Menge {z | ¢(x)} bilden? Diese Frage ist schwierig,
aber sie kann durch die aziomatische Mengenlehre ausfithrlich beantwortet werden.

In der Praxis der Mathematik ist es gar nicht wichtig, die genauen Axiome der Mengen-
lehre zu kennen; ein gutes intuitives Verstdndnis von Mengen und Mengenoperationen ist
hinreichend. In diesem Abschnitt erkldren wir einige Konstruktionen mit Mengen, die durch
die axiomatische Mengenlehre begriindet werden kénnen, und die fiir den gréfiten Teil der
Mathematik ausreichen. Das unterliegende System von Axiomen, das wir implizit benutzen
werden, heiit die Zermelo—Fraenkel-Mengenlehre mit Auswahlaziom oder ZFC (das C steht
fiir ,Choice“, das englische Wort fiir Auswahl).

Definition 1.2.3 (Gleichheit von Mengen). Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich,
in Zeichen X =Y, wenn sie dieselben Elemente enthalten.

Zum Beispiel, {0,0,1} = {0,1} = {1,0}.

Definition 1.2.4 (Die leere Menge). Die leere Menge, @ oder {}, ist die Menge, die keine
Elemente enthalt.

Die letzten zwei Definitionen entsprechen Axiomen der Mengenlehre, ndmlich das Fz-
tensionalititsaziom und das Leermengenaziom. Nach Definition [[.23] ist die leere Menge
eindeutig, d.h.: Enthalten A und B keine Elemente, so gilt A = B. Deswegen darf man
wirklich ,,die leere Menge“ sagen.

Definition 1.2.5 (Teilmenge). Seien A, B Mengen. Die Menge A heifit Teilmenge von B,
in Zeichen A C B, falls jedes Element von A ein Element von B ist. Man sagt auch ,, A ist
in B enthalten®.

Bemerkung 1.2.6. Manche Quellen verwenden die Notation A C B, wenn A eine Teil-
menge von B ist, und schreiben A C B, nur wenn A # B. In diesem Skript werden wir C
nicht verwenden.

Wie die Russelsche Antinomie zeigt, nicht alle logischen Aussagen (z) bilden giiltige
Mengen {z | ¢(x)}. Aber wenn man die Objekte x nur innerhalb einer bestimmten Menge
A nehmen, dann gibt es keine Probleme, und man darf folgende Teilmenge von A immer
betrachten{l]

{z|z € Aund ¢(x)}.

Diese Menge wird auch mit
{reAlp)}

bezeichnet.
Definition 1.2.7 (Vereinigung, Durchschnitt, Komplement). Seien A, B Mengen.
e Die Vereinigung von A und B ist die Menge

AUB :={z|z € A oder z € B}.

e Der Durchschnitt oder die Schnittmenge von A und B ist die Menge
ANB:={z|z € Aund z € B}.
Die Mengen A und B sind disjunkt, falls AN B = @.
e Das Komplement von B in A, oder die Differenz von A und B, ist die Menge
A\ B :={z|z € Aund x ¢ B}.

1Das folgt aus dem Aussonderungsaziom der Mengenlehre.
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Bemerkung 1.2.8. In der obigen Definition haben wir das Symbol := geschrieben. Der
Doppelpunkt betont, dass die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird.

Proposition 1.2.9. Seien A, B,C' Mengen.
(i) A= B genau dann, wenn A C B und B C A.
(if) Ist AC B und BC C, soist AC C.

(iii) Die Operationen U und N sind kommutativ, d.h.,

AUB=BUA, ANB=DBnNA.

(iv) Die Operationen U und N sind assoziativ, d.h.,

AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(AnB)nC.

(v) Es gilt die de Morganschen Gesetze

AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

(vi) Es gilt

Beweis. Alle Aussagen folgen unmittelbar aus den Definitionen. Wir beweisen das erste de
Morgansche Gesetz
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

als Beispiel. Nach (i) braucht man zu zeigen, dass beide Inklusionen C und D gelten.

Zu C. Seix € AU(BNC). Das heifit, x € A oder x € BN C. Falls x € A, dann
x € AU D fir irgendeine Menge D; insbesondere gilt + € AUB und z € AU C, d.h,,
xe€(AUB)N(AUCQ). Falls x € BNC, dann x € B und daher z € AU B, und auch x € C
und daher z € AUC, also x € (AUB)N(AUC).

ZuD.Seix € (AUB)N(AUC). Das heifit, r € AUBund z € AUC. Ist x € A, so
folgt x € AU(BNC). Sonst muss es sein, dass ¢ € Bund z € C, d.h., x € BNC. In diesem
Fall gilt dann auch x € AU (BNC). O

Bemerkung 1.2.10. Die erste Aussage in Proposition [1.2.9]ist trivial aber ganz wichtig in
der Praxis: Um zu beweisen, dass zwei Mengen A und B gleich sind, muss man eigentlich
zwei verschiedene Aussagen beweisen: dass jedes Element von A in B liegt, und umgekehrt
dass jedes Element von B in A liegt.

Definition 1.2.11 (Potenzmenge). Sei X eine Menge. Die Potenzmenge von X, P(X), ist
die Menge aller Teilmengen von X:

PX):={A|AC X).

Die Existenz der Potenzmenge irgendeiner Menge ist wieder ein Axiom der Mengenlehre,
das Potenzmengenaxiom.

Bemerkung 1.2.12. Die leere Menge ist eine Teilmenge jeder Menge, weil jedes Element der
leeren Menge ein Element aller anderen Mengen ist. Also fir alle Mengen X gilt @ € P(X).
Fiir alle Mengen X gilt auch X € P(X), da X C X.
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Seien a und b mathematische Objekte. Das Paar (a,b) ist ein neues Objekt mit folgender
Eigenschaft: Zwei Paare (a,b) und (a’,d’) sind genau dann gleich, wenn a = @’ und b =
b'. In der Mengenlehre kann man das Paar (a,b) als die Menge {{a}, {a,b}} definieren.
Allgemeiner, aus n Objekten ay, ..., a, kann mann das n-Tupel (a1, ...,a,) bilden

Bemerkung 1.2.13. Das Paar (a,b) ist nicht mit der Menge {a, b} zu verwechseln. Zum
Beispiel, es gilt immer {a,b} = {b, a}, aber (a,b) = (b, a) gilt nur, wenn a = b. Das heift, in
einem Paar (a, b) ist die Reihenfolge von a und b relevant. Eine dhnliche Bemerkung gilt fiir
n-Tupel.

Definition 1.2.14 (Produkt, Summe). Seien A, B Mengen. Das (kartesische) Produkt von
A und B ist die Menge aller Paare (a,b) mit a € A und b € B:

Ax B:={(a,b)|a € Aund b € B}.
Die Summe oder disjunkte Vereinigung von A und B ist die Menge
AUB:= ({1} x A)U ({2} x B).

In der folgenden Tabelle sind die bisher eingefiihrten Notationen zusammengefasst:

Notation Bedeutung

ac A a ist ein Element von A, a liegt in A
ACB A ist eine Teilmenge von B

{r e A|p(x)} die Menge aller x € A, fiir die p(z) gilt
15 die leere Menge

AUB die Vereinigung von A und B

ANB der Durchschnitt von A und B

A\ B das Komplement von B in A

AXx B das Produkt von A und B

AUB die Summe von A und B

P(A) die Potenzmenge von A

Definitionen [I.2.7] und [[.2.14 konnen auf mehr als zwei Mengen verallgemeinert werden.
Zum Beispiel ist das n-fache Produkt

Ay x Ay x ---x A,

die Menge aller n-Tupel (a1, as,...,a,) mit a; € A; fir jedes i € {1,...,n}. Um diese
Konstruktionen auf sogar unendlich viele Mengen zu verallgemeinern, brauchen wir den
Begriff der Mengenfamilie. Eine Mengenfamilie (A;);c; mit Indexmenge I ordnet jedem
Element ¢ € I eine Menge A; zu. Dieses ,Zuordnen® kann praziser als eine Abbildung
i — A; mit Definitionsbereich I definiert werden (siche Abschnitt [L.3)).

Definition 1.2.15 (Vereinigung, Durchschnitt, Summe und Produkt von Familien). Sei I
eine Menge und (A;);cs eine Mengenfamilie mit Indexmenge 1.

o Die Vereinigung der Familie (A;);cr ist die Menge

U A; = {x | es existiert ¢ € I mit x € A;}.
iel

o Falls I # @, ist der Durchschnitt oder die Schnittmenge der Familie (A;);cr die Menge

ﬂ A; = {z|fur alle; € I gilt x € A4;}.
icl

2Man kann zum Beispiel dieses n-Tupel als iteriertes Paar (a1, (a2, (...,an)...)) definieren.
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o Die Summe oder disjunkte Vereinigung der Familie (A;);c; ist die Menge

HAi ={@,z) |t €T und z € A;}.

i€l
e Das Produkt der Familie (A;);cs ist die Menge

HAi = {(ai)ief | fur allei € gilt a; € A,L}
icl

Die Definition der Vereinigung einer Familie wird durch das Vereinigungsaziom der Men-
genlehre begriindet. Die anderen Konstruktionen in der obigen Definition kénnen wie folgt
begriindet werden: (,.; A; ist eine Teilmenge von irgendeinem A;, [[;.; A; ist gleich der
Vereinigung J;<; ({i} x 4;), und [[;.; A; kann priziser als Teilmenge von P (I x J;c; 4;)
definiert werden.

Bemerkung 1.2.16. In der Definition von [, ; A; ist es notwendig, I # @ vorauszusetzen.
Sonst wiirde der Durchschnitt (., A; die ,universelle Menge® sein, d.h., die Menge aller
Objekte. Aber die universelle Menge existiert nicht, sonst wiirde die Russelsche Menge als
Teilmenge davon auch existieren, and das ist bekanntlich nicht moglich.

Wenn man nur Familien von Teilmengen einer festen Menge X betrachtet (was fast
immer der Fall ist), ist es sinnvoll ihre Vereinigungen und Durchschnitte als {x € X | ...}
zu definieren. Mit dieser Verdnderung ist der Durchschnitt der Familie mit Indexmenge @
gleich X.

1.2.1 Die natiirlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen sind die Zahlen 0, 1, 2, 3, usw. Die Menge aller natiirlichen Zahlen
wird mit N bezeichnet:
N:={0,1,2,3,... }.

Die genaue Beschaffenheit der natiirlichen Zahlen ist nicht wichtig, und es gibt mehrere
mogliche mengentheoretische Definitionen. Eine Standarddefinition ist:

0:=wo, 1:={0}, 2:={0,1}, 3:={0,1,2}, usw.

Mit dieser Definition ist die gewdhnliche Ordnungsrelation < zwischen natiirlichen Zahlen
einfach die Teilmengenrelation C.

Ubrigens wiirde die obige Definition von N in der formalen Mengenlehre nicht sinnvoll
sein (was bedeutet denn ,,...“?). Dass eine solche Menge N trotzdem existiert folgt aus der
Unendlichkeitsaxiom der Mengenlehre.

Bemerkung 1.2.17 (Ist 0 eine natiirliche Zahl?). In manche Quellen werden die natiirlichen
Zahlen als N = {1,2,3,...} definiert, d.h., die Null wird nicht als natiirliche Zahl betrachtet.
Dann wird N U {0} mit Ny bezeichnet. Diese alternative Konvention ist populdr in der
Analysis, weil die Folge (1/n),en oft verwendet wird, in der 0 kein Element von N sein darf.
In der Algebra benutzt man eher unsere Konvention, so dass z.B. (N, +) ein Monoid ist

(siehe Bemerkung [2.1.13)).

Bemerkung 1.2.18 (ganze, rationale, reelle, komplexe Zahlen). Es gibt bekanntlich meh-
rere Erweiterungen der natiirlichen Zahlen N:

e die ganzen Zahlen Z;
o die rationalen Zahlen Q;

e die reellen Zahlen R;
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¢ die komplexen Zahlen C.
Im Kapitel Q] werden wir erkléren, wie die Mengen Z, Q, R und C konstruiert werden kénnen.

Folgender Satz ist eine fundamentale Eigenschaft der natiirlichen Zahlen. Wir nehmen
diesen Satz ohne Beweis an, da ein Beweis eine detaillierte Beschreibung der unterliegenden
Axiome erfordern wiirde.

*Satz 1.2.19 (Wohlordnungsprinzip). Jede nichtleere Teilmenge A C N besitzt ein kleinstes
Element, d.h., ein Element a € A, so dass a <b fir alle b € A.

Korollar 1.2.20 (Induktionsprinzip). Sei A C N eine Teilmenge mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(i) (Induktionsanfang) 0 € A.

(ii) (Induktionsschritt) Fir alle n € N gilt:

nceA —= n+1eA.

Dann ist A =N.

Beweis. (Widerspruchsbeweis.) Angenommen, A # N. Dann ist das Komplement B := N\ A
nicht leer. Nach dem Wohlordnungsprinzip (Satz hat B ein kleinstes Element b € B.
Da 0 € A nach (i) ist b # 0. Also existiert n € N mit b = n + 1. Da b das kleinste Element
von B ist, ist n ¢ B, d.h., n € A. Nach (ii) ist dann b =n+1 € A. Also liegt bin ANB =g,
im Widerspruch zur Definition von @. O

Das Induktionsprinzip wird héufig verwendet, um eine gegebene Aussage p(n) fir alle
natiirlichen Zahlen n € N zu beweisen. Dazu wenden wir das Induktionsprinzip auf die
folgende Menge an:

A={neN|pn)}.

Es geniigt also zu zeigen, dass ¢(0) gilt, und dass fiur alle n € N die Implikation p(n) =
p(n + 1) gilt. Dieses Beweisverfahren heifit Beweis durch Induktion. Wahrend die Impli-
kation ¢(n) = ¢(n + 1) im Induktionsschritt bewiesen wird, heifit die Aussage ¢(n) die
Induktionsvoraussetzung.

Beispiel 1.2.21. Als Beispiel zum Induktionsprinzip beweisen wir folgende Aussage: Fiir

alle n € N ist die Summe aller natiirlichen Zahlen < n gleich w In Zeichen:
n
1
k= "("TJ’) (1.2.22)
k=0

Hierzu betrachten wir die Menge

A={neNJ|(l.2.22)) gilt} C N.
o Induktionsanfang. Es gilt 0 € A, da 2220 k=0= w.

o Induktionsschritt. Sei n € A. Dann

’ilk: ( . k>+(n+1)n(n2+l)+(n+1) nn+1)+2n+1) _ (n+Dn+2)
k=0 k=0

2 2

Dabei haben wir die Induktionsvoraussetzung in der zweiten Gleichung verwendet.
Diese Berechnung zeigt, dass n + 1 € A.
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Nach dem Induktionsprinzip gilt dann A = N. Das heif3t, (1.2.22)) gilt fiir alle n € N, wie
behauptet.

Folgendes Korollar ist eine stirkere Variante des Induktionsprinzips: Um zu beweisen,
dass eine Aussage ¢(n) fur alle n € N gilt, darf man voraussetzen, dass p(m) fir alle m < n
gilt.

Korollar 1.2.23 (Prinzip der vollstandigen Induktion). Sei A C N eine Teilmenge, so dass
folgendes gilt fiir alle n € N:

{meN|m<n}CA = neA

Dann ist A = N.

Beweis. SeiN.,, := {m € N|m < n}. Wir wenden das Induktionsprinzip1.2.20|mit folgender
Menge an:
A":={neN|N,, C A} CN.

o Induktionsanfang. Es gilt 0 € A’, da N.g = @ C A.

o Induktionsschritt. Es sei n € A’, d.h., N.,, C A. Dann folgt aus der Voraussetzung,
dassn € A. Also Nepy1 =N, U{n} C A, dh,n+1e A"

Aus dem Induktionsprinzip folgt, dass A’ = N. Insbesondere, fiir jedes n € N, liegt n + 1 in
A’ dh., N,y C A, und daher n € A. O

Der Beweis vom Lemma [1.1.12] war eine Anwendung des Prinzips der vollstdndigen In-
duktion.

1.3 Abbildungen

Seien X, Y Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y soll etwas sein, das jedem Element x von
X ein Element f(x) von Y zuordnet. Folgende Definition ist der prizise mengentheoretische
Ausdruck dieser Idee:

Definition 1.3.1 (Abbildung, Wert, Urbild, Definitionsmenge, Zielmenge, Graph). Eine
Abbildung ist ein Tripel f = (X,Y,T"), wobei X und Y Mengen sind und I' C X X Y eine
Teilmenge ihres kartesischen Produkts ist, mit folgender Eigenschaft:

Zu jedem z € X gibt es genau ein y € Y mit (x,y) € .

Man sagt ,,f ist eine Abbildung von X nach Y. Das einzige Element y € Y mit (z,y) € T
heifit der Wert von f in x und wird mit f(z) bezeichnet. Man sagt auch, dass x ein Urbild
von y unter f ist.

Die Menge X heifit Definitionsmenge oder Definitionsbereich von f.

Die Menge Y heifit Zielmenge oder Zielbereich von f.

Die Menge I' heifit Graph von f und wird auch mit I's bezeichnet.

Notation 1.3.2. Die Notation f: X — Y bedeutet, dass f eine Abbildung von X nach Y
ist. In diesem Zusammenhang, die Notation x  y bedeutet, dass y der Wert von f in x ist,
d.h., y = f(x). Man sagt auch ,f bildet x auf y ab®

Notation 1.3.3. Wir bezeichnen die Menge aller Abbildungen von X nach ¥ mit Abb(X,Y)
oder YX. Sie ist eine Teilmenge von {X} x {Y} x P(X x Y).

Bemerkung 1.3.4. Abbildungen heiflen auch Funktionen, aber das Wort ,,Funktion“ wird
oft fiir Abbildungen nach R oder C vorbehalten.
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Beispiel 1.3.5. Abbildungen kénnen auf verschiedene Weise definiert werden.

(i) Wenn die Definitionsmenge endlich ist, kann man einfach alle Werte ausdriicklich ge-
ben. Zum Beispiel, folgende Liste definiert eine Abbildung f von {0,1,2} nach N:

f:{0,1,2} = N,
0+ 5,
11,
2 5.

(ii) Man kann auch eine Abbildung durch eine ,,Formel“ definieren. Zum Beispiel:

f:R—=R,
z 222 + 1.

(iii) Man kann Abbildungen durch Fallunterscheidung definieren. Zum Beispiel:
fR—=R,
222 +1, falls z >0,
T
x4+ 1, falls z < 0.

Hier ist es wichtig, dass die beide Félle ,x > 0 und ,,x < 0 miteinander ausschliellich
sind und den ganzen Definitionsbereich tiberdecken.

(iv) Ein weiteres Beispiel ist:

f:P(N)\ {2} =N,
A 5 das kleinste Element von A.

Diese Definition ist sinnvoll, da jede nichtleere Teilmenge von N ein kleinstes Element
enthélt (nach dem Wohlordnungsprinzip [1.2.19)), und dieses Element eindeutig ist.

(v) Die folgende Variante von (iv) ist keine wohldefinierte Abbildung, weil die leere Teil-
menge kein kleinstes Element besitzt:
f:P(N) = N,
A+ das kleinste Element von A.
Auch folgende Variante ist nicht sinnvoll, da die meisten Teilmengen von N mehr als
ein Element enthalten:
[ PMN)\ {2} =N,
A+ ein Element von A.

Beispiel 1.3.6. Algebraische Operationen zwischen Zahlen, wie +, — oder -, kénnen mithilfe
des kartesischen Produkts als Abbildungen aufgefasst werden. Zum Beispiel, die Addition
und Multiplikation von natiirlichen Zahlen sind Abbildungen

+:NxN-=N, (n,m)—n+m,
< NxN—=N, (n,m)—n-m.
Bemerkung 1.3.7. Zu jeder Menge X gibt es genau eine Abbildung von @ nach X. Denn
das kartesische Product @ x X = @ hat genau eine Teilmenge, ndmlich @&, und das Tripel

(2, X, @) ist eine Abbildung, weil eine Aussage der Gestalt ,fiir alle x € @ ... “ immer wahr
ist. Auf der anderen Seite gibt es eine Abbildung von X nach @, nur wenn X leer ist.
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Bemerkung 1.3.8 (Gleichheit von Abbildungen). Zwei Abbildungen f und ¢ sind genau
dann gleich, wenn sie dieselbe Definitionsmenge und dieselbe Zielmenge haben, und aufler-
dem gilt f(x) = g(x) fir alle z aus der gemeinsamen Definitionsmenge.

Definition 1.3.9 (Bild, Urbild). Sei f: X — Y eine Abbildung von X nach Y.

e Sei A C X eine Teilmenge. Das Bild von A unter f ist die Menge

fA):={f(z) |z A} CY.
Das Bild von X selbst, f(X), heiit die Bildmenge oder das Bild von f.

e Sei B CY eine Teilmenge. Das Urbild von B unter f ist die Menge
fYB):={zxcX|f(x)eB}CX.

Bemerkung 1.3.10. Sei f: X — Y eine Abbildung. Die Notation f(z) hat jetzt zwei
verschiedene Bedeutungen: Wenn z ein Element von X ist, dann ist f(z) ein Element von
Y, ndmlich der Wert von f in z. Aber wenn z eine Teilmenge von X ist, dann ist f(z) eine
Teilmenge von Y, ndmlich das Bild von x unter f. Es kdnnte leider sein, dass x ein Element
sowie eine Teilmenge von X ist (z.B. X = {@} und z = @). In diesem Fall haben wir einen
Problem, da f(x) nicht wohldefiniert ist. Zum Gliick ist das kein ernstes Problem: in der
Praxis wird es immer klar sein, ob wir = als Element oder als Teilmenge von X auffassen. In
der Mathematik sind solche harmlosen Zweideutigkeiten ziemlich haufig, weil es viel mehr
mathematische Begriffe als verfiigbare Symbole/Namen gibt. Ein anderes Beispiel Das Wort
,Urbild“ hat schon zwei verschiedene Bedeutungen (Definitionen u 11.3.1 und [1.3.9 '

Proposition 1.3.11 (Eigenschaften des Bilds und des Urbilds). Sei f: X — Y eine Abbil-
dung.

(i) Fiir jede Teilmenge A C X gilt A C f=*(f(A)).
(ii) Fiir jede Teilmenge B CY gilt f(f~1(B)) C B.
(i) Fir jede Teilmengen A, A’ C X gelten:
fLAUA) = f(A) U f(A),
fLANAY) C f(A) N f(A),
FLANA) D f(A)\ fA).

(iv) Fir jede Teilmengen B, B’ CY gelten:

U BUB) = fH(B)U fH(B),
fHBNB)=f1B)nf (B,
fUBA\B) = f7H(B)\ fTY(B).

Beweis. Jede Aussage folgt unmittelbar aus den Definitionen. O

Definition 1.3.12 (Identitéit, Komposition).

e Sei X eine Menge. Die Identitit auf X ist die Abbildung

idx: X — X,

T = T.

Das heifit: idx = (X, X, Ax), wobei Ax = {(z,2) |z € X} die diagonale Teilmenge
ist.
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e Seien f: X — Y und ¢g: Y — Z Abbildungen. Die Komposition oder Verkettung von
f und g ist die Abbildung

gof: X — Z,
z = g(f(2)).
Die Notation g o f wird als ,,g nach f*“ gelesen.
Proposition 1.3.13 (Eigenschaften von Komposition).
(i) Sei f: X =Y eine Abbildung. Dann foidx = f und idy of = f.

(ii) (Assoziativitdt der Komposition) Seien f: X =Y, g:Y — Z und h: Z — W drei
Abbildungen. Dann gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Um zu beweisen, dass zwei Abbildungen mit derselben Definitions- und Zielmenge
gleich sind, ist zu zeigen, dass sie denselben Wert in jedem Element ihrer Definitionsmenge
nehmen (Bemerkung . Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen von id und o. Zum
Beispiel, fir jedes z € X gilt:

(foidx)(z) = f(idx(x)) (Definition von o)
= f(=) (Definition von idx). O

Definition 1.3.14 (Einschrankung). Sei f: X — Y eine Abbildung und A C X eine
Teilmenge. Die Finschrinkung von f auf A ist die wie folgt definierte Abbildung:

f|A: A—)Y,
x = f(x).

Das heifit: fla = (A, Y, TyN(AXY)).

Definition 1.3.15 (Inklusionsabbildung). Sei X eine Menge und A C X eine Teilmenge.
Die Abbildung

iA: A— X,
T,
heifit die Inklusionsabbildung oder Inklusion von A in X.
Bemerkung 1.3.16. Es gilt i4 =idx |4 und f|a = foia.

Definition 1.3.17 (kanonische Projektionen). Seien A, B Mengen. Die Abbildungen

m:AX B — A, mo: AX B — B,
(a,b) — a, (a,b) =0,

heiflen die kanonischen Projektionen aus A x B auf die Faktoren.
Allgemeiner, sei (A;);cr eine Mengenfamilie mit Indexmenge I und sei ¢ € I. Die e-te
kanonische Projektion ist die Abbildung

me: [ Ai = A,
icl

(ai)iel = Ge.
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Bemerkung 1.3.18. Das Wort ,kanonisch“ hat keine prézise Bedeutung in der Mathe-
matik, aber es ist trotzdem héufig verwendet. Es konnte viele verschiedene Abbildungen
A x B — A sein, aber ohne weitere Informationen gibt es nur eine, die ,besonders® ist,
namlich 7. Deswegen ist 7 die ,kanonische Abbildung* A x B — A. Ein anderes Bei-
spiel: Wenn A eine Teilmenge von X ist, dann wiirde die kanonische Abbildung A — X die
Inklusionsabbildung sein.

Definition 1.3.19 (injektiv, surjektiv, bijektiv). Sei f: X — Y eine Abbildung.
e f heifit injektiv, wenn jedes Element von Y hdéchstens ein Urbild unter f besitzt.
e f heifit surjektiv, wenn jedes Element von Y mindestens ein Urbild unter f besitzt.
o f heifit bijektiv, wenn jedes Element von Y genau ein Urbild unter f besitzt.

Nach Definition gilt also: bijektiv <= injektiv und surjektiv. Eine injektive/surjektive/
bijektive Abbildung wird auch als Injektion/Surjektion/Bijektion bezeichnet.

Beispiel 1.3.20.

(i) Die Abbildung f: {0,1,2} — N aus Beispiel [I.3.5(i) ist nicht injektiv, da sie denselben
Wert 5 in zwei verschiedenen Elementen nimmt (d.h., 5 hat zwei Urbilder unter f,
namlich 0 und 2). Sie ist nicht surjektiv, da 57 ¢ f({0,1,2}) (d.h., 57 hat kein Urbild
unter f).

(ii) Folgende Abbildung ist injektiv (und nicht surjektiv):
f:{0,1,2} = N,
05,

11,
2 0.

(iii) Die Abbildung f: R — R aus Beispiel ii) ist weder injektiv noch surjektiv. Die
aus Beispiel iii) ist bijektiv.
(iv) Die Abbildung f: P(N)\ {@} — N aus Beispiel [1.3.5(iv) ist surjektiv aber nicht injek-

tiv.
(v) Die Abbildung
7 — N,
2n, falls n > 0,
n
—(2n+1), fallsn <0,
ist bijektiv.
(vi) Die einzige Abbildung @ — X ist injektiv (es gibt nichts zu zeigen!). Sie ist genau
dann surjektiv, wenn X leer ist.

Beispiel 1.3.21. Seien A und B zwei Mengen. Es gibt eine kanonische Abbildung
AUB— AUB,
(1,a) = a,
(2,b) > b.
(Nach Definition [1.2.14]ist AU B eine Teilmenge von {1,2} x (AU B), und diese Abbildung

ist die Einschrankung der zweiten kanonischen Projektion ms.) Diese Abbildung ist immer
surjektiv. Sie ist genau dann injektiv (und damit bijektiv), wenn A und B disjunkt sind.
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Definition 1.3.22 (Umkehrabbildung). Sei f: X — Y eine Abbildung. Eine Abbildung
g: Y = X heifit Umkehrabbildung oder inverse Abbildung von f, falls

gof=idx und fog=idy.

Wenn sie existiert, eine Umkehrabbildung von f: X — Y ist eindeutig bestimmi, denn:
Sind g und ¢’ zwei Umkehrabbildungen von f, so gilt

g=goidy (Proposition [1.3.13(1i))
=go(fog) g invers zu f)
=(gof)og Proposition [1.3.13[ii))

(
(

=idx og’ (g invers zu f)
(Proposition [1.3.13]1)).

Deswegen kann man von der Umkehrabbildung von f sprechen, und sie mit f~! bezeichnen.

/

:g.

Satz 1.3.23. Sei f: X = Y eine Abbildung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist bijektiv.
(if) f besitzt eine Umkehrabbildung.
Beweis. Zu (i) = (ii). Sei f = (X,Y,T") bijektiv. Wir betrachten die Menge
I'":={(y,z) €Y x X | (z,y) €T}

Dann ist g = (Y, X,I) eine Abbildung, denn: Sei y € Y. Da f injektiv ist, gibt es hochstens
ein © € X mit (y,x) € IV. Da f surjetiv ist, gibt es mindestens ein € X mit (y,x) € I'".
Also gibt es genau ein x € X mit (y,x) € I, d.h., g ist eine Abbildung. Nach Konstruktion
gilt go f =idx und fog =idy, d.h., g ist die Umkehrabbildung von f.

Zu (ii) = (i). Sei g eine Umkehrabbildung von f, und sei y € Y. Zu zeigen ist, dass y
genau ein Urbild unter f besitzt. Da f o g = idy ist g(y) ein Urbild von y unter f, also
gibt es mindestens ein Urbild. Seien x, 2’ zwei Urbilder von y unter f, d.h., f(z) = y und

f(z')=y.Dago f =idx gilt
v =g(f(x)) = g(y) = g(f(2')) = 2".
Also ist das Urbild von y eindeutig, wie gewiinscht. O
Beispiel 1.3.24. Zu jeder Menge X gibt es eine bijektive Abbildung
Abb(X,{0,1}) — P(X),
fe .

Die Umkehrabbildung bildet eine Teilmenge A € P(X) auf die Abbildung x4: X — {0,1}
ab, die durch
1, fallsz € A,

Xalw) = {0, andernfalls

definiert wird. Die Abbildung x4 heifit die charakteristische Funktion der Teilmenge A.

Proposition 1.3.25. Seien X,Y, Z Mengen und seien f: X =Y und g: Y — Z Abbildun-
gen.

(i) Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.

(ii) Sind f und g surjektiv, so ist go [ surjektiv.
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(iii) Ist go f injektiv, so ist f injektiv.
(iv) Ist go f surjektiv, so ist g surjektiv.
Beweis. Wir beweisen stellvertretend (i) und (iv).

Zu (1). Zu zeigen ist, dass jedes z € Z hochstens ein Urbild unter g o f besitzt. Seien
z,2’ € X zwei Urbilder von z, d.h., g(f(x)) = g(f(2')) = z. Aus der Injektivitdt von g folgt
f(z) = f(z'), und aus der Injektivitdt von f folgt wiederum z = z'.

Zu (iv). Zu zeigen ist, dass jedes z € Z mindestens ein Urbild unter g besitzt. Da g o f

surketiv ist, gibt es ein € X mit g(f(z)) = z. Insbesondere ist f(z) ein Urbild von z unter
g O

Notation 1.3.26. Wenn wir die Injektivitat bzw. Surjektivitiat einer Abbildung f: X — Y
betonen wollen, schreiben wir manchmal f: X < Y bzw. f: X - Y. Eine alternative
Notation fiir injektive Abbildungen ist f: X > Y.

Manchmal ist es niitzlich, eine Abbildung I — X als eine ,Familie von Elementen von
X“ aufzufassen:

Definition 1.3.27 (Familie, Folge). Seien I und X Mengen. Eine Familie (z;);c; in X mit
Indexmenge I ist einfach eine Abbildung

I - X,

Eine Folge (x,)nen in X ist eine Familie in X mit Indexmenge N.

1.3.1 Maichtigkeit

Definition 1.3.28 (Gleichméchtigkeit). Zwei Mengen X and Y sind gleichmdchtig, in Zei-
chen | X| = |Y]|, wenn eine bijektive Abbildung X — Y existiert.

Definition 1.3.29 (Endlichkeit, Abzéhlbarkeit). Sei X eine Menge.

o X heifit endlich, wenn eine natiirliche Zahl n existiert, so dass X und {1,2,...,n}
gleichméchtig sind. Die natiirliche Zahl n ist dann eindeutig bestimmt; sie heifit die
Machtigkeit oder Kardinalitdt von X, und wird mit |X| bezeichnet.

e X heifit unendlich, wenn sie nicht endlich ist.
e X heilit abzdhlbar, wenn entweder X endlich ist oder X und N gleichméchtig sind.

e X heifit dberabzdhlbar, wenn sie nicht abzdhlbar ist.

Bemerkung 1.3.30. In der Definition [1.3.29| betrachten wir die Menge {1,2,...,n} mit
n einer beliebigen natiirlichen Zahl. Wenn n = 0 verstehen wir {1,2,...,n} als die leere
Menge. Insbesondere ist eine Menge genau dann leer, wenn ihre Machtigkeit gleich null ist.

Beispiel 1.3.31.

(i) N, Z, und Q sind paarweise gleichméchtig, und damit abzéhlbar. Eine bijektive Abbil-
dung zwischen N und Z wurde im Beispiel [1.3.20(v) gegeben. Die Abzihlbarkeit von
Q folgt aus [Cantors erstem Diagonalargumentl.

(ii) R und C sind gleichméchtig und iiberabzéhlbar. Die Unabzéhlbarkeit von R folgt aus
Cantors zweitem Diagonalargument.

(iii) Eine Menge X und ihre Potenzmenge P(X) sind nie gleichméchtig, d.h., P(X) ist
ywirklich grofier als X. Denn es wire eine surjektive Abbildung f: X — P(X). Sei
M={zxe X|x ¢ f(x)}. Da f surjektiv ist, existiert ein m € X mit f(m) = M. Nach
Definition von M gilt dann: m € M <= m ¢ M, was ein Widerspruch ist.
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(iv) Man kann zeigen, dass die Menge NY aller Abbildungen von N nach N (alias Folgen in
N) zu R gleichméchtig ist. Die Teilmenge N®™ c NN aller Folgen, die schlieBlich null
sind, ist aber abzéhlbar. Man kann eine bijektive Abbildung von N®™) nach N explizit
definieren:

N® N,
(an)nGN = (Pgop?lpgz .. ) - ]-7
wobei pg = 2, py = 3, p2 = 5, usw. alle Primzahlen in aufsteigender Reihenfolge sind.
Hierbei werden der Satz von Fuklid und der Fundamentalsatz der Arithmetik verwendet
(Sétze[l.1.11|und[1.1.14)): Es gibt unendlich viele Primzahlen, und jede natiirliche Zahl
> 1 148t sich eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen.

Bemerkung 1.3.32. Seien A, B endliche Mengen und seien a,b € N ihre jeweiligen Méch-
tigkeiten. Dann:

¢ Die Méchtigkeit der Summe A U B ist a + b.
o Die Méchtigkeit des Produkts A x B ist ab.

o Die Méchtigkeit der Menge Abb(A, B) ist b®. (Deswegen wird diese Menge auch mit
B bezeichnet.)

Seien X,Y endliche Mengen. Es gilt |X| < |Y| genau dann, wenn eine injektive Ab-
bildung X < Y existiert. Also wenn injektive Abbildungen von X nach Y sowie von Y
nach X existieren, dann sind X und Y gleichméchtig. Folgender Satz verallgemeinert diese
Beobachtung auf unendliche Mengen:

Satz 1.3.33 (Satz von Cantor-Bernstein—Schroder). Seien X, Y Mengen. Wenn injektive
Abbildungen f: X <Y und g: Y — X existieren, dann sind X und Y gleichmdchtig.

*Beweis. Wir definieren eine Folge von Teilmengen Ag, A1, As,... C X wie folgt:

AO =X \ g(Y)v
Ans1 = g(f(An)),
und wir setzen

A= UA,LCX.

neN
Nach Definition gilt

9(f(A) =g (f (U A)) = | g(r(4n) = U 4nss,

neN neN neN

und daher
A=AgUg(f(A)). (1.3.34)

Es gilt X\ g(Y) = Ap C A, und daher X \ A C g(Y). Das heifit, jedes z € X \ A liegt im
Bild von g. Da g injektiv ist, gibt es eigentlich genau ein Urbild von x unter g, das wir mit
g~ () bezeichnen. Ebenso hat jedes y € f(A) genau ein Urbild f~!(y) unter f. Deswegen
darf man definieren:

h: X =Y, k:Y — X,

), falls z € A, a(y), falls y e Y\ f(A4),
e {gl(g:), falls 2 € X \ A. v {fl(y), falls y € f(A).

Wir behaupten, dass h bijektiv ist, mit Umkehrabbildung k.
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e koh=idx: Seixz € X.Ist x € A, so ist f(x) € f(A), und daher k(h(z)) = =
FUf(@) =2 Istz ¢ A, soist g~ (z) ¢ f(A) sonst wiire x = g(g~1(x)) € g(f(A)) C
A nach (1.3.34). Also gilt k(h(x)) = k(g (z)) = g(¢g ' (x)) = .

o hok = idy: Sei y €Y. Ist y € f(A), so ist f~1(y) € A, und daher h(k(y)) =
R(f~ ) = f(fYy) =vy. Ist y & f(A), soist g(y) ¢ g( (A ) nach der Injektivitét
von g und g(y) ¢ Ao nach Definition von Ay, also g(y) ¢ A nach (1.3.34). Also gilt

h(k(y)) = h(g(y) = 9 (9(y)) = - O

Bemerkung 1.3.35. Es ist auch der Fall, dass X und Y gleichméchtig sind, wenn surjektive
Abbildungen f: X - Y und ¢g: Y — X existieren, oder wenn eine injektive Abbildung
f+ X < Y sowie eine surjektive Abbildung g: X —» Y existieren. Diese Aussagen folgen aus
dem Satz [1.3.33] weil jede surjektive Abbildung f: X —» Y einen Schnitt s: ¥ — X besitzt,
der eine injektive Abbildung ist (siehe Proposition [[.4.13]1)).

Nach dem Satz von Cantor-Bernstein—Schroder kann man von der Machtigkeit unendli-
cher Mengen verniinftig sprechen. Man sagt zum Beispiel, dass die Méchtigkeit von X kleiner
oder gleich der von Y ist, in Zeichen |X| < |Y|, wenn eine injektive Abbildung von X nach
Y existiert. Dann sind zwei Mengen X und Y genau dann gleichméchtig, wenn |X| < |Y|
und |Y| < |X]|. Eine Menge X ist genau dann abzéhlbar, wenn |X| < |N|, und sie ist genau
dann unendlich, wenn |N| < |X|. Man kann auch zeigen, dass je zwei Mengen X,Y ver-
gleichbare Michtigkeiten haben, d.h., es gilt | X| < |Y| oder |Y| < |X| (dazu braucht man
das Auswahlaxiom, sieche Abschnitt .

Man soll beachten, dass sich der Begriff der Méchtigkeit bei unendlichen Mengen manch-
mal anders als bei endlichen Mengen verhélt. Zum Beispiel:

*Satz 1.3.36 (Méchtigkeit unendlicher Vereinigungen). Sei (A;);c; eine Mengenfamilie
mit Vereinigung A = U,.; Ai. Ist I unendlich und gilt |A;| < |I| fir alle i € I, so gilt auch
1] < 1.

i€l
Insbesondere: Eine abzahlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen ist wieder abzéhlbar.

1.4 Relationen

Definition 1.4.1 (Relation, reflexiv, transitiv, symmetrisch, antisymmetrisch, total). Sei
X eine Menge. Eine Relation R auf X ist eine Teilmenge R C X x X. Man sagt ,,x steht in
Relation zu y bzgl. R“ und schreibt xRy, falls (x,y) € R.

Eine Relation R auf X heifit:

o reflexiv, wenn xRz fur alle z € X

o transitiv, wenn fur alle z,y,z € X,

xRy und yRz — zRz;

o symmetrisch, wenn fur alle z,y € X,
rRy = yRuz;
o antisymmetrisch, wenn fir alle x,y € X,
rRy und yRr — = = y;

e total, wenn fiir alle z,y € X, xRy oder yRz.

Definition 1.4.2 (Aquivalenzrelation, partielle Ordnung, totale Ordnung). Sei R eine Re-
lation auf einer Menge X.
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e R heift Aquivalenzrelation, falls R reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

o R heif3t partielle Ordnung, falls R reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Man sagt
dann auch, dass das Paar (X, R) eine partiell geordnete Menge ist.

e R heifit totale Ordnung, falls R eine partielle Ordnung ist und aulerdem total ist. Man
sagt dann auch, dass das Paar (X, R) eine total geordnete Menge ist.

Beispiel 1.4.3.

(i) Die Identitiits- oder Gleichheitsrelation = zwischen Elementen von X ist eine Aquiva-
lenzrelation auf X. Sie entspricht der diagonalen Teilmenge

Ay ={(z,z) |z e X} C X x X.

(ii) Die gewohnliche Relation < auf N, Z, Q bzw. R ist eine totale Ordnung.

(iii) Die Inklusionsrelation C auf der Potenzmenge P(X) ist eine partielle Ordnung. Hat
X mindestens zwei Elemente, so ist diese Ordnung nicht total.

(iv) Gleichméchtigkeit ist eine Aquivalenzrelation auf P(X). Denn seien A, B, C' Teilmen-
gen von X:

o Zur Reflerivitdt: Die Identitéit id4: A — A ist bijektiv, also ist A zu sich selbst
gleichmiéchtig.

o Zur Symmetrie: Nach Satz [1.3.23] besitzt jede bijektive Abbildung eine Umkehr-
abbildung, die wieder bijektiv ist.

o Zur Transitivitdt: Nach Proposition [1.3.25(1,ii) ist die Komposition zweier bijek-
tiven Abbildungen wieder bijektiv.

(v) Die Teilbarkeitsrelation | auf N ist so definiert:
nlm <= es existiert k € N mit m = kn.

Sie ist eine partielle Ordnung auf N, die nicht total ist.

Man kann ebenso die Teilbarkeitsrelation | auf Z definieren. Auf Z ist diese Relation
immer noch reflexiv und transitiv, aber sie ist nicht mehr antisymmetrisch, weil z.B.
2|—2 und —2|2.

1.4.1 Quotient einer Menge modulo einer Aquivalenzrelation

Definition 1.4.4 (Aquivalenzklasse, Quotientenmenge, Quotientenabbildung). Sei ~ eine
Aquivalenzrelation auf einer Menge X.

e Sei z € X. Die Menge
[z] ={yeX|y~z}CX

heit die Aquivalenzklasse von  bzgl. ~.
o Die Quotientenmenge von X bzgl. ~ ist die Menge aller Aquivalenzklassen
X/~i=A{la] [ x € X} CP(X)
(gelesen , X modulo ~“ oder ,X durch ~%).
¢ Die surjektive Abbildung

X - X/~
@ = [z,

heifit die Quotientenabbildung oder die kanonische Abbildung.
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Definition 1.4.5 (Partition). Sei X eine Menge. Eine Partition von X ist eine Menge A
von nichtleeren Teilmengen von X, d.h., A C P(X) \ {@}, so dass jedes Element von X in
genau einem Element von A liegt.

Proposition 1.4.6. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Dann ist X/~ eine
Partition von X.

Beweis. Da ~ reflexiv ist, liegt jedes = in seiner Aquivalenzklasse [z]. Insbesondere besteht
X/~ aus nichtleeren Teilmengen von X. Seien [x1], [z2] € X/~ zwei Aquivalenzklassen mit
x € [x1] und x € [z2]. Ziel ist zu zeigen, dass [z1] = [x2]. Da die Situation symmetrisch ist,
geniigt es zu zeigen, dass [z1] C [z2]. Sei y € [z1]. Nach Definition von [—] gilt  ~ x1, z ~ z2
und y ~ x1. Da ~ symmetrisch ist, gilt x; ~ 2. Da ~ transitiv ist und y ~ 1 ~ x ~ x2,
gilt y ~ 29, d.h., y € [3]. O

Bemerkung 1.4.7. Umgekehrt, wenn A C P(X) eine Partition von X ist, ist dann die
Relation
T~y < esexistiert A €A mit x,y € A

eine Aquivalenzrelation auf X, so dass X/~,4 = A.

Die Abbildungen ~ + X/~ und A + ~ 4 bilden eigentlich zueinander inverse Bijektio-
nen zwischen der Menge aller Aquivalenzrelationen auf X und der Menge aller Partitionen
von X.

Beispiel 1.4.8 (Kongruenzrelation). Sei n eine natiirliche Zahl und sei
nZ = {nx |z € Z}.
Man definiert eine Relation =,, auf Z wie folgt:
T=p Y <= x—yYEnl.

Man schreibt tiblicherweise
r=y modn

(gelesen ,x ist kongruent zu y modulo n*) statt =, y. Man kann leicht nachpriifen, dass
=, eine Aquivalenzrelation auf Z ist. Die Quotientenmenge Z/=,, wird mit Z/nZ bezeichnet,
und ihre Elemente heiflen Restklassen modulo n. Falls n # 0, ist die Menge Z/=,, endlich
der Machtigkeit n: Die Komposition der Inklusionsabbildung und der Quotientenabbildung

{1,....,n} S Z » Z/nZ
ist bijektiv.

Satz 1.4.9 (universelle Eigenschaft der Quotientenmenge). Sei ~ eine Aquivalenzrelation
auf einer Menge X, q: X — X/~ die Quotientenabbildung, und f: X — Y eine beliebige
Abbildung. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Fir alle z,2’ € X gilt
z~r = f(z)= f(2'). (1.4.10)

(ii) Es existiert eine Abbildung f: X/~ —Y mit f = foq.
Auferdem ist die Abbildung f eindeutig bestimmt (wenn sie existiert).

Beweis. Wir miissen die beiden Implikationen (i) = (ii) und (ii) = (i) beweisen, und dann
auch die letzte Aussage.
Zu (i) = (ii). Wir betrachten die Teilmenge

I={(Ay) e X/~xY|ye f(A)}CX/~xY,
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und wir setzen f := (X/~,Y,T'). Nach Definition liegt ein Paar (A4,%) in T genau dann, wenn
es ein Element z € A gibt, so dass f(z) = y. Sind z,2’ € A zwei solche Elemente, so gilt
z ~ 2’ und daher f(z) = f(2’) nach (L.4.10). Dies zeigt, dass es zu jeder Aquivalenzklasse
A € X/~ genau einem y € Y mit (A,y) € " gibt. Also ist f eine Abbildung, und es ist jetzt
klar, dass foq= f.

Zu (i) = (ii). Angenommen, f existiert. Seien x,2’ € X mit z ~ 2. Dann gilt:

fl@) = fla(x)) = fla(z") = f(2).

Also ist die Bedingung (1.4.10) erfiillt. -
Zur Findeutigkeit. Seien f und f zwei Abbildungen X/~ — Y, so dass f = f o ¢ und

f = fogq.Sei[z] € X/~ eine beliebige Aquivalenzklasse. Dann gilt:

F([2]) = fla(x)) = f(z) = fla(x)) = f([]).
Also gilt f = f. O

Die folgende Situation kommt sehr hiufig vor: man mochte eine Abbildung f: X/~ —Y
durch

f(z]) = g(x)
definieren, wobei g eine gewisse Abbildung von X nach Y ist. Bei einer solchen Definition
muss man immer nachpriifen, dass g der Bedingung (1.4.10) geniigt, d.h., dass z ~ 2’ =
g(z) = g(2’). In diesem Fall sagt man, dass f durch die obige Gleichung wohldefiniert ist.
Sonst wére eine solche Definition nicht sinnvoll.

Bemerkung 1.4.11. Die Aussage vom Satz kann man auch auf folgende Weise for-
mulieren. Die Abbildung

Abb(X/~,Y) — Abb(X,Y),
grrgoq,

ist injektiv, und ihr Bild besteht genau aus diesen Abbildungen f: X — Y, die die Bedingung
(1.4.10)) erfillen.

Bemerkung 1.4.12 (kommutative Diagramme). Eine Situation mit mehreren Mengen und
Abbildungen zwischen denen 148t sich oft gut durch ein Diagramm veranschaulichen. Zum
Beispiel: Das Dreieck

X 1tz

f)l//

stellt drei Mengen X,Y,Z und drei Abbildungen f,g,h mit gegebenen Definitions- und
Zielmengen dar. Ein solches Dreieck heif3t kommutativ, wenn h = go f. Im Allgemeinen, ein
Diagramm von Mengen und Abbildungen heifit kommutativ, wenn folgendes gilt: Fiir alle
zwei Mengen X,Y im Diagramm stimmen alle méglichen Kompositionen von Abbildungen
von X nach Y iberein. Beispielsweise ist das Quadrat

X -tz

| I»

YT>W

genau dann kommutativ, wenn go f = ko h.
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Die universelle Eigenschaft der Quotientenmenge 148t sich dann wie folgt formulieren:
Wenn f: X — Y die Implikation 2 ~ 2’ = f(z) = f(2’) erfiillt, dann existiert genau eine
Abbildung f: X/~ — Y, so dass folgendes Dreieck kommutiert:

x 1 v

/7(
|
=Y

X/~

1.4.2 Das Auswahlaxiom und das Zornsche Lemma
Ein besonderes Axiom der Mengenlehre ist das Auswahlaziom:

Sei (4;)ier eine Mengenfamilie nichtleerer Mengen. Dann existiert eine Abbil-
dung w: I — ;¢ Ai mit w(i) € A; fiir alle i € 1.

Eine solche Abbildung w heilt Auswahifunktion fiir die Mengenfamilie (A;);c. Die Auswahl-
funktion w wéhlt ein Element w(i) aus jedem A; aus. Dieses Axiom scheint sehr intuitiv zu
sein, und eigentlich kann man es aus den anderen Axiomen beweisen, wenn die Indexmenge
I endlich ist. Es gibt viele hilfreiche Folgerungen des Auswahlaxioms:

Proposition 1.4.13 (Folgerungen des Auswahlaxioms).

(i) Sei f: X =Y eine surjektive Abbildung. Dann existiert ein Schnitt von f, d.h., eine
Abbildung s: Y — X mit fos=idy.

(ii) Sei (Ai)icr eine Mengenfamilie nichtleerer Mengen. Dann ist das Produkt [];.; A
nicht leer.

Beweis. Zu (i). Wir betrachten die Mengenfamilie (f~!({y}))yey, deren Vereinigung gleich
X ist. Da f surjektiv ist, ist kein Urbild f~!({y}) leer. Nach dem Auswahlaxiom existiert
also eine Abbildung s: Y — X mit s(y) € f~'({y}) fir alley € Y, d.h., fos=idy.

Zu (ii). Sei w eine Auswahlfunktion fiir die Familie (4;);cr. Dann (w(i));es ist ein Ele-
ment des Produkts [ [, A;. O

In diesem Abschnitt erklaren wir eine weitere Folgerung des Auswahlaxioms, die viele
Anwendungen in der gesamten Mathematik hat: das sogenannte Zornsche Lemma. Dazu
benotigen wir ein paar Definitionen zu geordneten Mengen.

Definition 1.4.14 (kleinstes/grofites Element, minimales/maximales Element, untere/obere
Schranke). Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge und A C X eine Teilmenge.

e Ein kleinstes Element von A ist ein Element a € A mit a < b fur alle b € A.
o Ein grifites Element von A ist ein Element a € A mit b < a fiir alle b € A.

e Ein minimales Element von A ist ein Element ¢ € A mit folgender Eigenschaft: Fir
alle b € A mit b < a gilt b = a.

e Ein mazimales Element von A ist ein Element a € A mit folgender Eigenschaft: Fir
alle b € A mit a < b gilt b = a.

o Eine untere Schranke von A ist ein Element z € X mit x < a fur alle a € A.
o Eine obere Schranke von A ist ein Element x € X mit a < z fur alle a € A.

Bemerkung 1.4.15. Wenn A ein kleinstes Element a besitzt, dann ist auch a das eindeuti-
ge minimale Element von A sowie eine untere Schranke von A. Aber im Allgemeinen ist ein
minimales Element kein kleinstes Element, und A kann mehrere minimale Elemente enthal-
ten. Falls (X, <) eine total geordnete Menge ist, gibt es aber keinen Unterschied zwischen
Kkleistes Element“ und ,,minimales Element*.
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Definition 1.4.16 (Kette). Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Kette in X ist
eine Teilmenge K C X, so dass die Einschriankung von < auf K eine totale Ordnung ist.

Definition 1.4.17 (Wohlordnung). Eine Wohlordnung auf einer Menge X ist eine partielle
Ordnung < mit folgender Eigenschaft: Jede nichtleere Teilmenge A C X besitzt ein kleinstes
Element. Man sagt dann auch, dass (X, <) eine wohlgeordnete Menge ist.

Beispiel 1.4.18. Das Wohlordnungsprinzip [1.2.19] ist genau die Aussage, dass (N, <) eine
wohlgeordnete Menge ist. Wenn man N ein neues Element oo hinzufiigt, so dass n < oo fiir
alle n € N, dann ist (NU {oo}, <) auch eine wohlgeordnete Menge.

Bemerkung 1.4.19. Eine Wohlordnung ist insbesondere eine totale Ordnung, da jede Teil-
menge der Gestalt {x, y} ein kleinstes Element besitzt. Jede Teilmenge einer wohlgeordneten
Menge ist auch wohlgeordnet.

Beispiel 1.4.20. Die total geordneten Mengen (Z, <), (Q, <) und (R, <) sind nicht wohlge-
ordnet, weil sie selbst kein kleinstes Element besitzen. Die total geordneten Mengen (Q>g, <)
und (Rx>g, <) sind auch nicht wohlgeordnet. Zum Beispiel besitzen die Teilmengen Q¢ und
Rs¢ kein kleinstes Element.

Satz 1.4.21 (Das Zornsche Lemma). Sei (X, <) eine partiell geordnete Menge, in der jede
Kette eine obere Schranke besitzt. Dann besitzt (X, <) ein mazimales Element.

Der Beweis ist ziemlich kompliziert, und es ist jetzt nicht wichtig, ihn zu verstehen.

*Beweis. (Widerspruchsbeweis.) Wir nehmen an, dass X kein maximales Element besitzt.
Sei W C P(X) die Menge aller Teilmengen von X, die bzgl. < wohlgeordnet sind. Insbe-
sondere ist jedes K € W eine Kette. Zu jedem K € W sei X>k die Menge aller oberen
Schranken von K, d.h., aller x € X mit k < x fir alle k € K.

Nach Voraussetzung ist X> g nicht leer. Behauptung: Xk \ K ist nicht leer. Sonst wére
jede obere Schranke von K in K liegen. Da K total geordnet ist, wiirde es daraus folgen,
dass jedes v € X> ein maximales Element von X ist, im Widerspruch zur Annahme.

Also besteht die Mengenfamilie (Xs>x \ K)gew aus nichtleeren Mengen. Nach dem
Auswahlaxiom existiert eine Abbildung s: W — X mit s(K) € X>x \ K fir alle K € W.
Anders gesagt, s wihlt zu jedem K € W eine obere Schranke s(K), die auflerhalb von K
liegt.

Eine Teilmenge K C X nennen wir s-induktiv, falls K € W und = = s(K.,) fur alle
x € K, wobei

Ko, ={ye K|y <zundy # z}.

Zum Beispiel, die leere Teilmenge ist s-induktiv, {s(&)} ist s-induktiv, und ist K s-induktiv,
so ist KU {s(K)} s-induktiv. Sei V' C X die Vereinigung aller s-induktiven Teilmengen von
X. Wir zeigen im Folgenden, dass V' s-induktiv ist. Dann ist V U {s(V)} eine s-induktive
Menge, die keine Teilmenge von V ist, im Widerspruch zur Definition von V. Damit wird
der Satz bewiesen.

Ist A eine Teilmenge von K € W, so schreibt man A < K, falls A nach unten abgeschlos-
sen ist, das heif}t: Fir alle a € Aund k € K, ist k < a, so ist k € A.
Behauptung. Seien K, L C X s-induktive Teilmengen. Dann gilt K < L oder L < K.

Mithilfe dieser Behauptung kénnen wir beweisen, dass V' s-induktiv ist:

e V st wohlgeordnet. Sei A C V eine nichtleere Teilmenge. Nach Definition von V'
existiert eine s-induktive Menge K, so dass A N K # @. Da K wohlgeordnet ist,
existiert ein kleinstes Element a € A N K. Wir beweisen, dass a ein kleinstes Element
von A ist. Sei b € A ein beliebiges Element. Liegt b auch in K, so ist a < b. Andernfalls,
sei L eine s-induktive Menge mit b € L \ K. Nach der Behauptung gilt dann K < L,
und daher a < b.
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o V ist s-induktiv. Sei x € V und sei K eine s-induktive Teilmenge mit x € K. Aus der
Behauptung folgt V., = K.,. Also s(V<,) = s(K<z) = x.

Beweis der Behauptung. Nach Definition von <, eine beliebiege Vereinigung von < K
Teilmengen ist wieder < K. Sei A die Vereinigung aller Mengen, die < K und < L sind. Dann
ist A wieder < K und < L. Zu zeigen ist, dass A = K oder A = L. Angenommen, A # K
und A # L. Da K wohlgeordnet ist, existiert ein kleinstes Element k € K \ A; insbesondere
gilt K C A. Da A in K nach unten abgeschlossen ist, gelten auch A U {k} < K und
A C Ky, also A = K. Insbesondere ist s(A) = s(K<x) = k, und daher AU {s(A)} < K.
Wenn wir in diesem Argument K durch L ersetzen, erhalten wir AU {s(A)} < L. Aber das
steht im Widerspruch zur Definition von A, da AU {s(A)} keine Teilmenge von A ist. [

Korollar 1.4.22 (Wohlordnungssatz). Sei X eine beliebige Menge. Dann existiert auf X
eine Wohlordnung.

*Beweis. Dieser Beweis ist eine typische Anwendung des Zornschen Lemmas. Wir betrachten
folgende Menge:

W={Y,R)|Y C X und RCY xY ist eine Wohlordnung auf Y} C P(X) x P(X x X),
und definieren auf W die folgende Relation <:

(Y,R) < (Y',R) <Y CY',R=R N (Y xY)
und Y ist in Y’ bzgl. R’ nach unten abgeschlossen.

Man kann leicht nachpriifen, dass < eine partielle Ordnung auf W ist. Als néchstes tiber-
priifen wir, dass (W, <) der Bedingung des Zornschen Lemmas geniigt, d.h., dass jede Kette
in W eine obere Schranke besitzt. Sei K C W eine Kette. Wir setzen

Y, = U Y und R = U R.
(Y,R)eK (Y,R)eK

Dann ist das Paar (Yo, Roo) ein Element von W, und es ist eine obere Schranke von K:

e Ry ist eine Wohlordnung auf Y. Sei A C Y, eine nichtleere Teilmenge. Es gibt
(Y,R) € K, so dass ANY # @. Sei a das kleinste Element von ANY bzgl. R. Dann ist
a eigentlich das kleinste Element von A bzgl. R.,. Dennsei b € A, und sei (Y, R') € K
mit b € Y. Falls b auch in Y liegt, gilt aR..b. Andernfalls, da K eine Kette ist, gilt
(YR) < (Y',R)und be Y'\Y.DaY in Y’ nach unten abgeschlossen ist, gilt dann
auch aRb.

o Fir jedes (Y,R) € K gilt (Y,R) < (Yoo, Rs). Die Inklusion R C Roo N (Y x Y) ist
klar. Zur anderen Inklusion, sei (y, 2) € Roo N (Y x Y). Es existiert dann (Y, R') € K
mit yR'z. Da K eine Kette ist, gilt R C R oder R=R' N (Y xY). In beiden Féllen
folgt yRz. Es bleibt zu zeigen, dass Y in Y, nach unten abgeschlossen ist. Sei y € Y
und z € Y mit 2Ry, und sei (Y',R’) € K mit z € Y. Falls (Y',R') < (Y, R) ist
z € Y. Andernfalls, Y ist in Y’ enthalten und nach unten abgeschlossen, und somit ist
auch z € Y.

Nach dem Zornschen Lemma besitzt W ein maximales Element (Y, R). Es bleibt zu zeigen,
dass Y = X; dann ist R eine Wohlordnung auf ganz X, wie gewiinscht. Sei also z € X. Auf
Y U {z} kann man folgende Relation R’ definieren:

(y,2) € R < (y,2) € Roder (2¢ Y und z = ).

Dann ist R’ eine Wohlordnung auf Y U {z}, und (Y, R) < (Y U{z}, R’). Da (Y, R) maximal
bzgl. < ist, erhalten wir Y =Y U {2z}, dh,z €Y. O
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Kapitel 2

Gruppen und Korper

2.1 Gruppen

Definition 2.1.1 (Gruppe). Eine Gruppe ist ein Paar (G, -), bestehend aus einer Menge G
und einer Abbildung
2 GE@xG—=G, (¢g,h)—=g-h

(die Verkniipfung der Gruppe), mit folgenden Eigenschaften:
(i) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h., fir alle g, h, k € G gilt

g-(h-k)={(g-h)- k.
(ii) Es existiert ein neutrales Element bzgl. -, d.h., ein Element e € G so dass
e-g=¢g und g-e=g
fir alle g € G.

(iii) Jedes g € G besitzt ein inverses Element, d.h., ein Element h € G so dass
g-h und h-g
neutrale Elemente sind.

Beispiel 2.1.2. (Z, +) ist eine Gruppe: Die Addition von ganzen Zahlen ist assoziativ, 0 € Z
ist ein neutrales Element bzgl. +, und —n ist ein inverses Element von n. In &hnlicher Weise,
(Q,+), (R,+) und (C,+) sind Gruppen.

Andererseits ist (N, +) keine Gruppe. Die Bedingungen (i) und (ii) der Definition [2.1.1]
sind erfiillt, aber (iii) nicht: Eine positive natiirliche Zahl hat kein inverses Element bzgl. +
in N.

Proposition 2.1.3 (Eindeutigkeit von neutralen und inversen Elementen). Sei (G,-) eine
Gruppe.

(i) Sind e,e’ € G neutrale Elemente bzgl. -, so gilt e = €.
ii) Sei g € G. Sind h,h' € G inverse Elemente von g, so gilt h =h'.
(i) Seig ; g, 80 g

Beweis. Zu (i). Seien e, e’ € G neutrale Elemente. Dann

wobei die erste Gleichung gilt, weil ¢’ ein neutrales Element ist, und die zweite Gleichung
gilt, weil e ein neutrales Element ist.
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Zu (ii). Seien h,h’ € G inverse Elemente von g, und sei e € G das eindeutige neutrale
Element (nach (i)). Dann

h=h-e (e neutral)
=h-(g-1) (h/ invers zu g)
=(h-g)-h (- assoziativ)
=e-h (h invers zu g)
=n (e neutral). O

Notation 2.1.4. Wegen Proposition[2.1.3|darf man ,,das neutrale Element“ und ,,das inverse
Element von ¢g“ sagen, da die entsprechenden mathematischen Objekte eindeutig sind. Das
neutrale Element einer Gruppe wird mit e oder 1 bezeichnet, und das inverse Element von
einem Element ¢ wird mit g~! bezeichnet. Das Symbol - schreibt man normalerweise gar
nicht, d.h., man schreibt eher gh statt g - h.

Bemerkung 2.1.5. In einer Gruppe gilt (gh)~! = h='g~! (Reihenfolge beachten!). Nach
der Eindeutigkeit des inversen Element geniigt es zu zeigen, dass h~'¢g~! ein inverses Element
von gh ist. Tatséchlich gilt:

(htg")(gh) =h~ (g g)h) = h~'(eh) = h'h =,
und ebenso (gh)(h~1g™!) =e.

Notation 2.1.6. Wegen der Assoziativitdt der Verknupfung in einer Gruppe (G, -), darf man
unmissverstandlich g-h-k schreiben: Es macht keinen Unterschied, ob wir die Klammern um

g-h oder um h-k setzen. Allgemeiner, fiir jede endliche Liste von Elementen ¢4, g2, ..., g, € G,
darf man das Produkt g1 - g2 - ... g, € G ohne Klammern schreiben. Man schreibt auch

n

Hgi =9g1°92°---"Yn-

i=1

Wenn n = 0 verstehen wir das ,leere Produkt“ als das neutrale Element e € G. Wenn alle
Elemente g; dasselbe Element g sind, schreibt man einfach ¢” fiir das n-fache Produkt von
g mit sich selbst. Man setzt auch ¢° := e und g=" := (¢g")~!. So wird die Potenz g" fiir alle
ganzen Zahlen n € Z definiert.

Proposition 2.1.7 (Eigenschaften der Potenzen). Sei (G,-) eine Gruppe und sei g € G.
(i) Fiir alle m,n € Z gilt g™ - g™ = g™*".
(ii) Fir alle m,n € Z gilt (g™)™ = g™™.

Beweis. Zu (i). Wir betrachten zunéchst den Fall m € N, in dem wir Induktion iiber m
verwenden.

o Induktionsanfang. Wenn m = 0, gilt ¢° - g" = e - g = g™ = g"™".

o Induktionsschritt. Es gilt

gm—i-l gn =g gm gn :ggm+n _ gm+1+n
wobei die zweite Gleichung aus der Induktionsvoraussetzung folgt.

Damit ist (i) bewiesen fiir alle m > 0. Der Fall n > 0 wird mit einem &hnlichen Argument
erledigt. Wenn m < 0, dann gilt

gregt =g g T = (T )T = g,

Dabei haben wir die Formel (gh)™! = h='g~! in der ersten Gleichung und den Fall n > 0
(mit —m anstelle von n) in der zweiten Gleichung verwendet.
Zu (ii). Wir beweisen zunéchst den Fall m € N durch Induktion tiber m.
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o Induktionsanfang. Wenn m = 0, gilt (")’ =e=¢"=g
o Induktionsschritt. Es gilt

(g7z)m+1 — gn . (gn)m — gn . gmn —_ gn+mn — g(m—&-l)n’

wobei die zweite Gleichung aus der Induktionsvoraussetzung folgt, und die dritte aus
(i)-
Damit ist (ii) bewiesen fiir alle m > 0. Wenn m < 0 ist der Beweis mit der folgenden
Berechnung abgeschlossen:

(") =((g")™) =) T =g m

Bemerkung 2.1.8. Sei (G,-) eine Gruppe, g,h € G und n € Z. Im Allgemeinen gilt die
Gleichung (gh)™ = g"h™ nur fiir n = 0 und n = 1. Zum Beispiel, (gh)? = ghgh muss nicht
gleich g2h? = gghh sein. Diese Gleichung gilt aber fiir alle n € Z, wenn die Gruppe abelsch
ist (siehe Definition [2.1.9).

Definition 2.1.9 (abelsche Gruppe). Eine Gruppe (G, -) heifit abelsch, falls ihre Verkniip-
fung kommutativ ist, d.h., fir alle g, h € G gilt

g-h=h-g.

Beispiel 2.1.10. Die Gruppe (Z,+) ist abelsch, da n +m = m + n fiir alle ganzen Zahlen
n, m. In &hnlicher Weise, (Q, +), (R,+) und (C, +) sind abelsche Gruppen.

Notation 2.1.11. Bei abelschen Gruppen verwendet man héufig die additive Notation statt
der multiplikativen Notation (Notation : d.h., man schreibt + fiir die Verkniipfung, 0
fiir das neutrale Element und —a fiir das Inverse von a. Man schreibt auch a—b als Abkiirzung
von a + (—b). Ist a1, as, ..., a, eine Liste von Elementen, so schreibt man

n
Zai =a1t+ax+ -+ ap.
i=1

Wenn n = 0 verstehen wir die ,,leere Summe* als das neutrale Element 0. Wenn alle a; gleich
a sind, schreibt man einfach n - a oder na fiir diese Summe. Man setzt auch 0-a := 0 und
(—n) - a = —(n-a). So wird n - a fir alle ganzen Zahlen n € Z definiert.

Notation 2.1.12. Oft unterdriickt man die Verkniipfung in der Notation fiir eine Gruppe
(G,-). Das heifit, man sagt iiblicherweise ,Sei G eine Gruppe“ und nicht ,Sei (G,-) eine
Gruppe*“. In diesem Fall wird die Verkniipfung standardméBig mit - bezeichnet (oder mit +
im Fall einer abelschen Gruppe).

Bemerkung 2.1.13. Wenn wir in der Definition einer Gruppe (Definition auf das
dritte Axiom verzichten, erhalten wir den Begriff des Monoids. In einem Monoid ist das neu-
trale Element immer noch eindeutig bestimmt: Der Beweis von Proposition i) bendtigt
keine inverse Elemente. Zum Beispiel ist (N, +) ein (abelsches) Monoid aber keine Gruppe.

2.2 Beispiele von Gruppen

2.2.1 Die ganzen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen N bilden keine Gruppe beziiglich Addition, denn die positiven na-
tiirlichen Zahlen besitzen keine inverse Elemente. Um (N, 4) zu einer Gruppe zu erweitern,
brauchen wir die negativen Zahlen hinzuzufiigen. Dann erhalten wir die ganzen Zahlen Z,
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und (Z, +) ist eine abelsche Gruppe. In diesem Abschnitt erkliren wir, wie Z aus N eigentlich
konstruiert werden kann.

Die Idee ist, dass jede ganze Zahl als Differenz zweier natiirlichen Zahlen n, m dargestellt
werden kann. Auf diese Weise bestimmt jedes Paar (n,m) € N x N eine ganze Zahl, ndmlich
n—m. Aber diese Darstellung ist nicht eindeutig: Es gilt n —m = n’ —m/ genau dann, wenn
n+m’ =n' + m. Deswegen fithren wir folgende Relation ~ auf N x N ein:

(n,m)~ (n',m') < n+m'=n"+m.

Man kann leicht nachpriifen, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf N x N ist. Als Beispiel
tiberpriifen wir die Transitivitdt: Falls (n,m) ~ (n/,m’) und (n/,m’) ~ (n”,m’), dann gilt

Assoziativitidt und Kommutativitat von +)

da (n,m) ~ (n',m’))

( (
( (
= +m")+m (Assoziativitit und Kommutativitit von +)
( (
( (

da (n',m’) ~ (n",m"))

Assomatlwtat und Kommutativitit von +)

und daher n + m” = n” + m, d.h., (n,m) ~ (n”,m”) (hierbei wurde benutzt, dass fiir
naturliche Zahlen n,m,p gilt: n+p=m+p = n=m).
Wir setzen nun
Z:= (N xN)/~.

Mit dieser Definition ist N keine Teilemenge von Z, was eher unangenehm ist. In der Praxis
mochten wir auf jeden Fall N als Teilmenge von Z auffassen. Hierzu betrachten wir die
Abbildung
i:N—=Z, nt[(n,0).

Die Abbildung ¢ ist injektiv. Denn seien n,n’ € N mit [(n,0)] = [(n’,0)]; dann gilt (n,0) ~
(n',0), dh. n+0=n’+0, also n = n’. Insbesondere induziert ¢ eine Bijektion zwischen N
und seinem Bild ¢(N) C Z, und so kénnen wir N mit einer Teilmenge von Z identifizieren.
Dementsprechend fithren wir folgende Notation ein:

Notation 2.2.1. Sei n € N. Die Aquivalenzklasse [(n,0)] € Z bezeichnen wir auch mit n.
Die Aquivalenzklasse [(0,n)] € Z bezeichnen wir mit —n.

Wir mochten jetzt die arithmetischen Operationen + und - von N auf Z fortsetzen, sowie
die totale Ordnungsrelation <. Die Definitionen sind klar, wenn man sich die Aquivalenz-
klasse [(n,m)] als die Differenz n — m vorstellt:

[(n1, m1)] + [(n2, m2)] = [(n1 + n2, M1 + ma2)],
[(n1,m1)] - [(n2, m2)] = [(ning + mima, nima 4+ namy)],

[(n1,m1)] < [(n2, m2)] <= n1 +ma < ng + my.

Da es Aquivalenzklassen auf der linken Seite dieser Definitionen gibt, muss man hier nach-
priifen, dass alles wohldefiniert ist. Zum Beispiel, um zu zeigen, dass + auf Z wohldefiniert
ist, ist folgendes zu beweisen:

(n1,m1) ~ (nf,m}) und (ng, ma) ~ (nh,mh) = (n1+n2, mi+ms) ~ (] +nb,mj +mj).
Dies folgt unmittelbar aus der Definition von ~.

Bemerkung 2.2.2. Diese Konstruktion von Z aus N ist ein Sonderfall einer allgemeineren
Konstruktion, die eine Gruppe aus irgendeinem Monoid liefert.
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2.2.2 Symmetrische Gruppen

Definition 2.2.3 (Permutation). Sei X eine Menge. Eine Permutation von X ist eine
bijektive Abbildung von X nach X. Die Menge aller Permutationen von X wird mit Sx
bezeichnet.

Proposition 2.2.4. Sei X eine Menge. Dann ist (Sx,0) eine Gruppe. Falls X mindestens
drei verschiedene Elemente besitzt, ist diese Gruppe nicht abelsch.

Beweis. Komposition von Abbildungen ist assoziativ und die Identitét idx ist ein neutra-
les Element (Proposition [1.3.13). Jedes Element von Sx hat ein inverses Element nach

Satz[1.3.23] Also ist (Sx,o) eine Gruppe.
Zu je zwei Elementen a,b € X gibt es eine bijektive Abbildung 7, € Sx, die wie folgt

definiert wird:

b, falls z = a,
Tap(x) = a, fallsz =0,

z, andernfalls.
Sind a, b, c € X drei verschiedene Elemente, so gilt 75 c © 74,5 7 Tab © Tp,c, denn:

Toe(Tap(a)) =c aber 7,3(mc(a)) =b.
Also ist (Sx, o) nicht abelsch. O

Definition 2.2.5 (symmetrische Gruppe). Die Gruppe (Sx,o) heifit die symmetrische
Gruppe von X. Falls X = {1,...,n} mit n € N schreibt man S,, (auch %,, &,) statt
Sx. Die Gruppe (S, 0) heifit die symmetrische Gruppe vom Grad n.

Beispiel 2.2.6. Die Gruppe S> hat genau zwei Elemente: die Identitat id und die Abbildung
7:{1,2} — {1,2}, die 1 und 2 austauscht. Es gilt 7 o 7 = id.

Bemerkung 2.2.7. Durch Induktion kann man leicht nachpriifen, dass die Méchtigkeit von
Sy, gleich n! ist (wobei 0! = 1).

Bemerkung 2.2.8 (indizierte Summen in einer abelschen Gruppe). Sei A eine abelsche
Gruppe (allgemeiner, ein abelsches Monoid) und aq,...,a, € A. Nach der Kommutativitit
von + ist die Summe Y, _, a; unabhingig von der Reihenfolge dieser Elemente. Genauer
heifit das folgendes: Fiir jede Permutation o € S,, der Indexmenge {1,...,n} gilt:

Z ap = Z ag(k) .
k=1 k=1

Sei nun [ eine endliche Menge und (a;);¢c; eine Familie von Elementen von A mit Indexmenge
I. Dann kann man die Summe Y ._;a; € A wie folgt definieren. Man wéhlt eine Bijektion

iel
f:{1,...,n} = I und setzt
D aii= ) asa-
i€l k=1

Die rechte Seite ist unabhingig von der Wahl von f, denn: Seien f,g: {1,...,n} — I zwei
Bijektionen. Dann ist ¢ = f~! o g eine Permutation von {1,...,n}, und es gilt

Z Qrk) = Z Afok)) = Z Gg(k)-
k=1 k=1 k=1
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2.3 Korper

Der Begriff des Korpers ist eine Abstraktion der arithmetischen Struktur der rationalen,
reellen und komplexen Zahlen.

Definition 2.3.1 (Korper). Ein Korper ist ein Tripel (K, 4+, -), bestehend aus einer Menge
K und Abbildungen

+ KxK—>K, (r,y)bx+y,
2 KxK—K, (z,y)—z-y,

die als Addition und Multiplikation bezeichnet werden, mit folgenden Eigenschaften:

(i) (K,+) ist eine abelsche Gruppe. Das heifit, die Verkniipfung + ist assoziativ und
kommutativ, sie besitzt ein neutrales Element 0, und jedes Element von K besitzt ein
inverses Element bzgl. +.

Die Verkniipfung - ist assoziativ, kommutativ, und besitzt ein neutrales Element 1.

)
(iii) Jedes Element von K \ {0} besitzt ein inverses Element bzgl. -.
) Es gilt 0 # 1.

)

Es gilt das Distributivgesetz: Fir alle z,y, 2z € K,

z-(y+z)=z-y+x- 2.
Beispiel 2.3.2. (Q,+,"), (R,+,:) und (C,+,) sind Korper. Siehe Abschnitt fiir die
formalen Konstruktionen von Q, R und C.

Bemerkung 2.3.3. Da die Verkniipfung - kommutativ ist, gilt auch in einem Ko&rper das
umgekehrte Distributivgesetz

(x+y)-z=z-2+y- =z

Durch Induktion kann man aulerdem folgendes verallgemeinertes Distributivgesetz bewei-

sen:
i=1 i=1
Dies gilt auch fir n = 0 nach Proposition i).

Bemerkung 2.3.4. Nach Definition gilt in einem Korper 0 # 1. Ein Kérper enthélt deshalb
mindestens zwei Elemente. Eigentlich existiert ein Korper mit genau zwei Elementen, siehe

Abschnitt 2.4.41

Bemerkung 2.3.5. Wenn wir in der Definition auf Axiome (iii) und (iv) verzichten,
erhalten wir den Begriff des kommutativen Ringes. Zum Beispiel ist (Z, 4+, -) ein kommuta-
tiver Ring, aber kein Kérper. Kommutative Ringe spielen eine wichtige Rolle in mehreren
Bereichen der Mathematik, und sie werden in der spateren Vorlesung Kommutative Algebra
untersucht.

Notation 2.3.6. In einem Korper verwenden wir ausschlieflich die additive Notation|2.1.11]
fiir die erste Verkniipfung und die multiplikative Notation 2.1.4] fiir die zweite Verkniipfung.
Insbesondere schreiben wir —z fiir das inverse Element von x bzgl. + und (falls z # 0) 2~ 1
fiir das inverse Element bzgl. -. Aulerdem verwenden wir die Bruchnotation

falls y # 0.
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Notation 2.3.7. Wie bei Gruppen unterdriickt man oft die Verkniipfungen in der Notation
fiir einen Korper (K, +,-). Das heifit, man sagt iiblicherweise ,,Sei K ein Koérper” und nicht
»Sei (K, +,-) ein Korper®.

Proposition 2.3.8 (Rechnen in Korpern). Sei (K, +,-) ein Korper.
(i) Fir allex € K ¢ilt0-2 = 0.
(ii) Fir alle x € K gilt (—1) - © = —x. Insbesondere ist (—1) - (—1) = 1.
(iii) (Nullteilerfreiheit) Sind z,y € K\ {0}, so ist x -y € K \ {0}.
Beweis. Zu (i). Nach dem Distributivgesetz gilt (04+0)- 2 =0-2+0-2. Da0+0 =0,

erhalten wir
0-2=0-2+0-x.

Da (K, +) eine Gruppe ist, diirfen wir 0 - z von beiden Seiten subtrahieren. Also 0 =0 - z.

Zu (ii). Nach der Eindeutigkeit des inversen Element (Proposition genligt es zu
zeigen, dass (—1) - = ein inverses Element von x beziiglich + ist, d.h., dass (—1) -z 4+ 2 = 0.
Wir berechnen:

(-)rz+axz=(-1)-z+1-x (1 neutral)
=(-1)+1) =z (Distributivitét)
=0z
=0. (nach (i))

Zu (iii). Wir beweisen die Kontraposition. Seien z,y € K mit = -y = 0. Zu zeigen ist,
dass x = 0 oder y = 0. Falls y # 0, existiert ein inverses Element y~!, so dass y -y~ = 1.

Also gilt
r=u-1 (1 neutral)
=z (y-y ")
=(z-y)-y! (Assoziativitat)
=0-y~! (da z-y=0)
=0, (nach (i))
wie gewiinscht. O

Korollar 2.3.9. Ist (K,+,-) ein Korper, so ist (K \ {0},-) eine abelsche Gruppe.

Beweis. Zuerst muss man beobachten, dass die Multiplikation (K \ {0}) x (K \ {0}) auf
K \ {0} abbildet. Dies folgt aus Proposition [2.3.8[(iii). Nach Definition eines Korpers ist die
Verkniipfung - assoziativ und kommutativ, und sie besitzt ein neutrales Element 1 € K\ {0}.
Es bleibt zu zeigen, dass jedes z € K \ {0} ein inverses Element in K \ {0} besitzt. Nach
Definition eines Korpers gibt es ein inverses Element 271 € K. Da 272 = 1 # 0, folgt aus

Proposition i), dass 271 #£ 0. O

Notation 2.3.10. Sei (K, +,-) ein Korper. Die Menge K \ {0} wird oft mit K™* oder K*
bezeichnet, besonders wenn man diese Menge als abelsche Gruppe bzgl. - betrachtet.

Bemerkung 2.3.11. Wenn wir in der Definition die Axiome (ii) und (iii) durch das
einfachere Axiom (K, -) ist eine abelsche Gruppe® ersetzen, dann erhalten wir einen Begriff,
der keine Beispiele besitzt. Denn in einem solchen K wiirde 0 ein Inverses 0~! haben, so
dass 0- 07! = 1. Auf der anderen Seite ist 0- 0~ = 0 nach Proposition [2.3.8(i), und somit
0 =1, im Widerspruch zum Axiom (iv).
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Zur Erinnerung (Notation [2.1.11)), in der additiven Gruppe (K, +) eines Korpers haben
wir fir alle n € Z und = € K das ganzzahlige Vielfache n - « definiert. Insbesondere gibt es
eine Abbildung

7 — K,
nk—n-1,

wobei 1 € K das neutrale Element bzgl. - ist. Man schreibt oft einfach n fiir das Element
n-1von K. Wenn K = Q, R oder C, ist diese Abbildung injektiv, und zwar die gewohnliche
Inklusion von Z in diesen Kérpern. Im Abschnitt [2:4.4] geben wir Beispiele von Korpern,
in denen n -1 = 0 mit einem n # 0. Im Vorgriff auf diese Beispiele fithren wir folgende
Definition ein:

Definition 2.3.12 (Charakteristik eines Korpers). Sei K ein Korper. Die Charakteristik
von K, char(K), ist die wie folgt definierte natiirliche Zahl:

o Fallsn-1#0 fiir alle n € N\ {0}, ist char(K) = 0.
o Andernfalls ist char(K) das kleinste n € N\ {0} mit n-1=0.

In einem Koérper K der Charakteristik n £ 0 gilt n - = 0 fiir alle € K, denn:
nr=x+--+zx=1+---+1)-2=(n-1)-2=0-2=0.

Proposition 2.3.13. Sei K ein Korper. Dann ist die Charakteristik von K entweder 0 oder
eine Primzahl.

Beweis. Sei n = char(K). Wir nehmen an, dass n # 0. Da 1 # 0 in K, ist auch n # 1. Es
sei n = rs mit natiirlichen Zahlen 7, s € N. Zu zeigen ist, dass r = n oder s = n. Es gilt

O=n-1=r-(s-1)=(r-1)-(s-1),

wobei die letzte Gleichung aus dem Distributivgesetz folgt. Aus der Nullteilerfreiheit von K
(Proposition iii)) folgt -1 =0 oder s-1 = 0. Aber n ist nach Definition die kleinste
natiirliche Zahl mit n -1 = 0. Es muss also r = n oder s = n sein, wie gewiinscht. O

Beispiel 2.3.14. In einem Korper K der Charakteristik 2 gilt (a + b)? = a? + b? fiir alle
a,b € K. Denn in einem beliebigen Korper gilt (a +b)? = a? + 2ab + b2, wobei 2ab = ab+ ab
(dies folgt aus der Distributivitét von - iiber + und der Kommutativitét von -), und 2ab =0
in K.

Allgemeiner, wenn die Charakteristik von K eine Primzahl p ist, folgt aus dem binomi-
schen Lehrsatz, dass (a + b)P = a? + bP fiir alle a,b € K.

2.4 Beispiele von Korpern

2.4.1 Die rationalen Zahlen

Die ganzen Zahlen Z bilden keinen Korper beziiglich Addition und Multiplikation, denn
die ganzen Zahlen auler +1 besitzen keine inverse Elemente beziiglich Multiplikation. Um
(Z,+,-) zu einem Korper zu erweitern, brauchen wir Briiche ganzer Zahlen hinzuzufiigen.
Dann erhalten wir die rationalen Zahlen @, und (Q, +, -) ist ein Korper. In diesem Abschnitt
erklaren wir, wie QQ aus Z eigentlich konstruiert werden kann.

Die Konstruktion von Q aus Z ist ganz analog zu der Konstruktion von Z aus N, wobei
die Multiplikation die Rolle der Addition iibernimmt. Jede rationale Zahl kann als Bruch
zweier ganzen Zahlen a,b mit b # 0 dargestellt werden, aber diese Darstellung ist nicht
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eindeutig: Es gilt a/b = a' /b genau dann, wenn ab’ = a’b. Deswegen fiithren wir folgende
Aquivalenzrelation ~ auf Z x (Z\ {0}) ein:

(a,b) ~ (a',b') < ab' =d'b,
und setzen wir:

Q :=(Z x (Z\{0}))/~-
Durch die injektive Abbildung

Z — Q,
a = [(a,1)],
kénnen wir Z mit einer Teilmenge von Q identifizieren.

Weiter definieren wir die arithmetischen Operationen + und - und die totale Ordnungs-
relation < wie folgt (nach den tiblichen Bruchregeln):

[(a1,b1)] + [(az, b2)] = [(a1b2 + azb1, b1b2)],
[(a1,b1)] - [(az,b2)] = [(a1az2,b1b2)],
{a1b2 < agby, falls biby > 0,

,b1)] < ,b
;b)) < [(a2,b2)] arby > agby, falls byby < 0.

J

Man sollte natiirlich nachpriifen, dass +, - und < durch diese Formeln wohldefiniert sind, was
nicht schwierig ist. Aulerdem setzen +, - und < auf Q die entsprechenden Verkniipfungen
bzw. Relation von Z fort.

2.4.2 Die reellen Zahlen

Im Vergleich zu den Konstruktionen von Z und Q ist die Konstruktion der reellen Zahlen R
deutlich komplizierter, und sie benotigt etwas analytisch.

Die Idee ist, dass es in der Menge Q der rationalen Zahlen ,Locher® beziiglich der ge-
wohnlichen Ordnung < gibt, und dass wir die reellen Zahlen erhalten, indem wir diese Locher
ausfiillen. Zum Beispiel gibt es keine rationale Zahl z mit 22 = 2 (Satz . Trotzdem
kann man die rationalen Zahlen in zwei Teilmengen unterteilen, je nachdem z? kleiner als
oder grofler als 2 ist:

Q<\/§::{x€@\x<00derx2<2},
Q>\/§::{J;€Q|x20undm2>2}.

Dann ist jede Zahl in Q_, /5 kleiner als jede Zahl in Q. /3, und es gilt:

QU s=Q Q. znQ, z=2.

Aber Q_, 5 hat kein grofites Element, und Q. 5 hat kein kleinstes Element. In diesem Sinne
gibt es ein ,Loch® zwischen Q_ vz und Q. /3, und dieses Loch wird durch die reelle Zahl
V2 ausgefillt.

Wir erkléren jetzt die zwei hdufigsten Konstruktionen von R: die ,,Dedekindschen® reellen
Zahlen Rpegekina und die ,,Cauchyschen® reellen Zahlen Rcaucny. Die zweite Konstruktion
wird in der Volesung Analysis I ausfiihrlicher behandelt. Es gibt noch weitere Konstruk-
tionen von R, aber die gewidhlte Konstruktion ist nicht wichtig, solange die Ausgabe ein
vollstandiger angeordneter Korper ist.

Definition 2.4.1 (Dedekindscher Schnitt). Ein Dedekindscher Schnitt auf Q ist eine Teil-
menge A C Q mit folgenden Eigenschaften:

e A und A#Q.
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e A ist in Q nach unten abgeschlossen, d.h., ist a € A und ist b < a, so ist b € A.
e A enthélt kein grofites Element.

Ein Dedekindscher Schnitt heifit rational, falls das Komplement von A ein kleinstes Element
besitzt.

Man kann die reellen Zahlen als die Menge aller Dedekindschen Schnitte auf Q definieren:
Rpedekind := {A | A ist ein Dedekindscher Schnitt auf Q} C P(Q).

Mit dieser Definition gibt es eine injektive Abbildung

Q — Rpedekind, ¢+ Qg ={r € Q|2 < g},

deren Bild genau aus den rationalen Schnitten besteht. Die Addition auf Rpegekind, Sowie
die Ordnungsrelation <, kann man auch leicht definieren:

A+B={a+b|la€ Aundbec B},
A< B<— ACB,

wobei + auf der rechten Seite die gewthnliche Verkniipfung auf Q ist. Die Multiplikation
ist etwas mithsamer zu definieren. Falls Q.9 C A und Qo C B (d.h., A und B entsprechen
> 0 reellen Zahlen), setzen wir

A-B=QcoU{a-blac ANQ>pund b€ BNQx>p}.

Mithilfe der iiblichen Vorzeichenregeln kann man diese Multiplikation auf ganz Rpedekind
fortsetzen. Man kann dann beweisen, dass (Rpedekind, +, -) €in Korper ist, und dass die obige
injektive Abbildung Q — Rpedeking identifiziert Q mit einem Teilkérper von Rpeqekind-

Definition 2.4.2 (Cauchyfolge in Q). Eine Folge (z,)nen in Q heifit Cauchyfolge wenn
folgendes gilt: Zu jeder rationalen Zahl e > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N € N, so dass fiir
alle n,m > N gilt |z, — .| < &. Sei Cauchy(Q) die Menge aller Cauchyfolgen in Q.

Zum Beispiel ist die konstante Folge (¢)nen mit g € Q eine Cauchyfolge. Man definiert
eine Aquivalenzrelation ~ auf Cauchy(Q) wie folgt: (2, )nen ~ (Yn)nen genau dann, wenn
folgendes gilt: Zu jeder rationalen Zahl € > 0 gibt es eine natiirliche Zahl N € N, so dass fiir
alle n > N gilt |z, — y,| < e. Man kann dann die reellen Zahlen als die Quotientenmenge

Rcauchy := Cauchy(Q)/~

definieren. Mit dieser Definition gibt es eine injektive Abbildung

Q — RCauchyv qt [(Q)nGN]v

(Zur Injektivitat: Falls ¢ # ¢/, sei e = |¢ — ¢’|/2 € Q. Dann |q — ¢'| £ . Aus der Definition
von ~ folgt, dass (¢)nen % (¢')nen.) Die Addition und Multiplikation auf Rcauchy werden
so definiert:

[(Tn)nen] + [(Un)nen] = [(Tn + Yn)nen],
[(wn)neN] : [(yn)neN] = [(wn : yn)neN]'

Hier ist es notwendig, ein paar Tatsachen nachzupriifen: erstens, dass (2, + Yn)nen bzw.
(zn, * Yn)nen eine Cauchyfolge ist, wenn (z,,)neny und (y,)nen Cauchyfolgen sind, und zwei-
tens, dass 4+ und - auf ~-Aquivalenzklassen wohldefiniert sind. Man kann auch die strenge
Ordnungrelation < wie folgt definieren: [(zy)nen] < [(Yn)nen] genau dann, wenn es ein
N € N und ein € € Qs ¢ gibt, so dass x,, + & < y,, fir alle n > N.
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Die Mengen Rpedekind Und Rcauchy sehen ganz verschieden aus. Um sie zu vergleichen,
definieren wir eine Abbildung

v: Cauchy(Q) — Rpedekind,
(Zn)nen > {x € Q] es existiert N € N, so dass x < x,, fiir alle n > N}.

Man kann leicht nachpriifen, dass

(xn)nEN ~ (yn)nEN - v((zn)nEN) = U((yn)HGN)'

Nach der universellen Eigenschaft der Quotientenmenge (Satz|1.4.9)) erhalten wir eine indu-
zierte Abbildung
v CaUChY(Q)/N = RCauchy — RDedekind-

Man kann dann zeigen, dass v bijektiv ist, und zwar ein Isomorphismus von angeordneten
Korpern, d.h., v ist kompatibel mit den arithmetischen Operationen und den Ordnungsrela-
tionen, die wir auf beiden Seiten definiert haben. Es gilt zum Beispiel v(z+y) = v(z) +0(y),
wobei + auf der linken Seite die Addition von Aquivalenzklassen von Cauchyfolgen ist, und
+ auf der rechten Seite die Addition von Dedekindschen Schnitten ist.

2.4.3 Die komplexen Zahlen
Eine komplexe Zahl ist ein Ausdruck der Gestalt a + bi mit a,b € R:

C:={a+bi|la,becR}

Die reelle Zahl a bzw. b heifit der Realteil bzw. der Imagindrteil der komplexen Zahl a + bi.
Mengentheoretisch kann man einfach C als R x R definieren, wobei ein Paar (a,b) als die
komplexe Zahl a + bi aufgefasst wird. Geometrisch kann man sich also die komplexe Zahl
a + bi als einen Punkt auf der Ebene vorstellen:

Mit folgenden Definitionen ist (C,+,-) ein Korper:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i,
(a+ i) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Insbesondere ist i2 = —1, wobei i := 0+ 1i. Umgekehrt folgen die obigen Formeln fiir 4+ und
- aus i2 = —1 und den Kérperaxiomen. Wir identifizieren R mit einem Teilkérper von C mit
Hilfe der injektiven Abbildung

R—C, ar>a+0i.

Bemerkung 2.4.3. Im Gegensatz zu N, Z, Q und R, gibt es auf C keine verniinftige totale
Ordnung <. Insbesondere gibt es keine ,positive“ und ,negative“ komplexe Zahlen.
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Beispiel 2.4.4. Eine komplexe Zahl a + bi heifit rational, falls a,b € Q. Die rationalen
komplexen Zahlen bilden einen Teilkorper Q(i) C C.

Man kann die Konstruktion der Zahlenmengen Z und Q damit motivieren, dass man
bestimmte algebraische Gleichungen 16sen will. Gleichungen der Gestalt

r4+a=>b abeN,

since nicht immer mit z € N l6sbar. Deswegen fithren wir die ganzen Zahlen Z ein, und dann
haben alle Gleichungen
r+a=b, abelZ,

eine Losung = € Z. In dhnlicher Weise, Gleichungen der Gestalt
a-x=0b, a,beZ, a#0,

sind nicht immer mit z € Z lésbar. Deswegen fiithren wir die rationalen Zahlen Q ein, mit
denen alle solchen Gleichungen l6sbar sind. Der Ubergang von Q nach R ist von anderer
Art: Es handelt sich um eine analytische und nicht algebraische Konstruktion (obwohl es
auch algebraische Gleichungen gibt, die in R aber nicht in Q Iésbar sind, z.B. 22 = 2). Nun

ist die Gleichung

z>=a, acR,

nur mit x € R lésbar, wenn a > 0. Dies motiviert die Einfiihrung der komplexen Zahlen.
Es stellt sich heraus, dass in C alle algebraische Gleichungen I6sbar sind, und deswegen
benétigen wir keine weitere Erweiterung von C. Das ist der Fundamentalsatz der Algebra,
den wir jetzt genauer formulieren.

Definition 2.4.5 (algebraisch abgeschlossener Korper). Ein Korper K heifit algebraisch
abgeschlossen, falls jede Gleichung der Gestalt

2"+ an 12" P+ taxtan=0
mit n > 1 und a; € K eine Losung = € K besitzt.
*Satz 2.4.6 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

Im Gegensatz dazu sind Q und R nicht algebraisch abgeschlossen.

2.4.4 Endliche Korper

Sei n > 1 eine natiirliche Zahl. Zur Erinnerung ist die Menge der Restklassen modulo n,
Z/nZ, die Quotientenmenge von Z beziiglich der Kongruenzrelation =,, (Beispiel [1.4.8)). Sie
ist eine endliche Menge der Méchtigkeit n:

Die Aquivalenzrelation =,, ist kompatibel mit den arithmetischen Operationen + und - im
folgenden Sinne: Sind z =, 2’ und y =, ¢/, sosindz+y =, 2’ +y und z -y =, =’ - y.
Daraus folgt, dass die wie folgt definierten Operationen auf Z/nZ wohldefiniert sind:
[z] + [y] := [z + ],
[z] - [y) =[x - y].
Mann kann sogar zeigen, dass (Z/nZ, +, -) ein kommutativer Ring ist (siche Bemerkung|2.3.5)).

Bemerkung 2.4.7. Wenn n = 24, ist uns die Addition auf Z/247Z vom Rechnen mit Uhr-
zeiten sehr bekannt. Zum Beispiel kénnen wir die Gleichung [5] — [8] = [21] in Z/24Z als
,,8 Stunden vor 5 Uhr ist 21 Uhr“ verstehen.
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*Satz 2.4.8. (Z/nZ,+,") ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Der Kérper Z/pZ mit p € N eine Primzahl wird auch mit F,, bezeichnet. Die Charakte-
ristik von I, ist gleich p.

Beispiel 2.4.9. Der Korper Fo hat genau zwei Elemente, ndmlich 0 und 1. Die Addition
und Multiplikation werden in folgenden Tabellen explizit dargelegt:

| 0
0

0 1

+
Fy = {0,1} 0
1

_ OO

1 .
1 0
0

Die Operationen + und - in diesem Kérper konnen auch als logische Operationen aufgefasst
werden: Wenn wir 0 als ,falsch® und 1 als ,wahr® interpretieren, dann entspricht + dem
exklusiven Oder und - der Konjunktion A.

Beispiel 2.4.10. Hier sind die Additions- und Multiplikationstabellen des Korpers Fs:

+ 1 -1 0 1 -1

Fy = {0,1,~1} 0 0 1 -1 00 0 0
1 1 -1 0 110 1 -1

-1| -1 0 1 -1]0 -1 1

Bemerkung 2.4.11. In der Vorlesung Algebra wird gezeigt, dass ein endlicher Korper
mit ¢ Elementen genau dann existiert, wenn ¢ eine Primzahlpotenz ist, d.h., wenn ¢ = p"
mit einer Primzahl p und einer natiirlichen Zahl n > 1. Auflerdem ist ein solcher Korper
eindeutig bis auf Isomorphie und wird mit IF, bezeichnet. Die Charakteristik von [Fp» ist
gleich p. Zum Beispiel gibt es einen Korper F4 mit vier Elementen und folgender Addition
bzw. Multiplikation:

+10 1 « §p 0 1 o pB
00 1 «a g 010 0 0 O
F, ={0,1,a, 5} 11 0 B « 1170 1 a pB
al|la g 0 1 all0 a g 1
8|18 a 1 0 610 B 1 «

Bemerkung 2.4.12. Die endlichen Korper F, sind nicht algebraisch abgeschlossen. Es
existiert aber auch algebraisch abgeschlossene Korper der Primcharakteristik p.
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Kapitel 3

Vektorraume

In diesem Kapitel legen wir einen Kérper K fest. Der Kérper K heifit der Grundkdrper, und
die Elemente von K heiflen Skalare. Wir verwenden tublicherweise griechische Buchstaben
A, i, ... fur Skalare.

3.1 Das prototypische Beispiel

Sei n € N. Das prototypische Beispiel eines Vektorraums iiber K ist die Menge K" aller
n-Tupel von Elementen von K:

K'=Kx--xK={(x1,...,z,) | x; € K}.
1
n ma.

Wir werden oft ein n-Tupel (21,2, ...,2,) € K™ als Spaltenvektor

Z1
€2

Ln

darstellen. Der Grund fiir eine solche Darstellung wird spéter im Zusammenhang mit der
Multiplikation von Matrizen begriindet werden (siche Abschnitt [4.2.1))
Sei i € {1,...,n}. Die i-te kanonische Projektion von K™ auf K ist die Abbildung

mi: K" — K,
Z1
T2
= x;.
LTn

Ist z € K™, so schreibt man tiblicherweise z; fir m;(z), so dass

T
T2

Tn

Das Element z; € K heifit die i-te Koordinate des n-Tupels z € K.
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Bemerkung 3.1.1. Wenn n = 0 ist K™ das Produkt einer Mengenfamilie mit leerer Index-
menge. Nach Definition [1.2.15[iv) besteht also K° aus genau einem Element, dem ,leeren
Spaltenvektor*. Wenn n =1 ist K" = K.

Definition 3.1.2 (Addition und Skalarmultiplikation auf K™).
o Die Addition auf K™ ist die wie folgt definierte Abbildung:
+: K"x K" = K",

1 Y1 1+
: —

o Die Skalarmultiplikation auf K™ die wie folgt definierte Abbildung:

K x K" — K™,
T ATy

Al = :
Ty AT,

Lemma 3.1.3. Seien Gy, ...,G, Gruppen. Dann ist das Produkt G1 X --- X G,, eine Gruppe
mit der komponentenweisen Verkniipfung

(g1y--y9n) - (h1y. oo shn):==(g1 - h1,. ., gn - hn).
Die Gruppe Gy X --- X Gy, ist abelsch, falls alle Gruppen Gy, ...,G, abelsch sind.

Beweis. Alle Gruppenaxiome fiir G X - - - X Gy, folgen unmittelbar aus den Gruppenaxiomen
fiir die einzelnen Faktoren G;. Zur Assoziativitat gilt nach Definition der Verkniipfung:

((91s -2 ) (B h)) (B - Ben) = ((g1ha) K1 - - (G P ) n),
(91, s 7gn)((hla B hn)(kh . akn)) = (gl(hlkl)a te agn(hnkn))a

und die rechten Seiten sind gleich nach der Assoziativitit in jedem G;. Im abelschen Fall wird
die Kommutativitat auf dhnliche Weise nachgepriift. Das neutrale Element ist das n-Tupel
der neutralen Elemente (e, ...,e). Das Inverse von (g1,...,gn) ist (gfl, e g ). O

Bemerkung 3.1.4. Keine dhnliche Aussage gilt fiir Korper: Das Produkt Ky x Ky zwei-
er Korper ist kein Korper bzgl. der komponentweisen Verkniipfungen, da z.B. (1,0) kein
multiplikatives Inverses besitzt (es ist jedoch ein kommutativer Ring).

Proposition 3.1.5 (Eigenschaften der Addition und der Skalarmultiplikation auf K™).
(i) (K™, +) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) Fir alle \,p € K und x € K™ gilt

A-p)-z=X(u-a)

(iii) Fir alle x € K™ gilt

(iv) Fir alle \,u € K und xz,y € K™ gilt

Aty =AztAy,
A+p)-z=Xz+pu-z
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Beweis. Aussage (i) ist der Sonderfall von Lemma mit G; = -+ = G, = K. Die
Beweise der Eigenschaften (ii)—(iv) sind dhnlich: Sie lassen sich komponentweise nachrechnen
und folgen aus den entsprechenden Eigenschaften der Verkniipfungen + und - des Korpers
K. Wir beweisen stellvertretend Aussage (ii):

(A-p) -1
Aep)-x= (Definition der Skalarmultiplikation)
(A-p) -2
A (pa)
= : (Assoziativitdt von - in K)
A ()
-
=X : (Definition der Skalarmultiplikation)
[t Ty
=X (u-x). (Definition der Skalarmultiplikation) O

Definition 3.1.6 (Standardeinheitsvektoren). Seii € {1,...,n}. Der i-te Standardeinheits-
vektor in K™ ist

wobei 1 in der i-te Zeile liegt und alle anderen Koordinaten null sind.

Wenn K = R, kénnen wir R? und R? als die 2-dimensionale Ebene und den 3-dimensionalen
Raum der Euklidischen Geometrie auffassen. Das heifit, wir konnen Elemente von R? und
R3 mit Punkten der Ebene und des Raums identifizieren. Manchmal stellt man auch ein
Element z aus R? oder R? mit einem Pfeil von dem Nullpunkt nach dem Punkt x dar:

A

T
o F----— Tr =
T2

Y

Diese Darstellung ist hilfreich, um die Addition und Skalarmultiplikation auf geometrische
Weise zu beschreiben: Man erhélt die Summe x + y zweier Elemente « und y, indem man
der Pfeil von y ldngs des von = verschiebt, und man erhélt das A-Vielfache A-z von z, indem
man der Pfeil von z um den Faktor A skaliert:

A

e Tty

Diese geometrische Anschauung ist auch hilfreich in héherer Dimension oder bei anderen
Korpern, selbst wenn man nicht zeichnen kann.
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3.2 Vektorraiime

Wir abstrahieren jetzt die in Proposition [3.1.5] bewiesenen Eigenschaften von K™ zum Begriff
des Vektorraums:

Definition 3.2.1 (Vektorraum). Ein Vektorraum iiber K, oder K - Vektorraum, ist ein Tripel
(V,+, "), bestehend aus einer Menge V und Abbildungen

+:VxV =V, (vw)bov+w,

S KxV oV, (AMv)es Ao,

die als Addition und Skalarmultiplikation bezeichnet werden, mit folgenden Eigenschaften:
(i) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(ii) Fir alle A\, p € K und v € V gilt

(Ap)-v=A(u-v).

(iii) Fir alle v € V gilt

(iv) Fir alle A\, u € K und v,w € V gilt

A(v+w)=X-v+ A w,
A+p) v=Av+pu-v.

Elemente von V heiflen Vektoren. Das neutrale Element 0 bzgl. 4+ heifit der Nullvektor.

Bemerkung 3.2.2. Im zweiten Axiom, (A-u)-v = A-(u-v), das erste - ist die Multiplikation
auf K, und die anderen drei - sind Skalarmultiplikation. Wegen diesem Axiom darf man
einfach \ -y - v schreiben. Allgemeiner, sind Ay, ..., \, Skalare, so darf man Ay -...- A, v
ohne Klammern schreiben. Wie tiblich wird das Symbol - oft ganz unterdriickt.

Beispiel 3.2.3 (Vektorraum der n-Tupel). Fiir jedes n € N ist (K™, +,-) ein Vektorraum
iiber K, wobei + und - die Addition und Skalarmultiplication von n-Tupeln sind (Definition

3.1.2)). Dies folgt aus Proposition

Beispiel 3.2.4 (Korpererweiterungen als Vektorraume). Sei L ein Korper. Ein Teilmenge
K C L heif3t Teilkorper, wenn sich die Addition und Multiplikation auf L zu K einschrianken
und K mit diesen eingeschrinkten Verkniipfungen einen Kérper bildet. Man sagt dann auch,
dass L eine Kérpererweiterung von K ist. Zum Beispiel: R und C sind Korpererweiterungen
von Q, und C ist auch eine Koérpererweiterung von R.

Wenn L eine Korpererweiterung von K ist, dann bildet L mit seiner Addition und seiner
auf K x L eingeschriankten Multiplikation einen K-Vektorraum: Die Axiome (i)—(iv) der
Definition [3.2.1] sind Sonderfille der Kérperaxiome fiir L.

Beispiel 3.2.5 (Vektorrdume von Abbildungen). Sei V ein K-Vektorraum und X eine
beliebige Menge. Dann ist die Menge Abb(X, V) aller Abbildungen von X nach V ein K-
Vektorraum beziiglich der punktweisen Addition bzw. Skalarmultiplikation:

+: Abb(X,V) x Abb(X,V) — Abb(X, V),
(f,9) = (@ f(2) +g(2)),

-+ K x Abb(X,V) — Abb(X, V),
N ) B (@ f2).
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Alle Axiome der Definition [3:2.3] kénnen punktweise nachgepriift werden und folgen aus den
entsprechenden Axiomen fiir V.

Insbesondere haben wir den K-Vektorraum Abb(X, K) aller Abbildungen von X nach
K, der auch mit KX bezeichnet wird. Der K-Vektorraum K™ kann als Sonderfall dieser
Konstruktion aufgefasst werden, ndmlich mit X = {1,...,n}: Effektiv ist ein n-Tupel in K
nichts anderes als eine Abbildung {1,...,n} — K.

Proposition 3.2.6 (Rechnen in Vektorrdumen). Sei V' ein Vektorraum tber K.
(i) Fir alle A € K gilt A-0 =0, wobei 0 € V' der Nullvektor ist.

(ii) Fir alle v € V gilt 0-v = 0. Dabei bezeichnet 0 auf der linken Seite den Nullskalar
und auf der rechten Seite den Nullvektor.

(i) Fir alle € K undv €V gilt (=X)-v=—(-v) und A- (—v) = —(A-v).
(iv) Sind A € K\ {0} und v € V\ {0}, so ist \-v € V \ {0}.
Beweis. Zu (i). Nach Axiom (iv) gilt

A-0=X-(0+0)=X-0+X-0.

Da (V,+) eine Gruppe ist, konnen wir A - 0 von beiden Seiten subtrahieren, und erhalten
wir 0= X - 0.
Zu (ii). Ahnlicher Beweis: Nach Axiom (iv) gilt

0-v=(04+0)-v=0-v+0-v,

und daher 0 =0-v.
Zu (iii). Nach der Eindeutigkeit von inversen Elementen geniigt es zu zeigen, dass (—\)-v
und A - (—v) inverse Elemente von A - v bzgl. + sind. Nach Axiom (iv) gilt

(=) v+Av=((-N)F+A)-v=0-0v,
und 0 - v ist gleich null nach (ii). Nach Axiom (iv) gilt ebenfalls
A(=v)+ X v=A-((—v)+v)=X-0,

und A - 0 ist gleich null nach (i).
Zu (iv). Wir beweisen die dquivalente Aussage: Ist A-v = 0 und X # 0, so ist v = 0. Da
K ein Korper ist hat A ein Inverses A~! bzgl. -. Dann gilt:

v=1-wv (Axiom (iii))
=\t (A7 invers zu \)
=21 (\w) (Axiom (ii))
=110 (Annahme)
=0. (nach (i)) O

3.2.1 Untervektorraume

Definition 3.2.7 (Untervektorraum). Sei (V,+,-) ein Vektorraum tiber K. Eine Teilmenge
U C V heifit Untervektorraum, wenn sich die Abbildungen +: VxV — Vund -: KxV =V
zu Abbildungen +: U x U — U und -: K x U — U einschrédnken, und U mit diesen
eingeschréankten Verkniipfungen ein K-Vektorraum ist.

Ist U ein Untervektorraum eines K-Vektorraums (V, +, ), so betrachten wir immer U als
K-Vektorraum mit den eingeschrinkten Verkniipfungen. Um Untervektorrdume zu erkennen
verwenden wir folgendes Kriterium:
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Proposition 3.2.8 (Kriterium fiir Untervektorrdume). Sei V' ein Vektorraum tber K. Eine
Teilmenge U C V ist genau dann ein Untervektorraum, wenn folgende drei Bedingungen
erfiullt sind:

(i) U ist nicht leer.
(ii) Fir allev,w e U giltv+weU.
(i) Fir alleveU und A€ K gilt A\-v e U.
Auferdem gilt in diesem Fall:
(iv) Der Nullvektor 0 € V liegt in U, und ist auch der Nullvektor von U.

(v) Fir allev € U, der inverse Vektor —v € V liegt in U, und ist auch das Inverse von v

nU.

Beweis. Ist U ein Untervektorraum, so sind Bedingungen (ii) und (iii) nach Definition erfiillt.
AuBlerdem ist U nicht leer, da es als Vektorraum einen Nullvektor enthélt.

Umgekehrt, sei U C V eine Teilmenge, die die Bedingungen (i)—(iii) erfiillt. Nach (ii) und
(iii) schrinken sich die Verkniipfungen + und - auf U ein, und es ist zu zeigen, dass (U, +, -)
ein K-Vektorraum ist. Die Axiome (ii)—(iv) in der Definition eines Vektorraums, wie
auch die Assoziativitdt und Kommutativitdt von +, gelten fiir alle v,w € V und A\, 4 € K;
insbesondere gelten sie fir alle v,w € U und \,u € K. Es bleibt also zu zeigen, dass in U
ein neutrales Element und inverse Elemente bzgl. 4 existieren. Dazu gentigt es (iv) und (v)
zu beweisen. Nach Proposition iii) und dem Vektorraumaxiom 1 v = v gilt

(=) v=—=(1-v)=—v
fir alle v € V. Aus (iii) folgt, dass —v € U fiir alle v € U, d.h., es gilt (v). Nach (i) existiert
ein u € U. Da u+ (—u) =0, liegt 0 in U nach (v) und (ii), d.h., es gilt (iv). O

Beispiel 3.2.9. Sei V ein beliebiger K-Vektorraum. Dann sind {0} und V' Untervektorrau-
me von V.

Beispiel 3.2.10 (Ursprungsgeraden). Sei V ein K-Vektorraum und v € V' \ {0}. Dann ist
die Teilmenge
K-vi={Av|AeK}CV

ein Untervektorraum. Dieser Untervektorraum heiflt die von v aufgespannte Gerade in V.
Wenn K = R und V = R? oder R?, dann ist R - v eine Gerade im {iblichen Sinn: Sie ist
namlich die Gerade, die durch den Ursprung und v l4uft:

A

Beispiel 3.2.11 (Ursprungsgeraden iiber endlichen Korpern). Sei p eine Primzahl. Eine
Ursprungsgerade in einem IF,-Vektorraum besteht aus genau p Elementen. Folgendes Bild
zeigt alle vier Ursprungsgeraden in F3:
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Beispiel 3.2.12. Sei I eine beliebige Menge. Wir betrachten den K-Vektorraum K! =
Abb(I, K) aller Abbildungen von I nach K (siehe Beispiel |3.2.5). Sei K/) seine Teilmenge
bestehend aus aller Abbildungen, die auerhalb einer endlichen Teilmenge von I null sind:

KW = {f: I — K | es existiert J C I endlich, so dass f(I\J) C {0}}.

Dann ist K ein Untervektorraum von K’, denn: (i) Er enthélt den Nullvektor; (ii) falls
f1 auBerhalb J; und fy auBlerhalb Jo null sind, dann ist f; + fo auBlerhalb J; U Jo null; (iii)
falls f auflerhalb J null ist, dann ist A - f ebenfalls aulerhalb J null. Man beachte, dass
K = KT wenn I endlich ist.

Beispiel 3.2.13 (konvergente Folgen). Sei RY der R-Vektorraum aller Folgen in R. Dann
ist die Teilmenge

Konv(R) := {(2,)nen € RY | (2,,)nen konvergiert} ¢ RY

ein Untervektorraum. Dies folgt aus dem Kriterium[3:2.8] da die Summe zweier konvergenten
Folgen konvergiert, wie auch die Skalarmultiplikation einer konvergenten Folge mit einer
reellen Zahl.

Beispiel 3.2.14 (Funktionenrdume). Sei K = R und seien a < b reelle Zahlen. Nach Beispiel
ist die Menge Abb(][a, b], R) aller reellen Funktionen auf [a, b], versehen mit der punkt-
weisen Addition bzw. Skalarmultiplikation, ein R-Vektorraum. In der Analysis betrachtet
man viele verschiedene Sorten solcher Funktionen, und die entsprechenden Teilmengen von
Abb([a, b], R) sind oft Untervektorrdume. Das gilt zum Beispiel fiir stetige, differenzierbare,
stetig differenzierbare, beliebig oft differenzierbare und Riemann-integrierbare Funktionen.

Bemerkung 3.2.15 (Abhéngigkeit vom Grundkorper). Sei K C L eine Korpererweiterung
(siehe Beispiel. Dann kénnen wir jeden L-Vektorraum V als K-Vektorraum betrachten,
indem wir die Skalarmultiplikation -: LxV — V auf K xV einschranken. Ob eine Teilmenge
U C V ein Untervektorraum ist, hdngt davon ab, iiber welchem Koérper wir V' als Vektorraum
betrachten. Zum Beispiel ist R ein Untervektorraum von C, wenn wir C als R-Vektorraum
betrachten, aber nicht wenn wir C als C-Vektorraum betrachten. Deswegen sollten wir eher
von K-Untervektorrdumen sprechen, wenn solche Mehrdeutigkeiten moglich sind.

Proposition 3.2.16 (Durchschnitt von Untervektorraumen). Sei V' ein Vektorraum dber
K. Sind U W CV Untervektorriume, so ist U NW CV ein Untervektorraum.

Allgemeiner, ist (Us;)ier eine beliebige Familie von Untervektorrdumen von V, so ist
Nic; Ui CV ein Untervektorraum.

Beweis. Wir beweisen die allgemeinere Aussage mithilfe der Proposition Der Durch-
schnitt (;; U; ist nicht leer, da jedes U; den Nullvektor von V enthélt. Die Bedingungen
(ii) und (iii) fiir alle U; implizieren dieselben Bedingungen fiir ;. U;. O

Definition 3.2.17 (erzeugter Untervektorraum, Erzeugendensystem). Sei V' ein Vektor-
raum lber K und E C V eine Teilmenge.

o Der von E erzeugte Untervektorraum, oder die lineare Hiille von E, ist

Spang (E) := ﬂ U,
UEU(E)

wobei U(E) die Menge aller Untervektorrdume U C V mit E C U ist. Nach Propositi-
on 3.2.16|ist Spang (E) ein Untervektorraum von V, und zwar der kleinste Untervek-
torraum, der E enthalt.

o FE heifit Erzeugendensystem von V| falls Spang (E) = V.
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Ein Ausdruck der Gestalt .
S
i=1

mit n € N, \; € K und v; € V heiit Linearombination der Vektoren v;. Die folgende Pro-
position gibt eine explizite Beschreibung des Untervektorraums Spang (E) als die Menge
aller Linearkombinationen von Vektoren aus E. Insbesondere ist E genau dann ein Erzeu-
gendensystem von V', wenn jeder Vektor aus V eine Linearkombination von Vektoren aus E
ist.

Proposition 3.2.18. Sei V' ein Vektorraum dber K und E C V' eine Teilmenge. Dann gilt

Spang (E) = {Z i - v

i=1

neN, \; € K, vieE}.

(Dabei ist die leere Summe Z?:1 i - v; gleich 0, nach Notation|2.1.11})

Beweis. Zu D. Nach Definition gilt £ C Spang (F). Da Spang (E) ein Untervektorraum ist,
jede Summe Y7 | A; - v; auf der rechten Seite liegt in Spang (E).

Zu C. Sei U die Menge auf der rechten Seite. Es gilt £ C U. Nach Definition von
Spang (F) geniigt es also zu zeigen, dass U ein Untervektorraum von V ist. Dazu verwenden
wir das Kriterium Es gilt 0 € U, insbesondere ist U nicht leer. Bedingung (ii) ist
offensichtlich, und Bedingung (iii) folgt aus den Vektorraumaxiomen, da

i=1
Beispiel 3.2.19.
(i) Es gilt Spang (@) = {0}, weil {0} bereits ein Untervektorraum ist, der & enthélt.
(ii) Die Menge der Standardeinheitsvektoren {eq,...,e,} C K™ ist ein Erzeugendensystem
von K", da jeder Vektor z € K™ als
r=x1-€1+ - +Tp- ey
dargestellt werden kann.
(iii) Sei E C Q™ die Menge aller n-Tupel (z1,...,2,) mit z; > 7 fir alle 4, d.h., F =
(Q=7)™. Dann ist E ein Erzeugendensystem des Q-Vektorraums Q™, denn: Sei U C Q"

ein Untervektorraum, der E enthélt. Es gilt (8,...,8) € Fund e; + (8,...,8) € E fiir
alle 7 € {1,...,n}, und damit e; € U. Aus (ii) folgt, dass U = Q".

(iv) Sei I eine Menge und sei K’ der Vektorraum aller Abbildungen von I nach K (sie-
he Beispiel [3.2.5). Man kann jedem i € I einen ,Standardeinheitsvektor e; € K’
zuordnen, wobei

ei: I - K,

. 1, falls j =1,
J = .
0, fallsj #1.

Im Gegensatz zu (ii), wenn I unendlich ist, ist die Menge {e; | i € I} kein Erzeugen-
densystem von K. Denn jede Abbildung f: I — K, die eine Linearkombination der
Abbildungen e; ist, ist gleich null auflerhalb einer endlichen Teilmenge von I. Es gilt
also

Spang ({e; |i € I}) = K c K7,

wobei K) der im Beispiel [3.2.12] definierte Untervektorraum ist.
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Beispiel 3.2.20. Sei K = R und seien u, v,w € R? drei Vektoren. Es gibt vier verschiedenen
geometrischen Moglichkeiten fiir Spang ({u, v, w}):

o Falls u =v =w =0, dann ist Spang({u, v, w}) = {0}.

e Falls die drei Vektoren auf derselben Ursprungsgerade G liegen, und nicht alle null
sind, dann ist Spang ({u,v,w}) = G.

o Falls die drei Vektoren auf derselben Ursprungsebene E liegen, aber nicht auf irgend-
einer Ursprungsgerade, dann ist Spang ({u,v,w}) = E.

o Falls die drei Vektoren auf keiner gemeinsamen Ursprungsebene liegen, dann ist
Spang ({u, v, w}) = R3, d.h., {u,v,w} ist ein Erzeugendensystem.

Definition 3.2.21 (endlich erzeugt). Ein K-Vektorraum V heiit endlich erzeugt, falls er
ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

Beispiel 3.2.22.

(i) Fir alle n € Nist K™ endlich erzeugt, da {ey, ..., e,} ein endliches Erzeugendensystem

von K™ ist (siehe Beispiel [3.2.19((ii)).

(ii) Ist I eine unendliche Menge, so sind K! und KD nicht endlich erzeugt. Das werden
wir spiter beweisen: Siehe Bemerkung [3.3.28

3.2.2 Quotientenvektorriume

Im Abschnitt haben wir den wichtigen Begriff des Quotienten einer Menge modulo
einer Aquivalenzrelation eingefiihrt. Wenn ~ eine Aquivalenzrelation auf einem Vektorraum
V ist, die mit der Vektorraumstruktur in geeigneter Weise vertriglich ist, dann vererbt
sich die Vektorraumstruktur auf die Quotientenmenge V/~. Dies fiihrt zum Begriff des
Quotientenvektorraum.

Proposition 3.2.23. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Sei ~y
die wie folgt definierte Relation auf V:

vepw <= v—w e U

(i) ~y ist eine Aquivalenzrelation auf V.

(ii) Die Aquivalenzklasse eines Vektors v bzgl. ~y ist

v+ U :={v+ulueU}

(iii) Die Quotientenmenge V/~y hat die Struktur eines K-Vektorraums mit folgender Ad-
dition und Skalarmultiplikation:

(v+U)+(w+U)=@w+w)+U,
A-(v4+U)= +U.

Das neutrale Element ist die Aquivalenzklasse von 0 € V, d.h., 0+ U = U, und das
inverse Element von v+ U ist (—v) + U.

Beweis. Zu (i). Die Reflexivitat von ~y folgt aus 0 € U und die Symmetrie folgt aus der
Implikation v € U = —u € U. Zur Transitivitdt: Es seien v ~y w und w ~y =z, d.h.,
v—w € U und w — z € U. Da die Addition zweier Vektoren aus U wieder in U liegt, gilt
v—z=w—w)+ (w—2z) €U, dh, v~y x.
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Zu (ii). Nach Definition ist die Aquivalenzklasse von v gleich
{lweV|w—veU}={weV|esexistiert u € U mit w=v+u}=v+U.

Zu (iii). Wir zeigen zunéchst, dass die Verkniipfungen + und - auf V/~g wohldefiniert
sind. Danach folgen die Vektorraumaxiome fiir V/~y unmittelbar aus den entsprechenden
Axiomen fiir V. Seien v ~y v/ und w ~y w'. Zu zeigen ist, dass

v4+w e~y v +w

und v~y v’

Dies folgt aus den Gleichungen (v +w) — (v +w') = (v — ') + (w — w') und Av — A’ =
Ao —0"). O

Definition 3.2.24 (Quotientenvektorraum). Sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein
Untervektorraum. Der in Proposition definierte K-Vektorraum V/~g heifit der Quo-
tientenvektorraum von V nach U und wird mit V/U (gelesen ,V modulo U“ oder ,,V durch
U“) bezeichnet.

Eine Teilmenge A C V der Gestalt A = v + U mit einem Untervektorraum U heifit
affiner Unterraum von V. Affine Unterrdume sind also verschobene Untervektorrdume. Der
Untervektorraum U ist durch A eindeutig bestimmt, da fiir jedes v € A gilt U = A — v. Der
Quotientenvektorraum V/U ist also die Menge aller affinen Unterrdume von V', die parallel
zu U sind.

Folgendes Bild stellt einen Untervektorraum U von R? und einen affinen Unterraum v+U
dar. Der Quotientenvektorraum R?/U ist die Menge aller Geraden, die parallel zu U sind:

A

v+ U
v U
3.3 Basen und Dimension
Im K-Vektorraum K™ spielt die Familie der Standardeinheitsvektoren (eq,...,e,) aus Defi-

nition[3.1.6]eine besondere Rolle. Ein Grund dafiir ist die folgende Eigenschaft: Jeder Vektor
x € K™ kann als eine Summe

x:x1.61+...+1’n.6n

dargestellt werden, mit eindeutig bestimmten Skalaren z1,...,x, € K. Wegen dieser Eigen-
schaft sagt man, dass die Familie (eq,...,e,) eine Basis von K™ ist. In diesem Abschnitt
werden wir Basen in allgemeinen Vektorraumen definieren. Wir werden beweisen, dass jeder
Vektorraum V' eine Basis besitzt, und auflerdem dass je zwei Basen von V dieselbe Léange
haben. Die Lédnge einer Basis von V heifit dann die Dimension von V. Beispielsweise ist die
Dimension von K™ gleich n.

3.3.1 Lineare Unabhiangigkeit

Definition 3.3.1 (lineare Unabhéngigkeit). Sei V' ein Vektorraum iiber K und sei (v;)ics
eine Familie von Elementen von V' (d.h., eine Abbildung I — V', i i v;).
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e Die Familie (v;);er heifit linear unabhdingig, wenn folgendes gilt: Fiir jede endliche
Teilmenge J C I und Skalarfamilie (\;);cs, ist ZjeJ)‘j -v; = 0, so folgt bereits
A; =0 fiir alle j € J.

e Die Familie (v;);er heifit linear abhdngig, wenn sie nicht linear unabhéngig ist, d.h.,
wenn es eine endliche Teilmenge J C I und eine Skalarfamilie (););es existiert, so dass
ZjEJ Aj-v; =0 und A; # 0 fiir mindestens ein j € J.

Z)\j"l)j

jeJ

Ein Ausdruck der Gestalt

mit J C I einer endlichen Teilmenge heifit Linearkombination der Familie (v;);er. Die
Definition der linearen Unabhéngigkeit wird oft folgendermafien formuliert: Es gibt keine
nicht-triviale Linearkombination der Familie (v;);cr, die gleich null ist. Dabei heifit eine
Linearkombination ), ; A; - v; nicht-trivial, falls A; # 0 fiir mindestens ein j € J.

Beispiel 3.3.2. Die leere Familie (v;);cp ist immer linear unabhéngig.
Beispiel 3.3.3. Sei V ein K-Vektorraum und (v;);c; eine Familie von Vektoren aus V.

(i) Gibt es ¢ € I mit v; = 0, so ist die Familie (v;);er linear abhéngig: Die Linearkombi-
nation 1 - v; ist nicht-trivial aber gleich null.

(ii) Gibt es i # j mit v; = vj, so ist die Familie (v;);¢r linear abhéngig, da v;+(—1)-v; = 0.

(iii) Folgendes Beispiel ist eine Verallgemeinerung von (i) und (ii). Es gebe einen Index
i € I und eine endliche Teilmenge J C I\ {i}, so dass v; eine Linearkombination von
(vj)jes ist, d.h., v; = EjeJ Aj - v; mit \; € K. Dann ist die Familie (v;);es linear
abhingig.

Beispiel 3.3.4. Sei n € N. Die Familie der Standardeinheitsvektoren (e;);cq1,....n} in K"
ist linear unabhéngig. Denn seien Ay, ..., \, € K mit ;" ; A; - ¢; = 0. Nach Definition von
e; gilt

A1

i /\1 e = :
i=1 )\n

Ein n-Tupel ist genau dann gleich null, wenn alle seinen Koordinaten gleich null sind. Es
folgt also Ay =--- = A, =0.
Allgemeiner, die Familie (e;);e; im K-Vektorraum K7 ist linear unabhiingig (siche Bei-

spiel [3.2.19(iv)).

Bemerkung 3.3.5. Ob eine Familie (v;);e; linear unabhéngig ist kann nicht ,paarweise®
iiberpriift werden. Zum Beispiel sind alle drei Familien (e, es), (e1,e1 +e2) und (e, e1 +¢e2)
in K2 linear unabhiingig, aber die Familie (e1, e2, 1 + e2) ist linear abhiingig.

Beispiel 3.3.6. Sei K =R und V = R3.

« Ein einzelner Vektor v € R ist genau dann linear unabhingig, wenn v # 0, d.h., wenn
der von {v} erzeugter Untervektorraum eine Gerade ist.

o Zwei Vektoren v,w € R?® sind genau dann linear unabhingig, wenn der von {v,w}
erzeugter Untervektorraum eine Ebene ist.

o Drei Vektoren u, v, w € R3 sind genau dann linear unabhéngig, wenn der von {u, v, w}
erzeugter Untervektorraum der ganze Raum R? ist.

« Ein Familie bestehend aus mehr als drei Vektoren in R? kann nicht linear unabhingig
sein.
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Proposition 3.3.7 (Charakterisierung der linearen Abhéngigkeit). Sei (v;);cr eine Familie
in einem K-Vektorraum V. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) (vi)ier ist linear abhdngig.

(ii) FEiner der Vektoren in (v;);ecs ist eine Linearkombination der anderen. Das heifit: Es
existiert k € I, eine endliche Teilmenge J C I\ {k} und eine Familie (\;)je; von
Skalaren, so dass vg = _c; Aj - vj.

(iii) Es existiert eine Teilmenge J G I, so dass Spang ({v; |i € I}) = Spang ({v; | i € J}).

Beweis. Wir beweisen die Implikationen (i) = (ii) = (iii) = (i).

Zu (1) = (ii). Nach Definition gibt es eine endliche Teilmenge J C I und eine Familie
von Skalaren (A;);e.s, die nicht alle null sind, so dass ZjeJ Aj-v; =0.Sei k € J ein Index

mit Ay # 0. Dann gilt
—\:
Vi = Z ERAS Uj.

, Ak
jeI\{k}
Zu (ii) = (iii). Es seien k, J und (\;);es wie in (ii). Wir zeigen, dass
Spang ({v; | i € I'}) = Spang ({v; | i € I\ {k}}).

Zur Erinnerung ist Spang (E) der Durchschnitt aller Untervektorraume von V', die E ent-
halten. Die Inklusion D ist klar. Um die Inklusion C zu iiberpriifen, ist also zu zeigen, dass
folgendes fiir alle Untervektorraume U gilt:

{vilieI\{k}} CU = v, €U.

Nach Voraussetzung ist vp = > .y Aj - vj. Da J C I\ {k}, jedes v; mit j € J liegt in U.
Daraus folgt, dass v € U.
Zu (iil) = (i). Sei k € I\J. Da vy, € Spang ({v;]i € J}) kann man nach Proposition|3.2.18

schreiben:
v = Z As + Vs,
seS
wobei S C J eine endliche Teilmenge ist und die A; Skalare sind. Dann gilt

(-1 -’Uk—I-Z)\S -vg = 0.
seS

Da —1 # 0 ist diese Linearkombination nicht trivial, also ist (v;);es linear abhéngig. O

Um eine Charakterisierung der linearen Unabhéngigkeit zu erhalten, brauchen wir eine
Konstruktion.

Konstruktion 3.3.8. Sei F' = (v;);es eine Familie von Vektoren in einem Vektorraum V
iiber K. Diese Familie induziert eine Abbildung

pp: KO =V,
(Aier = Y Ai - v,

iel

Dabei ist KD die Menge aller Abbildungen I — K, die auerhalb einer endlichen Teilmenge
von I null sind (siehe Beispiel [3.2.12)). Obwohl I eine unendliche Menge sein konnte, ist die
obige Summe Zie ; Ai-v; sinnvoll, da nur endlich viele Summanden nicht null sind. Genauer

kénnte man schreiben:
or((Ni)ier) = Z PYRE N
ie{iel | X\;#0}
Man bemerkt, dass man die Familie F' aus der Abbildung ¢ zuriickbekommen kann, da
v; = gop(ei).
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Proposition 3.3.9 (Charakterisierung der linearen Unabhéngigkeit). Sei F' = (v;);er eine
Familie in einem K-Vektorraum V. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) F ist linear unabhdngig.
(ii) Die von F induzierte Abbildung or: K1) — V ist injektiv.

Beweis. Zu (i) = (ii). Bs seien (\;)ier und (u;)ies zwei Elemente von K mit

ZM'%ZZM'%-

iel iel

Diese Gleichung bedeutet, dass

ZM'WZZM'MA

ieJ ieJ

wobei J C I eine endliche Teilmenge ist, so dass \; = p; = 0 fir alle ¢ € I'\ J. Daraus folgt:

Z()\i — pi) v = 0.

icJ

Aus der linearen Unabhéngigkeit von (v;);cs folgt jetzt A; — pu; = 0 fiir alle ¢ € J. Also gilt
i = p fiir alle i € 1, d.h., (A\y)ier = (pi)icr-

Zu (ii) = (i). Sei J C I eine endliche Teilmenge und 3, ; A;-v; eine Linearkombination,
die gleich null ist. Zu zeigen ist, dass \; = 0 fiir alle j € J. Man kann die Familie ();),cs zu
einer Familie (\;);e; € K fortsetzen, indem man \; = 0 setzt, falls i € I'\J. Die Abbildung
op: KO =V bildet dann (\;);e; auf 0 ab. Sie bildet auch die Nullfamilie (0);c; auf 0 ab.
Aus der Injektivitit von pp folgt, dass (A;)ier = (0)ier- O

3.3.2 Basen

Definition 3.3.10 (erzeugende Familie). Sei V ein Vektorraum tiber K. Eine Familie (v;);cr
in V heifit erzeugend, wenn {v; | i € I} ein Erzeugendensystem ist. Man sagt auch, dass die
Familie (v;);cs selbst ein Erzeugendensystem ist.

Definition 3.3.11 (Basis). Sei V ein Vektorraum tiber K. Eine Basis von V ist eine erzeu-
gende linear unabhéngige Familie in V.

Beispiel 3.3.12. Die Familie der Standardeinheitsvektoren (eq,...,e,) ist eine Basis von
K™: Sie ist erzeugend (Beispiel [3.2.19(ii)) und linear unabhéingig (Beispiel [3.3.4)). Diese Basis
heit Standardbasis von K™.

(ei)ier in K ist linear unabhéngig (Beispiel [3.3.4) und erzeugt den Untervektorraum K )

(Beispiel [3.2.19(iv)). Sie ist also eine Basis von

Bemerkung 3.3.14 (Unabhingigkeit der Reihenfolge). Sei (v;);es eine Basis von V' und
o: 1 — I eine Permutation von I (Definition [2.2.5)). Dann ist (v,(;))ics wieder eine Basis
von V. Insbesondere, fiir alle o € Sy, ist die Familie (e(1),...,€q(n)) eine Basis von K.

Beispiel 3.3.13. Sei I eine beliebige Menge. Die Familie der Standardeinheitsvektoren
K

Beispiel 3.3.15.
(i) Die folgenden Familien sind Basen von K2: (ea,e1), (—e1,e2), (e1,e1 + e2).

(ii) Ob die Familie (e; + e2,e1 — e2) eine Basis von K? ist, hingt von der Characteristik
von K ab. Falls die Charakteristik von K gleich 2 ist, dann gilt e; +e3 = €7 — e, und
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damit ist die Familie linear abhéngig. Falls die Charakteristik von K nicht gleich 2 ist,
also falls 2 # 0 in K, dann existiert 1/2 in K, und es gilt

e = %((61 +ez)+(e1 —e2)) und ex= %((61 +e2) — (e1 — e2)).

Dies zeigt, dass die Familie (e; + e, e1 — ea) erzeugend ist. Sie ist auch linear unab-
héngig, denn: Sei A\, p € K mit

Aep +e2) +pler —ex) =0, dh, (A+pler + (A —pes =0.

Nach der linearen Unabhéngigkeit von (e1,ez) gilt A+ p =0 und A — = 0. Aus der
zweiten Gleichung folgt A = u, und aus der ersten 2A = 0. Da 2 = 0 in K, folgt A = 0.

(iii) Die folgenden Familien sind Basen von K?®: (ea,es3,e1), (e1,e1 + ea,e1 + ea + e3),
(e1+e2,e1 +e3,e1 + €2 + e3).

(iv) Die Familie (e; + e, €1 + e3,e2 + e3) ist genau dann eine Basis von K32, wenn die
Charakteristik von K nicht gleich 2 ist.

Proposition 3.3.16. Sei (v;)ics eine Basis von einem K-Vektorraums V. Zu jedem Vektor
v € V gibt es eine eindeutige Familie (\;);c; von Skalaren, die null auferhalb einer endlichen

Teilmenge von I sind, so dass v =7, ; \i - v;.

Beweis. Da v € Spang ({v; | i € I}), eine solche Familie (\;);cs existiert nach Propositi-
on [3.2.18] Die Eindeutigkeit der Familie folgt aus Proposition [3.3.9 O

Definition 3.3.17 (Koordinatenvektor). Sei B = (v;)er eine Basis eines K-Vektorraums V
und sei v € V. Die Familie (\;);es € K@ aus Proposition [3.3.16|heif3t der Koordinatenvektor
von v bzgl. der Basis B und wird mit [v]p bezeichnet.

Bemerkung 3.3.18. Sei F' = (v;);er eine Familie von Vektoren in V. Ob diese Familie
erzeugend, linear unabhéngig oder eine Basis ist, 148t sich durch die induzierte Abbildung

op: KU -V,
(Nidier = Y Ai - v,

iel
aus Konstruktion [3.3.§ durchsichtig ausdriicken. Es gilt ndmlich:
(i) F ist genau dann erzeugend, wenn @p surjektiv ist (nach Proposition .
(ii) F ist genau dann linear unabhéngig, wenn ¢p injektiv ist (nach Proposition .
(iii) F' ist genau dann eine Basis, wenn ¢p bijektiv ist (nach (i) und (ii)).

Falls F' eine Basis ist, ist der Koordinatenvektor von einem v € V bzgl. F' gleich ga}l(v) €
KW,

Proposition 3.3.19 (Charakterisierung von Basen). Sei V' ein Vektorraum dber K und
(vi)ier eine Familie in V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) (vi)ier ist eine Basis von V.

(ii) (v;)ier st eine maximale linear unabhingige Familie, d.h., sie ist linear unabhdngig,
und fiir jede linear unabhdngige Familie (vj)jes mit I C J gilt I = J.

(iii) (v;)ier ist eine minimale erzeugende Familie, d.h., sie ist erzeugend, und fiir jede
erzeugende Familie (vj)jey mit J C I gilt I = J.
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Beweis. Wir beweisen die beide Aquivalenzen (i) < (ii) und (i) < (iii).

Zu (i) = (ii). Sei (v;)icr eine Basis und (v;);ecs eine Familie mit I C J. Falls I # J,
dann ist (vj);ecs linear abhéngig nach Proposition (iii) = (i).

Zu (ii) = (i). Zu zeigen ist, dass die Familie (v;);c; erzeugend ist. Sei v € V ein beliebiger
Vektor. Wenn man v zu der Familie (v;);cr hinzufiigt, erhilt man aufgrund der Maximalitét
von (v;);cs eine Familie, die linear abhéngig ist. Es gibt also eine nicht-triviale Linearkom-
bination der Vektoren v; und v, die gleich null ist. Da (v;);ec; linear unabhéngig ist, muss
der Koeflizient von v in einer solchen Linearkombination nicht null sein. Daraus folgt, dass
v eine Linearkombination der Vektoren v; ist, wie gewiinscht.

Zu (i) = (iii). Sei (v;)ics eine Basis und J C I eine Teilmenge mit J # I. Zu zeigen
ist, dass die Familie (v;);jes nicht erzeugend ist. Aber wenn sie erzeugend wére, dann wére
(v;)ier linear abhéngig sein, nach Proposition [3.3.7] (iii) = (i).

Zu (iii) = (i). Man hat zu zeigen, dass die Familie (v;);es linear unabhéngig ist. Wenn
nicht, dann existiert nach Proposition m (i) = (iii) eine Teilmenge J G I, so dass die
Familie (v;);es erzeugend ist. Aber das steht im Widerspruch zur Minimalitit von (v;);e;.

O

Der folgende Satz ist einer der wichtigsten Struktursétze fiir Vektorrdume. Wir werden
ihn sehr haufig verwenden.

Satz 3.3.20 (Basiserginzungssatz). Sei V ein K-Vektorraum.

(i) Sei (v;)icr eine erzeugende Familie in V' und sei J C I eine Teilmenge, so dass (v;)ic.
linear unabhdngig ist. Dann existiert eine Menge L mit J C L C I, so dass (v;)icL
eine Basis von V ist.

Insbesondere:

(ii) Jede erzeugende Familie (v;)icr in 'V kann zu einer Basis eingeschrinkt werden, d.h.,
es existiert eine Teilmenge J C I, so dass (v;);cy eine Basis ist.

(iii) Jede linear unabhingige Familie (v;);cr in V kann zu einer Basis erginzt werden, d.h.,
es existiert eine Indexmenge J O I und Vektoren v; fir j € J\ I, so dass (vj)jes eine
Basis ist.

Beweis. Aussage (ii) ist der Sonderfall von (i) mit J = &. Aussage (iii) folgt aus (i), indem
wir zuerst die gegebene Familie (v;);er zu einer erzeugenden Familie ergéinzen, z.B. zu einer
Familie, die alle Vektoren aus V' enthélt.

Wir beweisen (i) zunéchst im Spezialfall, dass I endlich ist, da der Beweis in diesem
Fall einfacher ist. Wir beweisen die Existenz von L durch vollstdndige Induktion tiber die
Miéchtigkeit von I'\ J (Korollar [1.2.23)). Falls (v;);cs bereits erzeugend ist, kann man L = J
nehmen. Andernfalls gibt es einen Index k € I'\ J, so dass vy ¢ Spang ({v; |7 € J}). Dann
ist die Familie (v;);ejuix) linear unabhéngig, denn: Sei

i€ JU{k}
mit \; € K. Es gilt A\, = 0, sonst wére
Ai
ieJ

und damit wiirde vy in Spang ({v; | i € J}) liegen. Alle anderen \; sind dann auch null,
da (v;)ies linear unabhingig ist. Die Méchtigkeit von I\ (J U {k}) ist kleiner als die von
I'\ J. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es eine Menge L mit JU{k} C L C I, so dass
(vi)ier, eine Basis von V ist. Damit ist (i) im Fall einer endlichen Menge I bewiesen.
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Wir beweisen jetzt den allgemeinen Fall. Sei
A:={L|JCLCIund (v;)icr ist linear unabhingig} C P(I).

Wir betrachten A als partiell geordnete Menge beziiglich der Inklusionsrelation C. Wir
behaupten, dass A ein maximales Element L.y besitzt, und dass die Familie (v;)icr,,..
eine Basis ist. Um zu zeigen, dass A ein maximales Element besitzt, verwenden wir das
Zornsche Lemma |1.4.21} Es geniigt zu zeigen, dass jede Kette B C A eine obere Schranke
besitzt. Falls B = &, dann ist J eine obere Schranke von B. Andernfalls betrachten wir die
Vereinigung B = J; .5 L. Da B total geordnet und nicht leer ist, gibt es zu jeder endlichen
Teilmenge E C B ein L € B mit £ C L (das kann mann leicht durch Induktion tiber
|E| nachpriifen). Fiir jede endliche Teilmenge F C B ist also die Familie (v;);cg linear
unabhéngig, und daher ist die ganze Familie (v;);ep linear unabhingig. Das heifit: Es gilt
B € A, und damit ist B eine obere Schranke von B.

Nach dem Zornschen Lemma existiert also ein maximales Element L., € A. Es bleibt
zu zeigen, dass {v; |7 € Lax} ein Erzeugendensystem ist. Nach Voraussetzung ist {v; |i € I}
ein Erzeugendensystem. Deswegen geniigt es zu zeigen, dass vy, € Spang ({v; |7 € Liax}) fiir
jedes k € I'\ Linax. Da Lyax maximal in A ist, ist die Familie (v;);er,,..u{x} linear abhéngig:
Es gibt Skalare A;, i € Lyax U {k}, die nicht alle null sind, so dass

1€ LimaxU{k}

Es muss eigentlich A, # 0 gelten, da (v;);cr,,., linear unabhingig ist. Wir diirfen also durch
Ak dividieren, und erhalten
Ai
Vg = — Z )\7 c V.

1€ Lmax k

Also gilt vg, € Spang ({v; | © € Limax}), wie gewiinscht. O

Bemerkung 3.3.21. Die Beweise des obigen Satzes im Fall einer endlichen Teilmenge I und
im allgemeinen Fall waren sehr d&hnlich. Der Unterschied war nur, dass wir im allgemeinen
Fall das Induktionsprinzip durch das Zornsche Lemma ersetzen mussten. Das ist eigentlich
ein typisches Anwendung des Zornschen Lemmas: Es ist oft der Fall, dass Aussagen, die bei
endlichen Mengen durch Induktion bewiesen werden kénnen, auch bei unendlichen Mengen
mit dem Zornschen Lemma bewiesen werden kénnen.

Beispiel 3.3.22. Die Familie (e1, e2,e3,e1+ea+e3) in K3 ist erzeugend, und die Teilfamilie
(e1,€1 + e + e3) ist linear unabhéngig. Nach Satz i) gibt es eine Basis zwischen den
beiden Familien. In diesem Fall sind beide Familien (ey, ea, e1+es+e3) und (eq, e3, e1+ex+e3)
Basen von K3.

Korollar 3.3.23 (Existenz von Basen).
(i) Jeder K-Vektorraum besitzt eine Basis.
(ii) Jeder endlich erzeugte K -Vektorraum besitzt eine endliche Basis.

Beweis. Sei V ein K-Vektorraum und sei (v;);er eine erzeugende Familie, z.B. (v),ecy. Nach
Satz ii), kann diese Familie zu einer Basis eingeschrinkt werden. Falls V' endlich
erzeugt ist, gibt es eine solche Familie mit einem endlichen I, and damit erhalten wir eine
endliche Basis. O

Lemma 3.3.24 (Austauschlemma). Sei V' ein K-Vektorraum, (v;)icr eine Basis von V
und w € V. Sei I' C I eine Teilmenge, so dass w ¢ Spang ({v; | i € I'}); zum Beispiel,
I' = @ und w # 0. Dann existiert ein Index k € I\ I', so dass die Familie, die sich aus
(vi)icr ergibt, wenn vg gegen w ausgetauscht wird, wieder eine Basis von V ist.
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Beweis. Da (v;);cr eine Basis ist, kann man schreiben

w="\i-v, (3.3.25)

el

wobei die Skalare \; € K alle null sind, aufler endlich viele. Es gibt dann ein k € I\ I’ mit
Ak # 0, sonst wiirde w in Spang ({v; | i € I'}) liegen. Sei (9;);e; die Familie mit

v =
w, fallsi=k.

~ {Ui, falls i # k,

Die Famile (9;);c; ist erzeugend, da

1 I
vk:)\—k w—_ Z Ai+v; | € Spang ({0; | € I}).
i€I\{k}

Die Familie (;);e; ist linear unabhéngig, denn: Sei

> pi B =0 (3.3.26)

el
mit (p;)ier € KD, Aus (3.3.25) und (3.3.26)) folgt:

0= p-w+ Z ti - vi = (k- Ak) - vk + Z (1k = Ai + i) - vi.
ieI\{k} iel\{k}

Da (v;)ier linear unabhéngig ist, sind uy - A, und py - A; + p; mit ¢ € I'\ {k} alle null. Aus
Ak # 0 folgt jetzt, dass pp = 0, und daher auch dass p; = 0 fiir alle ¢ € T\ {k}. O

Satz 3.3.27 (alle Basen haben dieselbe Lénge, endlicher Fall). Sei V' ein endlich erzeugter
K-Vektorraum.

(i) Ist (vi)ier eine Basis von V., so ist die Menge I endlich.
(ii) Sind (v1,...,v,) und (w,...,wy) 2wei Basen von 'V, so gilt n = m.

Beweis. Da V endlich erzeugt ist, existiert nach Korollar [3.3.23| eine Basis (by,...,b,) von
V mit n € N. Sei (v;);er eine beliebige Basis von V. Wir behaupten, dass es paarweise
verschiedene Indizes i1, ...,i, € I gibt, so dass die Familie (7;);c; mit

. b, fallsi =1, mit k€ {1,...,n},
vV =
v;  andernfalls,

eine Basis von V ist. Dazu verwenden wir n-mal das Austauschlemma: Sind die Indizes

i1,...,15—1 schon gefunden, wenden wir das Austauschlemma mit I’ = {41,...,4,—1} und
w = by an, um das Index i zu erhalten. Da (by,...,b,) eine mazimale linear unabhingige
Familie ist (Proposition[3.3.19), folgt daraus, dass I = {iy, ..., i, }. Insbesondere ist I endlich
der Méchtigkeit n, was beide (i) und (ii) beweist. O

Bemerkung 3.3.28. Ist I eine Menge, so hat K!) die Basis (e;);e; (Beispiel [3.3.13). Nach
Satz[3.3.27(1), falls I unendlich ist, dann ist K /) nicht endlich erzeugt. Da die Familie (e;);cr
zu einer Basis von K ergéinzt werden kann (Satz [3.3.20[(iii)), ist K! ebenfalls nicht endlich
erzeugt.

Man kann Satz[3.3.27|(ii) auf beliebige Vektorrdaume verallgemeinern, mithilfe des Begriffs
der Gleichméchtigkeit (Definition [1.3.28)):
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Satz 3.3.29 (alle Basen haben dieselbe Lénge, allgemeiner Fall). Seien (v;)ier und (w;);es
zwet Basen eines K-Vektorraums V. Dann sind I und J gleichmdchtig.

Beweis. Falls V' endlich erzeugt ist, folgt dies bereits aus dem Satz [3.3.27] Wir diirfen
deshalb annehmen, dass I und J unendlich sind. Jedes v; 148t sich eindeutig als Linear-
kombination der Vektoren w; schreiben. Sei J; C J die endliche Teilmenge aller Indizes
J, so dass der Koeffizient von w; in dieser Linearkombination nicht null ist. Es gilt dann

v; € Spang ({w, | j € J;}) und daher
i€l J}) :
iel

Da (w;);jes eine Basis ist, und damit eine minimale erzeugende Familie (PI‘OpOSitiOH,
gilt U;c; Ji = J. Aus dem Satz folgt, dass |J| < |I|. Auf symmetrische Weise folgt
|I| < |J|. Nach dem Satz von Cantor—Bernstein—Schréder (Satz sind also I und J
gleichméchtig. O

V = Spang ({v; | i € I}) C Spang <{wj

3.3.3 Dimension

Definition 3.3.30 (Dimension, endlich-dimensional, unendlich-dimensional). Sei V ein K-
Vektorraum. Die Dimension von V,

dimg (V) € NU {0},
wird wie folgt definiert:

o Falls V endlich erzeugt ist, ist dimg (V) € N die Linge irgendeiner Basis von V, die
nach Satz [3.3.27] eine wohldefinierte natiirliche Zahl ist. In diesem Fall sagt man auch,
dass V' endlich-dimensional ist.

o Falls V nicht endlich erzeugt ist, setzt man dimg (V') := oo. In diesem Fall heifit V
unendlich-dimensional.

Bemerkung 3.3.31. Die Dimension eines unendlich-dimensionalen K-Vektorraums V' kann
genauer als die Méchtigkeit irgendeiner Basis von V' definiert werden, die nach Satz [3:3.29]
wohldefiniert ist.

Beispiel 3.3.32.

(i) Es gilt dimg(K™)

n, da (e1,...,e,) eine Basis von K™ ist. Insbesondere gilt

(ii) Es gilt dimg (V) = 0 genau dann, wenn V' = {0} (die leere Familie ist eine Basis des
trivialen Vektorraums {0}).

(iii) Ist (vy,...,vy) eine linear unabhéngige Familie in einem K-Vektorraum V', so ist die
Dimension des Untervektorraums Spang ({v1,...,v,}) gleich n.

(iv) Sei I eine Menge. Der K-Vektorraum K () hat dann die Basis (e;);es. Falls I unend-
lich ist, ist also dimg (K)) = co. Im Sinne der Bemerkung [3.3.31| ist genauer die
Dimension von K gleich der Méchtigkeit von I.

Bemerkung 3.3.33 (Abhéngigkeit vom Grundkérper). Wenn K C L eine Korpererweite-
rung ist, kann jeder L-Vektorraum V als K-Vektorraum betrachtet werden (siche Bemer-
kung [3.2.15)). Es gilt dann dimz(V) < dimg(V), da jede L-Basis von V auch K-linear
unabhéngig ist, und daher zu einer K-Basis erginzt werden kann (nach Satz iii)). Im
Allgemeinen ist aber dimp, (V) # dimy (K). Zum Beispiel, dim¢(C) = 1 aber dimg(C) = 2:
(1,4) ist eine Basis von C als R-Vektorraum.
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Proposition 3.3.34 (Basen in endlich-dimensionalen Vektorrdumen). Sei V' ein Vektor-
raum Gber K mit dimg (V) =n < oo, und sei B = (vy,...,vy) eine Familie von n Vektoren
aus V. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) B ist eine Basis.
(ii) B ist erzeugend.
(iii) B ist linear unabhdngig.

Beweis. Nach Definition gelten (i) = (ii) und (i) = (iii). Falls B erzeugend bzw. linear
unabhéngig ist, dann kann B nach Satz zu einer Basis B’ eingeschriankt bzw. erginzt
werden. Die Basis B’ muss nach Satz aus n Vektoren bestehen, also gilt B = B'.
Insbesondere war B bereits eine Basis. O

Proposition 3.3.35 (Dimension von Untervektorrdumen). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann ist U auch endlich-dimensional und
dimg (U) < dimg (V). Falls U #V gilt eigentlich dimg (U) < dimg (V).

Beweis. Nach Korollarbesitzt U eine Basis (u;);ecr. Die Familie (u;);¢ ist insbesonde-
re linear unabhéngig, und kann nach Satz iii) zu einer Basis von V ergénzt werden, die
endlich ist nach Satz[3.3.27](i). Dies zeigt, dass I endlich ist und dass dimg (U) < dimg (V).

Zur letzten Aussage beweisen wir die Kontraposition. Falls dimg (V) = dimg (U), dann
muss (u;);es bereits eine Basis von V' sein, und daher muss U = V sein. O]

Definition 3.3.36 (Summe von Untervektorrdumen). Sei V' ein K-Vektorraum und seien
U, W C V zwei Untervektorrdume. Die Summe von U und W ist der Untervektorraum

U+ W :=Spang(UUW) C V.

Nach Proposition [3.2.18] gilt
U+W={u+w|ueUund we W}

Satz 3.3.37 (Dimensionsformel fiir Untervektorrdume). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K -Vektorraum und seien U, W C V' Untervektorraume. Dann gilt

dimg (U + W) = dimg (U) + dimg (W) — dimg (U NW).

Es ist hilfreich, diese Dimensionsformel im Fall K = R und V = R? explizit zu unter-
suchen. Untervektorraiime von R? sind {0}, Ursprungsgeraden, Ursprungsebenen, und R3
selbst. Seien zum Beispiel U, W C R3 zwei Ursprungsebenen. Falls U # W, dann ist U N W
eine Gerade und ist U + W = R3, und die Dimensionsformel lautet 3 = 2 + 2 — 1. Falls
U=W,danngilt U =W = UNW = U+ W, und die Dimensionsformel lautet 2 = 24+2—2.
Es ist natiirlich unméglich, dass U N W = {0}; das 148t sich auch aus der Dimensionsformel
ableiten, da 2 + 2 — 0 = 4 aber dimg(U + W) < dimg(R?®) = 3. In héherer Dimension
gibt es jedoch Ebenen, die nur in einem Punkt treffen, z.B. die Ebenen Spang({e1,e2}) und
Spang ({es, eq}) in R

Beweis. Es folgt aus Proposition [3.3.35] dass U, V, U + V, und U NV endlich-dimensional
sind. Sei (vy,...,v,) eine Basis von U N W. Nach Satz [3.3.20(iii) konnen wir diese Basis zu
einer Basis (v1,...,Un, u1,...,up) von U und zu einer Basis (v1,..., v, w1,...,w,) von W
ergianzen. Dann gilt dimg (U) = n + p, dimg (W) = n + ¢, dimg (U N W) = n. Wir miissen
also zeigen, dass

dimg(U4+W)=(n+p)+(n+q¢) —n=n+p+q.
Dazu zeigen wir, dass die Familie

(V1se ey Uny Uty e e ey Uy W, e 5 W)
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eine Basis von U + W ist. Sie erzeugt U + W, weil sie Basen von U sowie W enthilt. Es
bleibt die lineare Unabhéngigkeit nachzupriifen. Sei also

n P q
SThicvid piui+ Y vewp =0 (3.3.38)
i=1 j=1 k=1

N—— N——
eunw cU ew

mit A;, 5, v, € K. Aus dieser Gleichung folgt, dass die Summe Z§:1 pj-uy in UNW liegt.

Da (v1,...,v,) eine erzeugende Familie von U NV ist, gibt es Skalare \; € K, so dass
n
Domgu =) A
j=1 i=1
Aus der linearen Unabhéngigkeit von (vi,...,vn,u1,...,up) folgt insbesondere, dass p1 =
-+ = pi, = 0. Wenn wir die Rollen von U und W vertauschen, erhalten wir gleichfalls
v =--- =14 = 0. Von der Gleichung (3.3.38) bleibt iibrig
Z )\i UV = 0.
i=1
Da (v1,...,v,) linear unabhéngig ist, folgt schlieflich A\; = --- =\, = 0. O

Definition 3.3.39 (komplementére Untervektorrdume). Sei V' ein K-Vektorraum. Zwei
Untervektorraume U, W C V heiflen komplementdr, wenn folgende Bedingungen gelten:

U+W =V und UNW ={0}.

Man sagt auch, dass W zu U in V' komplementér ist, oder dass W ein direktes Komplement
von U in V ist.

Beispiel 3.3.40. Sei (v;);er eine Basis eines K-Vektorraums V' und seien I’ I” C T dis-
junkte Teilmengen mit I = I'UI”. Dann sind die Untervektorrdume Spang ({v;|i € I'}) und
Spang ({v;]i € I"}) komplementér. Beispielsweise sind Spang ({e1, es}) und Spang ({e2, e4})
komplementére Untervektorrdume von K*4.

Proposition 3.3.41 (Charakterisierung von komplementéiren Untervektorrdumen). Sei V
ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, und seien U, W C V Untervektorraume. Die fol-
genden Aussagen sind daquivalent:

(i) U und W sind komplementdr.
(ii) U+ W =V und dimg (V) = dimg (U) + dimg (W).
(iif) UNW = {0} und dimg (V) = dimg (U) + dimg (W).

Beweis. Die Implikationen (i) = (ii) und (i) = (iii) folgen aus dem Satz [3.3.37| und der
Definition von komplementéren Untervektorraumen. Wir nehmen jetzt an, dass dimg (V) =
dimg (U) 4+ dim g (W). Nach dem Satz [3.3.37| gilt dann

dimg (V) = dimg (U + W) + dimg (U N W).

Falls U+ W =V, dann gilt dimg (UNW) =0, d.h.,, UNW = {0}. Falls UNnW = {0}, dann
gilt dimg (U + W) = dimg (V), und daher U + W = V nach Proposition [3.3.35 O

Beispiel 3.3.42. Eine Ursprungsgerade G und eine Ursprungsebene E in R3 sind genau
dann komplementéar, wenn G N E = {0}.
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Proposition 3.3.43 (Existenz von komplementédren Untervektorrdumen). Sei V' ein K-
Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum. Dann existiert ein Untervektorraum W C 'V,
der komplementdir zu U in V ist.

Beweis. Sei (v;);cs eine Basis von U. Nach Satz [3.3.20[(iii) gibt es eine Menge J O I und
Vektoren v; € V fiir alle j € J\ I, so dass die ergénzte Familie (v;);c eine Basis von V ist.
Sei dann W der von {v; | j € J \ I'} erzeugte Untervektorraum von V. Nach Konstruktion
gilt U+ W =V, und es bleibt zu zeigen, dass U N W = {0}. Jedes v € U N W kann als

U:Z)\jwj und v = Z Aj U5

jel jeINI

dargestellt werden. Aus der linearen Unabhéngigkeit von (v;);e.s folgt, dass alle A; null sind,
und daher dass v = 0. O

Bemerkung 3.3.44. Im Allgemeinen hat ein Untervektorraum U C V viele verschiedene
komplementire Untervektorrdume. Zum Beispiel, wenn U C K? die von e; aufgespannte
Gerade ist, dann ist jede andere Ursprungsgerade komplementir zu U. Man darf also nicht
von dem komplementidren Untervektorraum sprechen.

Es ist moglich, je zwei Vektorrdume U und W als komplementire Untervektordume eines
grofleren Vektorraum U @& W zu betrachten:

Definition 3.3.45 (direkte Summe). Seien U und W Vektorrdume iiber K. Die direkte
Summe U @ W von U und W ist das kartesische Produkt U x W, versehen mit den kompo-
nentenweisen Addition und Skalarmultiplikation, d.h.:

(u,w) + (v, w") = (u+ v, w+w)
A (u,w) = (Au, Aw).

Man kann leicht nachpriifen, dass U & W mit diesen Verkniipfungen ein K-Vektorraum
ist (siehe Lemma fiir einen dhnlichen Beweis). Die direkte Summe U @& W heifit auch
das Produkt von U und W, und kann auch mit U x W bezeichnet werden. Nach Proposition
sind U x {0} und {0} x W Untervektorrdume von U @& W, und es ist klar, dass sie
komplementére Untervektorrdume sind. Auflerdem kénnen U und W durch die injektiven
Abbildungen

U—-UpW, W—-UaeW,
u > (u,0) w > (0, w)

mit diesen Untervektorrdumen von U @ W identifiziert werden. Das heift, wenn wir den
Vektor v € U mit dem Paar (u,0) identifizieren, dann ist die Addition bzw. die Skalar-
multiplikation auf U dieselbe wie auf dem Untervektorraum U x {0} C U & W. Solche
Identifizierungen werden wir spater mit dem Begriff des Isomorphismus préziser machen
(siehe Definition [£.1.14). Es gilt insbesondere

nach Satz 3337

Proposition 3.3.46 (Dimensionsformel fir Quotientenvektorraume). Sei V' ein endlich-
dimensionaler K -Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Dann gilt

Beweis. Nach Satz [3.3.20(iii) gibt es eine Basis (v;);c; von V und eine Teilmenge J C I,
so dass (v;)iecs eine Basis von U ist. Es geniigt zu zeigen, dass (v; + U);cy\ s eine Basis von
V/U ist.
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e {v;+UlieI\J} ist ein Erzeugendensystem. Seiv = .

ic1 Aivi ein beliebiger Vektor
aus V. Die Differenz v — ZieI\J Av; liegt in U, und daher gilt

vt U= > Niwi | +U= Y N (vi+0)

iel\J i€I\J
in V/U.

(vi + U)ien\g st linear unabhdngig. Es sei

Z Ni- (i +U)=0+U
i€I\J

mit \; € K. Diese Gleichung bedeutet, dass nJ Aiv; € U. Es gibt also Skalare
A € K fir alle ¢ € J, so dass

i€I\J ieJ

Aus der linearen Unabhéngigkeit von (v;);er folgt, dass A; = 0 fiir alle ¢ € I, und
insbesondere fur alle ¢ € I\ J, wie gewiinscht. O
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Kapitel 4

Lineare Abbildungen

In diesem Kapitel wird ein Grundkérper K immer wieder festgelegt.

4.1 Lineare Abbildungen

Wir fangen mit der Definition an:

Definition 4.1.1 (lineare Abbildung). Seien V, W zwei Vektorrdume iiber K. Eine lineare
Abbildung, oder genauver K -lineare Abbildung, von V nach W ist eine Abbildung f: V — W
mit folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle v,0" € V gilt
flo+v') = f(v) + f().

(ii) Fir alle v € V und A € K gilt
f-v) =A-f(v).

Lineare Abbildungen heiflen auch Vektorraumhomorphismen. Die Menge aller K-linearen
Abbildungen von V nach W wird mit Homg (V, W) bezeichnet.

Bemerkung 4.1.2. Die linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen sind die Abbildun-
gen, die mit der Vektorraumstruktur vertraglich sind. Jedes Mal, wenn wir eine Art von
»2Mengen mit Struktur® einfithren, wie z.B. Gruppen, Korper, Vektorraume, partiell geord-
nete Mengen usw., gibt es normalerweise eine entsprechende Art von Abbildungen zwischen
denen, die mit dieser Struktur vertriglich sind. Zum Beispiel:

e Seien G und H Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus von G nach H ist eine Ab-
bildung f: G — H, so dass fir alle g,¢’ € G gilt: f(g-¢') = f(g) - f(¢).

e Seien K und L Korper. Ein Kérperhomomorphismus von K nach L ist eine Abbildung
f: K — L, die mit beiden Verkniipfungen + und - vertréglich ist und auflerdem 1 auf
1 abbildet.

e Seien X und Y partiell geordnete Mengen. Eine monotone Abbildung (oder Ordnungs-
homomorphismus) von X nach Y ist eine Abbildung f: X — Y, so dass fir alle
' € X gilt: z <2’ = f(x) < f(y).

Dieses Phédnomen ist der Ausgangspunkt der Kategorientheorie. Man beachte, dass eine K-
lineare Abbildung von V nach W insbesondere ein Gruppenhomomorphismus von (V,+)
nach (W, +) ist.

Beispiel 4.1.3 (Skalierung und Verschiebung). Sei V' ein K-Vektorraum.
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(i) Fir jeden Skalar Ao € K, die Skalierungsabbildung

V=V,
v A0,

ist linear. Bedingungen (i) und (ii) der Definition folgen aus Axiomen (iv) und
(ii) der Definition

(if) Sei vy € V ein Vektor. Ist vy # 0, so ist die Verschiebungsabbildung

nicht linear.

V-V,
V= v+ v,

Zum Beispiel, (v 4 v') +vg # (v +vg) + (v + v9) = (v + V') 4 2vp.

Beispiel 4.1.4 (generische Beispiele). Seien V, W Vektorraume tiber K und sei U C V ein

Untervektorraum.
(i
(it

(iv

(v

Die folgenden Abbildungen sind K-linear:

Die Identitat idy: V — V.

Die Nullabbildung 0: V — W, v+ 0.

Die Quotientenabbildung V — V/U, v+ v+ U.

)
)
(iii) Die Inklusionsabbildung U — V, u  u.
)
) Die kanonischen Abbildungen

:V-oavVeW v (v,0),
t:W=VaeW, wt (0,w).

(vi) Die kanonischen Abbildungen

m: VoW =V, (v,w)t v,
T VoW =W, (v,w)— w.

Beispiel 4.1.5. Sei F' = (v;);er eine Familie von Vektoren in einem K-Vektorraum V. Dann

ist die Abbildung

pr: KU =V,
(Mi)ier = Z)\i vy,

el

aus Konstruktion [3.3.8] K-linear.

Beispiel 4.1.6. Ob die Abbildung

[ K=K, f@)=a?,

K-linear ist, hingt von dem Koérper K ab. Es gilt f(14+ 1) =4 und f(1) + f(1) = 2. Wenn

die Charakteristik

von K nicht 2 ist, dann ist 4 # 2 (da 4 — 2 = 2 # 0), und damit ist f auf

jeden Fall keine lineare Abbildung. Aber ist K = Fy, so ist f gleich der Identitéit (da 02 =0
und 12 = 1), und insbesondere linear. Man kann jedoch zeigen, dass Fy der einzige Korper

ist (bis auf Isomor
(siche Bemerkung |
K-linear.

phie), auf dem die Abbildung f K-linear ist. Zum Beispiel, wenn K = Fy
2.4.11)), dann gilt f(a-1) = a? = 8 # a = a- f(1), und damit ist f nicht
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Beispiel 4.1.7 (lineare Abbildungen von R? nach R?). Beispiele von R-linearen Abbildun-
gen R? — R? sind Skalierungen, Spiegelungen (an einer Ursprungsgerade), Drehungen (um
den Ursprung), Scherungen, usw. In folgenden Beispielen, die rote Figur ist das Bild der

blauen Figur unter der gegebenen linearen Abbildung.

(i) Skalierung um 3:

(ii) Spiegelung an Res: ﬂ F

(iii) Drehung um 7: @ F

T HQ r1 — T2 >
T2 2 \x1+ a2

(iv) Spiegelung an 0 / Drehung um 7:

(=)= () ‘
T2 —Z2
(v) Horizontale Skalierung um 3: E]
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(vi) Koordinatenvertauschung / Spiegelung an R(e; + e2): @I

()= () ‘

(vii) Orthogonale Projektion auf Rey: F

()~ 3) '

(viii) Horizontale Scherung um den Scherungsfaktor 1: EF
(1‘1) N (1‘1 + éJ?Q) >
o )

Beispiel 4.1.8 (Auswertung). Sei X eine beliebige Menge, V ein K-Vektorraum und
Abb(X,V) der K-Vektorraum aller Abbildungen von X nach V (siehe Beispiel [3.2.5)). Zu
jedem z € X gibt es eine Auswertungsabbildung

evgy: Abb(X,V) =V,
[ fo).

Aus der Definition der Addition und der Skalarmultiplikation auf Abb(X, V) folgt unmit-
telbar, dass ev, eine K-lineare Abbildung ist. Die Abbildung ev, ist auch die kanonische
Projektion 7, aus Definition(1.3.17 wenn wir die Menge Abb(X, V') als das Produkt [ .y V'
betrachten.

Beispiel 4.1.9 (analytische Beispiele). Zwei der wichtigsten Operationen in der Analy-
sis, Differentiation und Integration, sind Beispiele von linearen Abbildungen (siehe Bei-

spiel B.2.14).

(i) Sei Diff(R,R) C Abb(R,R) der Untervektorraum aller differenzierbaren Funktionen
auf R. Dann ist die Abbildung

Diff(R,R) — Abb(R,R),
f=1rf,
R-linear.

(ii) Seien a < b reelle Zahlen und sei Riem([a,b], R) C Abb(][a,b], R) der Untervektorraum
aller Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a, b]. Integration definiert eine R-lineare
Abbildung

Riem([a, b], R) —

R7
b
f|—>/ f(z)dx.
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Andere analytische Beispiele stammen aus Folgen und Reihen:

(iii) Sei Konv(R) C RN der Untervektorraum aller konvergenten Folgen in R (siche Beispiel
3.2.13)). Die Grenzwertabbildung

lim: Konv(R) — R,
(an)nEN > lim Qn,
n—oo
ist dann R-linear.

(iv) Sei Konv”(R) C RN der Untervektorraum aller Folgen (a,)nen, deren Reihe 200 ay,
konvergiert. Dann ist die Abbildung

Konv™(R) — R,
(an)nEN = Z Up,
n=0

R-linear.

Proposition 4.1.10 (Rechnen mit linearen Abbildungen). Seien V,W Vektorraume diber
K und sei f: V — W eine K-lineare Abbildung.

(i) Es gilt f(0) = 0.
(if) Fir allev eV gilt f(—v) = —f(v).

(iii) Sei I eine endliche Menge, (v;)icr eine Familie von Vektoren aus V und (\;);er eine
Familie von Skalaren. Dann gilt

f (ZAZ 'W) =Y i+ f(v).
il i€l
Beweis. Zu (i). Da f linear ist, gilt

f(0) + £(0) = f(0+0) = f(0).

Wenn wir f(0) von beiden Seiten subtrahieren, erhalten wir f(0) = 0.
Zu (ii). Nach der Linearitdt von f und (i) gilt

fw)+ f(=v) = fv+ (=v)) = f(0) = 0.

Da das inverse Element eindeutig ist, folgt f(—v) = —f(v).

Zu (iii). Dies wird durch Induktion iiber die Méchtigkeit von I bewiesen. Falls |I]| =
0 ist die Aussage dieselbe wie (i). Zum Induktionsschritt verwendet man die Gleichung
fA-v+w) =X f(v)+ f(w), die direkt aus der Definition der Linearitét folgt. O

Bemerkung 4.1.11. In den Beweisen von Aussagen (i) und (ii) haben wir nur Axiom (i)
der Definition [£.1.1] benutzt. Insbesondere gelten diese Aussagen auch fiir Gruppenhomo-
morphismen. Es ist aber auch méglich, beide Aussagen nur durch Axiom (ii) nachzupriifen.

Proposition 4.1.12. Seien U, V,W Vektorrdume tiber K.
(i) Sind f: U =V und g: V — W lineare Abbildungen, so ist go f: U — W linear.
(ii) Sind f,g: V. — W lineare Abbildungen, so ist ihre Summe
f+g: V=W,
v f(v) +g(v),

linear.
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(iii) Ist f: V — W eine lineare Abbildung und ist A € K, so ist

ALV ST,
’UH)\'f('U),

linear.

Beweis. Jede Aussage ist eine direkte Berechnung. Wir beweisen stellvertretend (iii). Seien
v,w € V und p € K. Man berechnet:

(A- f)(v+w)—>\ f(v+w)
A(f(v) + f(w))
=A-f(0) +A- f(w)
=A-H) + (A Hw),
A F)p-v) = A fp-v)

=X (p- f(v))
=p-(A-f(v))
=p- (A f)(v).

Man beachte dabei, dass zusétzlich zu den Vektorraumaxiomen auch die Kommutativitét
der Multiplikation auf K in der vorletzten Gleichung benutzt wurde. O

Bemerkung 4.1.13 (lineare Abbildungen und Korpererweiterungen). Sei K C L eine Kor-
pererweiterung (Beispiel , seien V, W Vektorraume tuber L, und sei f: V — W eine
L-lineare Abbildung. Dann ist f auch K-linear, wenn wir V" und W als K-Vektorrdume be-
trachten (siche Bemerkung|3.2.15)). Die Umkehrung gilt nicht: Beispielsweise ist die komplexe
Konjugation C — C, a + bi — a — bi, R-linear aber nicht C-linear.

Definition 4.1.14 (Isomorphismus, isomorph). Seien V, W Vektorrdume iiber K.

¢ Eine K-lineare Abbildung f: V — W heifit Isomorphismus, wenn eine K-lineare Ab-
bildung g: W — V existiert, so dass go f = idy und f o g = idy. Man schreibt
manchmal f: V5 W, wenn f ein Isomorphismus ist.

o V ist isomorph zu W, in Zeichen V = W, wenn ein Isomorphismus von V nach W
existiert.

Die Idee hinter dieser Definition ist, dass isomorphe K-Vektorrdume V, W genau diessel-
ben Vektorraumeigenschaften haben sollen. Genauer, wenn ein Isomorphismus f: V — W
gegeben ist, konnen wir jede Aussage iiber V, die nur die Vektorraumstruktur von V be-
nutzt, auf eine Aussage iiber W durch f iibertragen. Was damit gemeint ist wird nach und
nach deutlich werden, aber hier sind ein paar Beispiele:

e Isomorphe Vektorrdume haben dieselbe Dimension.
e Das Bild einer Basis unter einem Isomorphismus ist wieder eine Basis.

Bemerkung 4.1.15. Das Wort , Isomorphismus®“ wird in vielen verschiedenen Zusammen-
héngen verwendet, zum Beispiel auch bei Gruppen, Korpern, partiell geordneten Mengen,
usw. (sieche Bemerkung [4.1.2)). Es bedeutet immer dasselbe: Ein Isomorphismus ist eine
strukturerhaltende Abbildung, die ein strukturerhaltende Umkehrabbildung besitzt.

Bemerkung 4.1.16. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation zwischen K-Vektorrdumen:
e V ist isomorph zu sich selbst, da idy ein Isomorphismus ist.

o Ist f: V — W ein Isomorphismus, so ist seine Umkehrabbildung f~!: W — V auch
ein Isomorphismus.
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e Die Komposition zweier Isomorphismen ist wieder ein Isomorphismus.
Folgende Proposition ist eine lineare Variante von Satz [1.3:23}

Proposition 4.1.17. Sei f: V. — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorriumen.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist ein Isomorphismus.

(ii) f ist bijektiv.
Beweis. Die Implikation (i) = (ii) folgt aus dem Satz [1.3.23] Sei umgekehrt f: V — W
bijektiv. Dann besitzt f eine (eindeutige) Umkehrabbildung g: W — V', und es bleibt zu
zeigen, dass g auch K-linear ist. Seien w,w’ € W und A € K, und seien v = g(w) und
v/ =g(w'). Da fog=idw gilt f(v) =w und f(v') = w’'. Wir berechnen:

glw+w') = g(f(v) + f(v') = g(f(v+1')) = v+ = g(w) + g('),
gA-w) =gA- f(v) = g(f(A-v)) = A-v =X g(w).

Dabei haben wir die Linearitdt von f und die Gleichung g o f = idy verwendet. O
Definition 4.1.18 (Endomorphismus, Automorphismus). Sei V ein K-Vektorraum.

o Ein Endomorphismus von V ist eine lineare Abbildung von V nach V. Die Menge aller
Endomorphismen von V' wird mit Endg (V) bezeichnet.

¢ Ein Endomorphismus von V', der auch ein Isomorphismus ist, heiflit Automorphismus
von V. Die Menge aller Automorphismen von V' wird mit Autk (V') bezeichnet.

Bemerkung 4.1.19. Nach Propositionen [4.1.12[i) und [4.1.17]ist die Menge Autx (V') eine
Gruppe beziiglich Komposition.

4.1.1 Lineare Abbildungen und Basen

Proposition 4.1.20. Seien V,W Vektorrdume iber K und f: V — W eine lineare Abbil-
dung.

(i) Fiir jede Teilmenge E C V gilt
f(Spang (E)) = Spank (f(E)).

Insbesondere, ist [ surjektiv und ist E ein Erzeugendensystem von V', so ist f(E) ein
Erzeugendensystem von W.

(ii) Sei (v;)ier eine Familie von Vektoren aus V. Ist die Familie (f(v;))icr in W linear
unabhdngig, so ist (v;)icr linear unabhdingig. Die Umkehrung gilt, wenn f injektiv ist.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Propositionen [3.2.18(und |4.1.10((iii). Sei (f(v;))ier linear
unabhingig, und sei (\;);e; € K0 mit > icr Ai - v; = 0. Nach Proposition i,iii) gilt
dann ), ; Ai- f(v;) = 0. Aus der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit folgt jetzt A\; = 0
fir alle ¢ € I. Also ist (v;);er linear unabhéngig.

Sei umgekehrt (v;)ie; linear unabhingig und f injektiv, und sei (\;)ie; € K) mit
>ier Ai-f(vi) = 0. Nach Propositioni,iii) gilt dann f (3,2, Ai - v;) = f(0), und damit
> icr Ai-vi = 0 nach der Injektivitdt von f. Aus der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit
folgt jetzt A; = 0 fiir alle ¢ € I. Also ist (f(vi)):es linear unabhéngig. O

Korollar 4.1.21. Sei f: V — W ein Isomorphismus von K -Vektorriumen. Ist (v;);cr eine
Basis von V', so ist (f(vi))ier eine Basis von W. Insbesondere gilt

dlmK(V) = dlmK(W)
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Beweis. Die Familie (f(v;))ier ist erzeugend bzw. linear unabhéngig nach Proposition|4.1.20
(i) bzw. (ii). O

Satz 4.1.22 (universelle Eigenschaft von Basen). Sei V' ein K - Vektorraum mit Basis (v;)icr-
Zu jedem K -Vektorraum W und jeder Familie (w;)icr in W mit Indexmenge I, gibt es genau
eine K-lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) = w; fiir alle i € I. Auferdem:

o f ist genau dann surjektiv, wenn (w;);e; erzeugend ist.
o f ist genau dann injektiv, wenn (w;);cs linear unabhdngig ist.
o f ist genau dann bijektiv, wenn (w;);cr eine Basis ist.

Beweis. Sei B = (v;)icr and F = (w;)ier. Da B erzeugend ist, ist jedes v € V' Linearkom-

bination der Vektoren v;. Die Eindeutigkeit von f folgt dann aus Proposition |4.1.10[iii). Da
B eine Basis von V ist, ist die lineare Abbildung ¢g: KY) — V aus Konstruktion

bijektiv (siehe Bemerkung [3.3.18)). Die lineare Abbildung f = ¢p o <p731: V — W hat dann
die gewiinschte Eigenschaft, da pr(p5'(v;) = pr(e) = w;.

—Lw
$F

\%
ol
K

Die drei zusétzlichen Aussagen folgen aus den entsprechenden Aussagen fir ¢p (siehe Be-
merkung |3.3.18)). O

Bemerkung 4.1.23. Wenn man die Basis (v;);er von V als eine Abbildung b: I — V
betrachtet, kann man die universelle Eigenschaft so formulieren: Zu jeder Abbildung c¢: I —
W gibt es genau eine lineare Abbildung f: V — W mit fob=c:

I—tsv

N

w.

Korollar 4.1.24 (Klassifikation von Vektorrdumen bis auf Isomorphie).

(i) Jeder K-Vektorraum V ist zu KI) isomorph, wobei I die Indexmenge einer Basis von
V' ist.

(ii) Zwei K-Vektorrdume V und W sind genau dann isomorph, wenn sie dieselbe Dimen-
sion haben (d.h., wenn ihre jeweiligen Basen gleichmdchtig sind).

Beweis. Zu (i). Wir wenden den Satz mit der Basis (e;)ier von K¥) und einer belie-
bigen I-indizierten Basis von V an, um einen Isomorphismus f: K¥) 5 V zu erhalten.

Zu (ii). Eine der beiden Implikationen folgt bereits aus Korollar Seien umgekehrt
(vi)ier und (wj);jes Basen von V und W, so dass I und J gleichméchtig sind. Es existiert
also eine bijektive Abbildung a: I — J. Da a bijektiv ist, ist (wq(;))icr Wieder eine Basis
von W. Nach Satz ist die eindeutige lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) = wq()
ein Isomorphismus. O

Diese Klassifikation kann man auf folgende Weise zusammenfassen: Es gibt eine Bijektion

{Vektorrdume iiber K}/Isomorphie <+ {Mengen}/Gleichméchtigkeit,
KD 1.

Das ist aber etwas schlampig, da K-Vektorrdume bzw. Mengen keine Menge bilden.
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Beispiel 4.1.25. Ist V endlich-dimensional der Dimension n, so gilt V = K™.

Bemerkung 4.1.26. Das Korollar impliziert insbesondere, dass der K-Vektorraum
KN aller Folgen in K zu einem K-Vektorraum der Gestalt K!) isomorph ist. Aber die
Maéchtigkeit von I hingt von der des Korpers K ab. Wenn |K| < |R|, zum Beispiel wenn K
ein Teilkorper von C oder ein endlicher Korper ist, dann gilt KN = K®),

4.1.2 Kern und Bild linearer Abbildungen

Definition 4.1.27 (Kern, Bild). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-
Vektorrdumen.

e Der Kern (oder der Nullraum) von f ist
ker f:= f71({0}) = {v € V| f(v) = O}.
e Das Bild von f ist
im f:= f(V) = {w € W | es existiert v € V mit f(v) = w}.
Proposition 4.1.28 (Kern und Bild sind Untervektorraume). Sei f: V — W eine lineare
Abbildung zwischen K -Vektorriumen.

(i) Ist U ¢ W ein Untervektorraum, so ist f=4(U) C V ein Untervektorraum. Insbeson-
dere ist der Kern von f ist ein Untervektorraum von V.

(ii) Ist U C V ein Untervektorraum, so ist f(U) C W ein Untervektorraum. Insbesondere
ist das Bild von f ist ein Untervektorraum von W.

Beweis. Wir verwenden das Kriterium [3.2.8
Zu (i). f~1(U) enthilt den Nullvektor (nach Proposition 4.1.10|i)). Sind v,v" € f~1(U)
und A € K, so gilt

fo+d)=f0)+f) €U mwmd f(A-v)=A-fv) €U,

und damit liegen v + v und A - v auch in f=1(U).

Zu (ii). f(U) enthélt den Nullvektor (nach Proposition [1.1.10[i)). Seien w,w’ € f(U)
und A € K. Nach Definition von f(U) existieren v,v’ € U mit f(v) = w und f(v') = w'.
Dann gilt

flo+v)=f)+f)=wt+w’ uwnd fA-v)=Xflv) =X w,

und damit liegen w + w’ und A - w auch in f(U). O
Beispiel 4.1.29. Wir berechnen den Kern und das Bild der Abbildungen aus Beispiel

(i) Fiir die Identitét idy : V' — V gilt keridy = {0} und imidy = V.

(if) Fir die Nullabbildung 0: V' — W gilt ker 0 = V und im 0 = {0}.

(iii) Fir die Inklusionsabbildung i: U < V gilt keri = {0} und imi = U.

(iv) Fir die Quotientenabbildung ¢g: V —» V/U gilt ker¢ = U und imq = V/U.

(v) Fir die kanonische Abbildung ¢1: V — V @& W gilt ker¢; = {0} und im¢; =V x {0}.

(vi) Fiir die kanonische Abbildung 7m1: V@& W —» V gilt kerm; = {0} x W und imm; = V.

Beispiel 4.1.30. Sei lim: Konv(R) — R die Grenzwertabbildung aus Beispiel |4.1.9(iii).
Der Kern von lim besteht aus allen Folgen, die gegen 0 konvergieren. Der R-Vektorraum
Konv”(R) aus Beispiel iv) ist ein Untervektorraum von ker(lim).
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Beispiel 4.1.31 (lineare Differentialgleichungen). Sei V' = C*°(R,R) der R-Vektorraum
aller glatten (d.h., beliebig oft differenzierbaren) Funktionen von R nach R, und sei D: V —
V die lineare Abbildung f + f’. Dann ist die Abbildung D surjektiv, und ihr Kern ist der
Untervektorraum Konst(R,R) der konstanten Funktionen. Eine Abbildung L: V — V der
Gestalt
L=D"+fus D"t fi- Dt fo-idy

mit n € N und f; € C°(R,R) heifit linearer Differentialoperator n-ter Ordnung (dabei
werden die Potenzen von D beziiglich der Komposition genommen, d.h., D¢(f) ist die i-
te Ableitung von f). In der Analysis wird gezeigt, dass ker L immer ein n-dimensionaler
Untervektorraum von V' ist. Beispielsweise wird ker(D — idy ) von der Exponentialfunktion
exp erzeugt, und wird ker(D? + idy) von den Winkelfunktionen cos und sin erzeugt.

Proposition 4.1.32. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorriumen.
(i) f ist genau dann injektiv, wenn ker f = {0}.
(ii) f ist genau dann surjektiv, wenn im f = W.
Beweis. Die zweite Aussage ist genau die Definition der Surjektivitéat. Sei f: V' — W injek-
tiv. Dann hat 0 € W hochstens ein Urbild unter f. Da 0 € V ein solches Urbild ist, ist ker f
genau gleich {0}. Sei umgekehrt ker f = {0}, und seien v,v’ € V mit f(v) = f(v'). Dann
flo=v") = f(v) = f(v') =0,
und damit v — v" € ker f = {0}, d.h., v =v'. Also ist f injektiv. O

Die folgende Proposition ist eine lineare Variante der universallen Eigenschaft der Quo-
tientenmenge (Satz [1.4.9).

Proposition 4.1.33 (universelle Eigenschaft des Quotientenvektorraums). Sei V' ein K-
Vektorraum, U C V ein Untervektorraum, V/U der Quotientenvektorraum (siehe Defini-
tion und q: V. — V/U die Quotientenabbildung. Zu jedem K-Vektorraum W und
jeder linearen Abbildung f:V — W mit U C ker f gibt es genau eine lineare Abbildung
f:V/U—=SW mit fog=f.

Beweis. Zur Erinnerung ist V/U die Quotientenmenge V/~y, wobei x ~y y < v —y € U.
Falls  ~p y, folgt aus der Voraussetzung f(U) = {0}, dass f(xz —y) = 0, d.h., f(z) =
f(y). Nach der universellen Eigenschaft der Quotientenmenge gibt es genau eine Abbildung
f:V/U — W mit foq = f. Es bleibt zu zeigen, dass f linear ist. Dies folgt aus der Linearitét
von f und ¢:
F(o+ )+ @ +U) = f(v+20)+U) = f(v+)
= f() + f() = flo+U) + f(v' +U),

FO-(w+U)=fMw+U)=fOv) =X flv)=X-fv+U). O
Bemerkung 4.1.34. Es gibt eine dhnliche universelle Eigenschaft fiir Untervektorrdume,
aber sie ist offensichtlicher: Ist ¢: U — V die Inklusionsabbildung eines Untervektorraums

und ist f: W — V eine lineare Abbildung mit im f C U, so gibt es genau eine lineare
Abbildung f: W — U mit io f = f.

Satz 4.1.35 (Homomorphiesatz fiir Vektorrdume). Sei f: V' — W eine lineare Abbildung
zwischen K -Vektorraumen. Dann ist die von f induzierte Abbildung

f:V/ker f —im f,
v+ker f = f(v),

ein Isomorphismus von K-Vektorraumen.
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Beweis. Die Abbildung f ist wohldefiniert und linear nach Proposition [4.1.33] und sie ist
surjektiv nach Definition von im f. Zur Injektivitat berechnen wir den Kern von f. Es gilt:

kerf:{v—kkerf‘f(y)zo}
={v+kerf|v€kerf}
= {0+ ker f}.

Also ist f injektiv nach Proposition [4.1.32(i). O

Bemerkung 4.1.36. Der Homomorphiesatz impliziert folgenden Zerlegungssatz fir lineare
Abbildungen: Jede lineare Abbildung f: V — W 1483t sich kanonisch als Komposition einer
Quotientenabbildung, eines Isomorphismus und einer Inklusionsabbildung zerlegen:

VS V/ikerf Limf S w

Beispiel 4.1.37. Sei C°(R,R) der R-Vektorraum aller stetigen reellen Funktionen auf R,
und sei C1(R,R) C C°(R,R) der Untervektorraum aller stetig differenzierbaren Funktionen
(d.h., Funktionen f, deren Ableitung f’ existiert und stetig ist). Dann haben wir die R-
lineare Differentiationsabbildung

D: C*(R,R) — C°(R,R),
fe=f
(siehe Beispiel [4.1.9). In der Analysis wird gezeigt, dass jede stetige Abbildung g € C°(R, R)

eine Stammfunktion besitzt, d.h., eine Funktion f mit f/ = g; zum Beispiel,

fa) = [ gty

Anders gesagt ist die obige Abbildung D surjektiv. In der Analysis wird auch gezeigt, dass f’
genau dann gleich null ist, wenn f eine konstante Funktion ist. Der Kern von D ist also der
Untervektorraum Konst(R, R) C C'}(R, R) aller konstanten Funktionen, der offensichtlich zu
R isomorph ist. Der Homomorphiesatz impliziert, dass D einen Isomorphismus

D: C'(R,R)/Konst(R,R) = C°(R, R)
induziert.

Korollar 4.1.38 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen). Seien V,W Vektorriume
tber K und sei f: V — W eine K-lineare Abbildung. Ist V endlich-dimensional, so gilt

dimg (V) = dimg (ker f) + dimg (im f).

Beweis. Nach dem Homomorphiesatz [4.1.35| gilt dimg (im f) = dimg (V/ker f). Die ge-
wiinschte Gleichung folgt jetzt aus der Dimensionsformel fiir Quotientenvektorrdume (Pro-

position |3.3.46)). O

Korollar 4.1.39 (Charakterisierung von Isomorphismen). Seien V' und W K -Vektorraume
derselben endlichen Dimension und sei f: V. — W eine lineare Abbildung. Die folgenden
Aussagen sind dann dquivalent:

(i) f ist bijektiv, d.h., ein Isomorphismus.
(ii) f dst injektiv, d.h., ker f = {0}.
(iil) f ist surjektiv, d.h., im f = W.
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Beweis. Seiker f = {0}. Nach Korollar4.1.38|gilt dann dimg (im f) = dimg (V') = dimg (W).
Aus Proposition [3.3.35| folgt, dass im f = W. Sei umgekehrt im f = W. Aus Korollar [4.1.38
folgt dann, dass dim(ker f) = 0, d.h., dass ker f = {0}. O

Bemerkung 4.1.40. Das Korollar [£.1.39| gilt nicht bei unendlich-dimensionalen Vektorriu-
men, selbst wenn wir die Dimension im Sinne der Bemerkung verstehen. Die lineare
Abbildung

KN—>KN, (Io,$1,$2,...)l—>(0,$0,I1,...),

ist injektiv aber nicht bijektiv, und die lineare Abbildung
KN—>KN, (1‘0,1‘1,1}2,...)|—>(131,$2,:E3,...),

ist surjektiv aber nicht bijektiv. Ein anderes Gegenbeispiel ist die Differentiationsabbildung
D: C>*(R,R) — C>°(R,R) aus Beispiel |4.1.31] die surjektiv aber nicht injektiv ist (insbe-
sondere ist C*°(R, R) unendlich-dimensional).

Definition 4.1.41 (Rang). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorrdumen.
Man nennt die Dimension des Bildes von f den Rang von f:

rg f = dimg (im f).

Man beachte dabei, dass rg f < dimg (V) (nach Satz und rg f < dimg (W) (da
im f C W). Der Rang ist ein wichtiger Begriff, denn er spielt eine dhnliche Rolle bei linearen
Abbildungen wie die Dimension bei Vektorrdumen: Bis auf Isomorphie werden Vektorrdume
durch ihre Dimension bestimmt (Korollar , und man kann den folgenden Satz so
verstehen, dass lineare Abbildungen bis auf Isomorphie durch ihren Rang bestimmt werden:

Satz 4.1.42 (Klassifikation von linearen Abbildungen bis auf Isomorphie). Seien V' und W
Vektorraume tiber K und f: V — W eine lineare Abbildung. Dann existieren Mengen I, J
und L C INJ mit |L| = rg f, und Isomorphismen ¢: KO SV und: KY) S W, so dass

v lofop=1omy: K —>K(J),

wobei mp: KO = KW ynd 1 KO < KU die kanonischen Abbildungen sind, d.h., die
Einschrinkung auf L und die Nullfortsetzung auf J.

Beweis. Sei (v;);enm eine Basis von ker f. Nach dem Basisergdnzungssatz konnen wir sie zu
einer Basis B = (v;);e; von V ergénzen; sei L = I\ M und U = Spang{v;|i € L}. Da U und
ker f komplementér sind, ist die Einschrankung f|y injektiv. Nach Proposition ii) ist
die Familie (f(v;)):;er in W linear unabhingig, und damit eine Basis von im f (insbesondere
gilt |L| = rg f). Nach dem Basisergénzungssatz gibt es eine Basis C' = (w;)jes von W mit
L C Jund w; = f(v;) fiir alle i € L. Dann gilt @51 o fopp = 1 omy nach Konstruktion. [J

4.1.3 Homomorphismenriaume

Seien V und W Vektorrdume iiber K. Zur Erinnerung bezeichnen wir mit Homg (V, W)
die Menge aller K-linearen Abbildungen von V nach W. Sie ist auf kanonische Weise ein
K-Vektorraum:

Proposition 4.1.43. Seien V,W Vektorrdume iber K. Wenn wir die Menge Abb(V, W)
als K-Vektorraum beziiglich der punktweisen Addition bzw. Skalarmultiplikation betrachten
(Beispiel[3.2.5), dann ist Homg (V, W) ein Untervektorraum von Abb(V,W).

Beweis. Dies folgt aus Proposition |4.1.12(ii),(iii) und dem Kriterium (Homg (V, W) ist
nicht leer, da die Nullabbildung K-linear ist). O
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Bemerkung 4.1.44. Insbesondere ist Endg (V') ein K-Vektorraum. Falls V' 2 {0} ist die
Teilmenge Autx (V') von Endg (V') kein Untervektorraum, da die Nullabbildung kein Auto-
morphismus ist.

Beispiel 4.1.45 (lineare Abbildungen von K nach K). Sei f: K — K eine K-linear Ab-
bildung. Fiir alle x € K gilt dann
f@)=flz-1)==z-f(1)=f(1) =

Das heifit, f ist gleich der Multiplikation mit f(1) € K. Ist umgekehrt A € K, soist = A-x
eine K-lineare Abbildung K — K nach Beispiel i), die 1 auf A abbildet. Es gibt also
zueinander inverse Bijektionen

K 2 Homg (K, K),

A (= A-x),

fA) <~ f.

Auflerdem kann man leicht nachpriifen, dass beide Abbildungen linear sind. Insbesondere

gilt Homg (K, K) = K.

Proposition 4.1.46 (Funktorialitit der Homomorphismenrdume). Seien V, V' W, W' Vek-
torrdume tiber K und f: V — V' und g: W — W' lineare Abbildungen. Dann ist die Abbil-
dung

Homg (f,g): Homg (V/, W) — Homg (V, W'),
htsgoho f,

K-linear. Insbesondere sind die Abbildungen

Hom (idy, g): Homg (V, W) — Homg (V, W'),

ht+>goh,
Hompg (f,idw): Homg (V' W) — Homg (V, W),
ht— hof
K-linear.
Beweis. Dies folgt durch Nachrechnen aus der Linearitit von g. O

Definition 4.1.47 (Linearform, Dualraum, duale Abbildung).

e Sei V ein Vektorraum tiber K. Eine Linearform auf V ist eine lineare Abbildung
V — K. Der Dualraum V* von V ist der K-Vektorraum aller Linearformen auf V:

V* = Homg (V, K).

e Sei f: V — W eine K-lineare Abbildung. Die duale Abbildung f* zu f ist die K-lineare
Abbildung

f*=Homg(f,idg): W* = V*,
at ao f.

Beispiel 4.1.48. Sei n € N. Die n kanonischen Projektionen m;: K™ — K sind Linearfor-
men auf K.

Beispiel 4.1.49. Seien a < b reelle Zahlen und sei Riem([a,b], R) der R-Vektorraum aller

Riemman-integrierbaren Funktionen auf [a,b]. Das Riemannsche Integral f; ist eine Line-
arform auf Riem([a, b], R).
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Bemerkung 4.1.50. Sind f: V — W und g: W — U lineare Abbildungen, so gilt
(gof) =frog: U = V"
Man kann auch leicht nachpriifen, dass die Abbildung
Hompg (V,W) — Homg (W*, V™),
fef

linear ist.
Lemma 4.1.51. Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen K -Vektorraumen.

(i) Ist f injektiv, so ist f* surjektiv.

(ii) Ist f surjektiv, so ist f* injektiv.

Beweis. Sei (v;)iesr eine Basis von V. Ist f injektiv, so ist die Familie (f(v;))ies line-
ar unabhéingig (Proposition ii)) und kann zu einer Basis von W erginzt werden
(Satz [3.3:20{(iii)). Nach Satz kann dann jede lineare Abbildung V' — K zu einer
linearen Abbildung W — K fortgesetzt werden, d.h., f* ist surjektiv. Ist f surjektiv und ist
ao f =0, so muss « null sein, d.h., f* ist injektiv. O

Proposition 4.1.52 (Kern und Bild dualer Abbildungen). Sei f: V. — W eine lineare
Abbildung zwischen K -Vektorrdiumen.

(i) Die duale Abbildung der Quotientenabbildung q: W — W/im f induziert einen Iso-
morphismus
(W/im f)* = ker(f*).

(ii) Die duale Abbildung der Inklusionsabbildung i: ker f < V induziert einen Isomor-
phismus

V*/im(f*) S (ker f)*.

(iii) Die duale Abbildung der von f induzierten Abbildung f:V —» im f induziert einen
Isomorphismus
(im £)* 5 im(f*).

Beweis. Zu (i). Nach Lemma [f.1.51{ii) ist die Abbildung ¢*: (W/im f)* — W* injektiv. Es
bleibt zu zeigen, dass im(¢*) = ker(f*). Aus go f = 0 folgt f* o¢* = (go f)* = 0 und somit
im(¢*) C ker f*. Sei umgekehrt a € ker(f*) ¢ W*, d.h., oo f = 0. Nach der universellen
Eigenschaft der Quotientenvektorraum existiert @: W/im f — K so dass @ o ¢ = «, d.h.,
q¢* (@) = . Insbesondere ist o im Bild von ¢*.

Zu (ii). Nach Lemma [L.1.51fi) ist die Abbildung i*: V* — (ker f)* surjektiv. Nach
Satz bleibt es zu zeigen, dass ker(i*) = im(f*). Aus foi = 0 folgt i*o f* =0
und somit im(f*) C ker(i*). Sei umgekehrt a € ker(s*) C V*, d.h., a oi = 0. Nach der
universellen Eigenschaft der Quotientenvektorraum ist o im Bild von r*, wobei r: V —
V/ker f die Quotientenabbildung ist. Nach Satz ist f = j or mit einer injektiven
linearen Abbildung j: V/ker f — W. Nach Lemmi) ist j* surjektiv, und damit ist
« im Bild von f*.

Zu (iii). Nach Lemma ii) ist die Abbildung f*: (im f)* — V* injektiv. Es bleibt zu
zeigen, dass im(f*) = im(f*). Es gilt f = uo f, wobei u: im f < W die Inklusionsabbildung
ist. Daraus folgt f* = f*ou*. Nach Lemma i) ist u* surjektiv, und damit ist im(f*) =
im(f*), wie gewiinscht. O

Bemerkung 4.1.53. Sei f: V' — W eine lineare Abbildung. Der Quotientenvektorraum
W/im f heifit der Kokern von f und wird mit coker f bezeichnet. Aussagen (i) und (ii) der
Proposition sagen insbesondere, dass ker(f*) = (coker f)* und coker(f*) = (ker f)*.
Das heif3t, die Dualitdt vertauscht den Kern und den Kokern, aber sie erhalt das Bild.
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Konstruktion 4.1.54 (duale Basis). Sei V ein K-Vektorraum und B = (v;);cr eine Basis
von V. Nach der universellen Eigenschaft von Basen (Satz [4.1.22) gibt es zu jedem i € I
genau eine Linearform v} € V*, so dass

(o) 1, falls j =1,
v; (vj) =
E 0, andernfalls.

(Trotz der Notation hingt die Linearform v} nicht nur von v; ab, sondern von der ganzen
Basis B!) Nach demselben Satz gibt es dann genau eine lineare Abbildung

eg:V— V*,
v; > Uy
Die néchste Proposition zeigt, dass die Familie B* = (v});ecs in V* immer linear unabhéngig

ist. Sie ist sogar eine Basis von V*, wenn V endlich-dimensional ist. In diesem Fall heifit die
Basis B* von V* die duale Basis zu B.

Beispiel 4.1.55. Sei B = (e, ..., e,) die Standardbasis von K. Die duale Basis von (K™)*
ist B* = (m1,...,7n).

Proposition 4.1.56. Sei V' ein K-Vektorraum und B = (v;);c1 eine Basis von V.
(i) Die lineare Abbildung ep: V — V* ist injektiv.
(ii) Ist V' endlich-dimensional, so ist eg: V. — V* ein Isomorphismus.

Beweis. Zu (i). Nach Satz gentigt es zu zeigen, dass die Familie (v]);cr linear unab-
hingig ist. Sei ) ;. ; A - v = 0 mit (A\s)ier € K@) Nach Definition von v} ist der Wert von
Y icr Ai - vf in vy gleich \j, und damit sind alle \; gleich 0.

Zu (ii). In diesem Fall ist I endlich (Satz [3.3.27(i)). Sei & € V* beliebig. Die lineare
Abbildungen a und » ;. ; a(v;) - v; haben denselben Wert in v; fiir alle j € I. Nach Satz
stimmen sie deshalb auf ganz V iiberein. Dies zeigt, dass « im Bild von ep liegt, und
damit dass ep surjektiv ist. O

Beispiel 4.1.57. Sei I eine Menge. Aus dem Satz [4.1.22] folgt, dass die Abbildung
(D) — KT,
a = (a(e))ier,

ein Isomorphismus ist. Fir die Basis B = (e;)ie; von K () ist dann die Komposition von
ep: K < (K(I))* mit diesem Isomorphismus die Inklusionsabbildung K) < KT,

Korollar 4.1.58 (Rang der dualen Abbildung). Sei f: V — W eine lineare Abbildung zwi-
schen K -Vektorraumen. Istim f endlich-dimensonal (z.B. ist V oder W endlich-dimensional),
so gilt

rg f=1g f".

Beweis. Nach Proposition .1.52] gilt
dim g im(f*) = dimg (im f)*.

Wenn V' oder W endlich-dimensional ist, ist auch im f endlich-dimensional nach Korol-

lar [4.1.38| oder Proposition [3.3.35] Nach Proposition [4.1.56(ii) gilt dann
dimg (im f)* = dimg im f.

Aus diesen zwei Formeln folgt, dass rg f = rg f*. O
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Zur Erinnering gibt es zu jeder Menge X und jedem Element x € X eine Auswertungs-
abbildung

ev,: Abb(X,K) = K,
[ flx),
die K-linear ist (Beispiel [4.1.8). Wenn X = V ein K-Vektorraum ist, ist insbesondere die

Einschrankung von ev, auf V* eine Linearform auf V*, also ein Element des Dualraums
(V*)*, das wir auch mit ev, bezeichnen.

Proposition 4.1.59 (Doppeldual). Sei V' ein K-Vektorraum. Die Abbildung
ev: V — (V)
V> evy,
ist K-linear und injektiv. Falls V' endlich-dimensional ist, ist ev ein Isomorphismus.

Beweis. Zur Linearitdt haben wir zu zeigen:
€Vytw =€Vyt+evy, und evy, =A-ev,.
Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen. Zum Beispiel gilt fiir alle o € V*:
evip(a) =ar-v) =X-aw) =X evy(a) = (A ev,)(a).

Zur Injektivitit: Sei v € V' \ {0}. Nach dem Basisergiinzungssatz kénnen wir v zu
einer Basis B von V ergénzen. Fir die Abbildung ep: V' — V* gilt dann nach Konstruktion
ep(v)(v) = 1 # 0. Insbondere existiert a € V*, so dass ev, () = a(v) # 0, und damit ist
ev, # 0. Also ist ev injektiv.

Wenn V endlich-dimensional ist, dann gilt dimg (V) = dimg (V*) = dimg ((V*)*) nach
Proposition (ii). Die letzte Aussage folgt daraus, da jede injektive lineare Abbildung

zwischen endlich-dimensionalen Vektorrdumen derselben Dimension ein Isomorphismus ist

(Korollar [4.1.39). O

Bemerkung 4.1.60. Sei V ein endlich-dimensional K-Vektorraum. Man beachte, dass der
Isomorphismus eg: V' — V* von der Wahl der Basis B abhéngt. Da im Allgemeinen V' keine
bevorzugte Basis besitzt, gibt es keinen bevorzugten Isomorphismus zwischen V und seinem
Dualraum. Im Gegensatz dazu ist der Isomorphismus ev: V' — (V*)* unabhéngig von irgend-
welchen Wahlen. Deswegen wird es oft gesagt, dass ein endlich-dimensionaler Vektorraum
zu seinem Doppeldual kanonisch isomorph ist, aber zu seinem Dual nur unkanonisch.

Bemerkung 4.1.61. Falls V unendlich-dimensional ist, dann sind weder eg: V — V*
noch ev: V. — (V*)* surjektiv. Man kann sogar zeigen, dass die Machtigkeit einer Basis
von V* wirklich grofler als die einer Basis von V ist. Insbesondere ist die Bijektivitdt von
ev, oder die Existenz eines Isomorphismus zwischen V und V*, eine Charakterisierung der
Endlichdimensionalitdt eines Vektorraums V.

4.2 Matrizen

Das Ziel dieses Abschnitts ist, lineare Abbildungen zwischen Vektorrdumen der Gestalt K™
ganz konkret zu verstehen. Dazu fithren wir den Beriff der Matriz ein.

Definition 4.2.1 (Matrix). Sei K ein Korper und seien m,n € N. Eine m X n-Matriz iber
K (oder mit Koeffizienten in K) ist eine Familie
A = (aij)(i.5)€ {1, m}x {1,0em}

mit a;; € K. Wenn m und n festgelegt sind, schreibt man oft (a;;); ; oder sogar (a;;) fur
eine solche Familie. Der Skalar a,; ist der (7,j)-te Koeffizient oder Fintrag der Matrix A,
und wird auch mit A;; bezeichnet.
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Eine m x n-Matrix A = (a;;);,; wird iiblicherweise als Rechteck mit m Zeilen und n
Spalten dargestellt:

a11 a12 A1n

a21 a22 a2n
A= .

am1 Am2 e Amn

Inbesondere betrachten wir m x 1-Matrizen als Spaltenvektoren und 1 x n-Matrizen als
Zeilenvektoren.

Notation 4.2.2. Die Menge aller m x n-Matrizen tiber K wird mit M, x,(K) bezeichnet.
Da wir schon Elemente von K™ als Spaltenvektoren betrachten, werden wir {iblicherweise
Myx1(K) mit K™ identifizieren. Wir kénnen auflerdem My (K) mit K identifizieren.
Wenn m = n schreiben wir auch M,,(K) anstelle von M, «,(K). Matrizen in M, (K) heifilen
quadratische Matrizen.

Notation 4.2.3. Seien A = (a;5)ij € Myuxn(K), i € {1,...,m} und j € {1,...,n}. Wir
bezeichnen mit

Aiv = (ai1 a2 ... aimn)
die i-te Zeile von A und mit
alj
agj
A=
Amj

die j-te Spalte von A.

Matrizen fester Grofie bilden einen Vektorraum tiber K, indem wir Addition und Ska-
larmultiplikation koeffizientenweise definieren (vgl. Definition [3.1.2)):

Definition 4.2.4 (Addition und Skalarmultiplikation von Matrizen). Seien m,n € N.
o Seien A = (a;5)i,; und B = (b;;); ; m x n-Matrizen tiber K. IThre Summe ist die Matrix
A + B = (aij + bij)i,j~
o Sei A = (aij)i,; eine m x n-Matrix tiber K und A € K ein Skalar. Dann setzen wir

A A= (A-ay).

Mit dieser Addition und Skalarmultiplikation ist es klar, dass M,,,x, (K) ein Vektorraum
iiber K ist (siehe Proposition[3.1.5)). Der Nullvektor ist die Nullmatriz 0 = Oy, = (0);,;, und
das Inverse einer Matrix A = (a;;);,; bzgl. + ist —A = (—a,j); ;. AuBerdem hat My, ., (K)
eine Basis (Ers)(r,s)e{1,...,m}x{1,....,n}, Wobei E,, die Matrix ist, deren Eintrége alle null sind,
aufler dem Eintrag in der r-ten Zeile und s-ten Spalte, welcher 1 ist. Insbesondere gilt:

dimg My xn(K) =m - n.
Um die Definition von E,., als Formel schreiben zu konnen, ist folgende Notation hilfreich:

Notation 4.2.5 (das Kronecker-Delta).

1, fallsi=j,
(Sij = . .
0, fallsi # j.

Mithilfe des Kronecker-Deltas kann man schreiben: E,s = (0;5:0;5); ;-
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Bemerkung 4.2.6. Die Addition von Matrizen unterschiedlicher Grofie ist nicht definiert.

Definition 4.2.7 (transponierte Matrix). Seien m,n € N und sei A = (a;;); ; eine m x n-
Matrix iiber K. Die transponierte Matriz zu A ist die n x m-Matrix

AT .= (aij)jvi S Mnxm(K)-

Beispiel 4.2.8. Fiir die 3 x 2-Matrix

b

I
ot W
D =N

gilt
1 3 5
T _
A= (2 4 6) ’
Durch das Transponieren werden also Zeilen zu Spalten und umgekehrt. Die Abbildung

men(K) — Mnxm(K)v
A AT,
ist offensichtlich K-linear, und es gilt (AT)T = A.
Definition 4.2.9 (Zeilenraum, Spaltenraum). Seien m,n € N und sei A € My, «n(K).

o Der Zeilenraum ZR(A) von A ist der von den Zeilen von A erzeugte Untervektorraum
von K".

e Der Spaltenraum SR(A) von A ist der von den Spalten von A erzeugte Untervektor-
raum von K™.

Bemerkung 4.2.10. Es gilt ZR(A) = SR(AT") und SR(4) = ZR(A").

Definition 4.2.11 (Diagonalmatrix, obere/untere Dreiecksmatrix). Sei n € N und sei A =
(@ij):,; eine n x n-Matrix tiber K.

o A heiflt Diagonalmatriz, wenn alle Koeflizienten auflerhalb der Hauptdiagonale null
sind, d.h., wenn a;; = 0 fiir alle ¢ # j.

o A heifit obere Dreiecksmatriz, wenn a;; = 0 fiir alle ¢ > j.

o A heifit untere Dreicksmatriz, wenn a;; = 0 fiir alle 7 < j.

o A heifit Dreiecksmatriz, wenn A eine obere oder untere Dreiecksmatrix ist.
Notation 4.2.12. Man schreibt diag(ds, ..., d,) fir die n x n-Diagonalmatrix (a;;);,; mit

Qg; = dl

4.2.1 Multiplikation von Matrizen

Definition 4.2.13 (Matrixmultiplikation). Seien m,n,p € N. Sei A = (a;;);,; eine m x n-
Matrix tber K und B = (bjx);r eine n x p-Matrix iiber K. Das Produkt von A und B ist
die m x p-Matrix

AB: Zaij~bjk
J=1 ik
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Um diese Definition zu verstehen ist es hilfreich, den Spezialfall m = p = 1 zu betrachten.
In diesem Fall ist A € Mjy,,(K) ein Zeilenvektor und B € M,,«1(K) ein Spaltenvektor, und
ihr Produkt liegt in M7 1 (K), also ist ein einziger Skalar:

by

ba n
A-B:(al as ... an). . :ZajbjeK.

: =

by

Im allgemeinen Fall mit A € M,,x,(K) und B € M, ,(K) ist der (7, k)-te Eintrag in dem
Produkt A- B das Produkt der i-te Zeile von A mit der k-te Spalte von B wie im Spezialfall:

A-B= (Az* : B*k:)iJc-

-«— N — «— D —

—Dp—
T b T
m | e, ol - n ; = m .
l IR i
i-te Zeile k-te Spalte  ~+ Koeffizient (i, k)

Beispiel 4.2.14. Es gilt

(1 -1 2>. o (4 1>
5 0 =3 1 9 -3 -1

0 1 5 0 -3
-2 4 (é _01 _23>_ 18 2 16
1 2 11 -1 —4

Definition 4.2.15 (Einheitsmatrix). Sei n € N. Die n x n-Einheitsmatriz tiber K ist die
n X n-Matrix

1 0 ... 0
01 ... 0

Iy = (6i)ij = . . . .| €MuK).
0o 0 ... 1

Dabei ist d;; das Kronecker-Delta, siche Notation [£.2.5]
Proposition 4.2.16 (Eigenschaften der Matrixmultiplikation).

(i) Matrizmultiplikation ist assoziativ. Das heifit, fir alle m,n,p,q € N, A € M, xn(K),
B € Myxp(K) und C € Mpyq(K) gilt

(A-B)-C=A-(B-0).

(ii) Die Einheitsmatriz ist ein neutrales Element bzgl. Matrizmultiplikation. Das heifst, fir
alle myn € N und A € My, xn(K) gilt

I, - A=A und A-I,=A.

(iii) Matrizmultiplikation ist distributiv iber Addition. Das heifit, fir alle m,n,p € N,
A,B € Myyn(K) und C,D € M, ,(K) gilt

A-(C+D)=A-C+A-D und (A+B) C=A-C+B-C.

85



(iv) Matrizmultiplikation ist kompatibel mit Skalarmultiplikation im folgenden Sinne: Fir
allem,n,p e N, A€ My xn(K), B € Mpyp(K) und A € K gilt

(A\-A)-B=X-(A-B) und A-(\-B)=\-(A-B).

(v) Matrizmultiplikation ist kompatibel mit Transponieren im folgenden Sinne: Fir alle

m,n,p €N, A€ My, xn(K) und B € Myx,(K) gilt

(A-B)T =BT . AT.

Beweis. Zu (i). Nach Definition der Matrixmultiplikaton gilt

n p
(A . B)zk = ZA’LJBJIC und (B . C)jl = Z Bjkah
Jj=1 k=1

und daher

((A-B)-Cly=)» (A-B)Cr

Z AijBjr | Ci

Jj=1

> AijBjxCr

J

)
-

M T T T

<

Il
—
~

Il
—

M=

Ai; B Ch

I
Ms

Al] (Z Bjk‘ck'l>

Aij(B-C)ji

1

<.
Il

I
NE

Il
—

—~~ .

A-(B-C))y.

Dabei haben wir mehrere Eigenschaften von 4+ und - im Koérper K verwendet: das verall-
gemeinerte Disbtributivgesetz (Bemerkung , die Assoziativitat und Kommutativitat
von + und die Assoziativitdt von -. Diese Berechnung gilt fiir alle ¢ € {1,...,m} und

le{l,...,q}, und damit ist die gewilinschte Matrixgleichung bewiesen.
Zu (ii). Fur alle ¢, 5 gilt

= i dieAcj = Asj,
e=1

und somit I,,, - A = A. Der Beweis der Gleichung A - I, = A ist &hnlich.
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Zu (iii). Wir iiberpriifen nur die erste Gleichung:

I
NE

(A-(C+D))ix Ai;(C+ D)j (Definition der Matrixmultiplikation)

<.
I
—

I
M=

Ai;(Cjr + Dj) (Definition der Matrixaddition)

<.
I
—

I
M=

(AijCjr + AijDjy) (Distributivgesetz in K)

<
Il
—

A;;Cir + Z A;jDji (Assoz. & Komm. der Addition in K)

I
M=

j=1 j=1
=A-Clir+ (A D) (Definition der Matrixmultiplikation)
=({(A-C)+ (A-D))ix. (Definition der Matrixaddition)

Zu (iv). Wir iiberpriifen nur die zweite Gleichung:

n

(A-(A-B))i = Z Aiij(X- B)jk (Definition der Matrixmultiplikation)

Jj=1
n
= Z A;i(ABjk) (Def. der Skalarmultiplaktion von Matrizen)
j=1
n
= Z MAijBjk) (Assoz. & Komm. der Multiplikation in K)
j=1
=A Z AijBij (Distributivgesetz in K)
j=1
=MA- B (Definition der Matrixmultiplikation)
=(A-(A-B))i. (Def. der Skalarmultiplaktion von Matrizen)

Zu (v). Firallei € {1,...,m} und k € {1,...,p} gilt

(A B))ki=(A-B)ix =Y Ay B => (BN (A1) = (BT - AN O

j=1 j=1
Bemerkung 4.2.17. Sei n € N. Die Matrixmultiplikation definiert eine Verkniipfung

auf quadratischen nxn-Matrizen. Diese Verkniipfung ist assoziativ nach Proposition[4.2.16{i)
und distributiv iber die Addition nach Proposition [4.2.16{(iii). Wenn n > 2 ist sie aber nicht
kommutativ. Zum Beispiel:

LY (0 1y 1y (0 1y (01 (1
0 1 1 0/ \1 0 1 1) \1 0 0 1)
Das Tripel (M, (K),+, -) ist ein Beispiel eines nicht-kommutativen Ringes (siehe Bemerkung

2.3.5).

Notation 4.2.18 (Matrixpotenzen). Sei n € N und A € M, (K) eine quadratische Matrix.
Man definiert die Potenzen A* mit k € N rekursiv wie folgt:

A’ = I,
A" = A- A" (fiir alle n > 1).
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Wegen der Assoziativitdt der Matrixmultiplikation (und die Neutralitit von I,) gilt dann
Al = A und
Ak-i-l _ Ak . Al und (Al)k — Akl

fiir alle k,1 € N (beide Formeln lassen sich leicht durch Induktion {iber k¥ nachpriifen, vgl.
Proposition [2.1.7)).

Beispiel 4.2.19 (Fibonacci-Zahlen). Die Folge (F},)nen der Fibonacci-Zahlen wird durch
folgende Gleichungen rekursiv definiert:

FO = 07
=1,
Foy1=F,+ F,—1 (furallen >1).
Die ersten Fibonacci-Zahlen sind also
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

Diese rekursive Definition kann mithilfe der Matrixmultiplikation ausgedriickt werden:

< F:1> _ ( F 1) =A-. (Fn—1> , wobel A= (1 O) € Mrx2(Q).

Daraus folgt die folgende nicht-rekursive Formel fiir die Fibonacci-Zahlen:

(5)-+ ()

Damit stellt sich noch die Frage, ob man die Matrixpotenz A™ effektiv berechnen kann.
Das werden wir spéter schaffen, und damit eine explizite Formel fiir F,, erhalten (siehe

Beispiel [6.2.33)).

Definition 4.2.20 (invertierbare Matrix, inverse Matrix). Sei n € N. Eine quadratische
Matrix A € M,,(K) heiit invertierbar oder reguldr, wenn sie ein inverses Element beziiglich
Matrixmultiplikation besitzt, d.h., wenn eine Matrix B € M,,(K) existiert, so dass

A-B=1, und B-A=1I,.

Die Matrix B ist dann eindeutig bestimmt (siche Proposition [2.1.3); sie heifit die inverse
Matriz zu A und wird mit A=! bezeichnet.

Wir werden spéter untersuchen, wie man die Invertierbarkeit einer Matrix bestimmen
kann und wie man die inverse Matrix berechnen kann (siehe Abschnitt [5.2.1)).

Beispiel 4.2.21.

(i) Eine 1 x 1-Matrix {iber K entspricht einem einzigen Skalar a € K. Sie ist genau dann

invertierbar, wenn a € K*.
0
=0 0)
A.

gilt A2 = I,. Also ist A invertierbar mit A=! =
1 a) (1 b\ _ (1 a+bd
0 1 0 1) \0 1 '
1 o\ (1 -a
0 1 ~\0 1)/
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(ii) Fir die Matrix

—_

(iii) Fir a,b € K gilt

Daraus folgt, dass



Bemerkung 4.2.22. Sind A, B € M, (K) invertierbar, so ist A - B invertierbar und es gilt
(A-B)y"'=B"1.A"%

Definition 4.2.23 (allgemeine lineare Gruppe). Sei n € N. Die allgemeine lineare Gruppe
iiber K ist die Menge

GL,(K) = {A € M, (K) | A ist invertierbar}
versehen mit der Matrixmultiplikation.
Bemerkung 4.2.24. Wenn n > 2 ist die allgemeine lineare Gruppe GL,,(K) nicht abelsch
(nach Bemerkung [4.2.17).
4.2.2 Lineare Abbildungen aus Matrizen
Sei A eine m x n-Matrix iiber K. Man definiert eine Abbildung L4: K™ — K™ wie folgt:

Ly: K" — K™,
v Ao,

Dabei betrachten wir v als Spaltenvektor, d.h., v € M, «1(K), und A - v € M, ist das
Matrixprodukt von A mit v. Konkreter, ist A = (a;;);,;, so ist

U1
" a11v1 + a12v2 + a13V3 + - - + A1pUn
2
Q2101 + Q2202 + A23V3 + - + G2pVn
Law)=A-|vs]| =
) Am1V1 + Am2U2 + Am3U3 + -+ AmnUn
n

Bemerkung 4.2.25 (Bild der Standardeinheitsvektoren). Seien ey, ...,e, € K™ die Stan-
dardeinheitsvektoren und sei A € M« (K). Fir alle j € {1,...,n} gilt

alj

a2;
La(ej)=A-e; = Ay =

Amj

Das heiit: Das Bild von e; unter L4 ist die j-te Spalte von A.
Proposition 4.2.26. Seien m,n,p € N.

(i) Fiir alle A € My, xn(K) ist die Abbildung Ls: K™ — K™ K-linear.

(if) Fir alle A € Myxn(K) und B € My, (K) gilt La.g =LaoLp.

(iii) Es gilt Ly, = idgn.

(iv) Fir alle A, B € My,xn(K) gilt Laxg=La+ Lp.

(v) Fiir alle A € Mpxn(K) und X € K gilt Lx.g = A+ La.
Beweis. Zur ersten Aussage ist zu zeigen: Fiir alle v,v’ € K™ und A € K gelten

La(v+v")=La(v)+ La(v') und La(A-v)=X-La(v).

Dies folgt aus der Definition von L4 und Propositioniihiv). Aussagen (ii) bis (v)

folgen direkt aus Aussagen (i) bis (iv) der Proposition O
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Bemerkung 4.2.27. Nach Bemerkung4.2.25(und Proposition [4.1.20(i) ist der Spaltenraum
von A € My, xn(K) genau das Bild von L 4:

SR(A)=im Ly C K™.
Der Zusammenhang zwischen L4 und dem Zeilenraum von A ist nicht so offensichtlich

(eigentlich ist ZR(A) das orthogonale Komplement von ker L4 in K™).

Bemerkung 4.2.28. Aussagen (i), (iv) und (v) der Proposition [4.2.26| konnen wie folgt
zusammengefasst werden: Es gibt eine K-lineare Abbildung

L: Myysn(K) = Homg (K™, K™),
A Ly.
Dabei ist Homg (K™, K™) der K-Vektorraum aller K-linearen Abbildungen von K™ nach
K™ (siehe Proposition [4.1.43)).

Satz 4.2.29. Seienm,n € N und sei f: K™ — K™ eine K-lineare Abbildung. Dann existiert
genau eine m X n-Matriz A uber K, so dass f = L. Anders gesagt ist die Abbildung

L: Mpyxn(K) — Homg (K™, K™)
ein Isomorphismus.

Beweis. Dass hochstens eine solche Matrix A existiert folgt aus Bemerkung [4.2.25) Wenn
L4 = Lp, dann ist inbesondere

A.j = La(ej) = Lp(e;) = By

fiir alle j € {1,...,n}, und daher ist A = B. Es bleibt zu zeigen, dass A existiert. Sei A
die m x n-Matrix, deren j-te Spalte gleich f(e;) € K™ ist. Wir behaupten, dass L4 = f.
Beide Abbildungen L4 und f sind K-linear (die erste nach Proposition 1)) Nach
Bemerkung [4.2.25] gilt La(e;) = f(e;) fiir alle j € {1,...,n}. Da (eq,...,€,) cine Basis von
K™ ist, folgt aus dem Satz [£.1.22] dass L = f. O

Notation 4.2.30. Die Umkehrabbildung von L bezeichnen wir mit
MZ HOIHK(Kn, Km) :> men(K)

Das heiflt, ist f: K™ — K™ eine linear Abbildung, so ist M (f) die m x n-Matrix mit Spalten
f(61)7 RN f(en)

Bemerkung 4.2.31. Nach Proposition 4.2.26[ii) ist der Isomorphismus M auch mit den
multiplikativen Verkniipfungen vertriaglich: Fiir alle m,n,p € N ist folgendes Diagramm
kommutativ:

Hompg (K™, K™) x Homg (KP, K™) —— Homg (K?, K™)

M x Mll llM

Mpxn(K) X Myxp(K) ——————— My p(K).

Beispiel 4.2.32. Wir listen die Matrizen A € My(R) auf, deren zugeordnete R-lineare
Abbildungen L 4: R? — R2 die im Beispiel sind:

0)
1]
2

1

2
2°\0
.. . -1 0
(ii) Spiegelung an Res: ( 0 1).

(i) Skalierung um 1: (
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2
x. -5
(iii) Drehung um %: < s >

(iv) Spiegelung an 0: <_01 _01)

Fods

3
s 0
. . 3. 5
(v) Horizontale Skalierung um 3: (0 1).

(vi) Koordinatenvertauschung: <(1)

(vii) Orthogonale Projektion auf Re: (é 8)

1
(viii) Horizontale Scherung um 3: ((1) i)
Beispiel 4.2.33 (Drehmatrizen). Sei o € R eine reelle Zahl und sei

cosa —sina
D(a) = (sina cos o ) € M(R).

Die entsprechende lineare Abbildung Lp(qa): R? — R2? ist eine Drehung um den Winkel «
um den Nullpunkt. Insbesondere gilt Lp(at5) = Lp(a) © Lp(s). Aus Proposition 4.2.26(ii)
und der Injektivitdt von L folgt:

D(a+8) = D(a) - D(8).
Diese Gleichung liefert die gewohnlichen Formeln fiir cos(a + 8) und sin(a + ).

Bemerkung 4.2.34. Man kann den Satz [4.2.29 auf Vektorrdume der Gestalt K (D) verall-
gemeinern, aber die Aussage wird komplizierter. Man nennt eine I x J-indizierte Familie in
K eine I x J-Matriz iiber K. Aus dem Satz erhalten wir einen Isomorphismus

L: My 7(K) S Homg (K, K.

Ist A € My, ;(K), so landet die lineare Abbildung L,: K/) — K! in K) genau dann,
wenn jede Spalte von A in KD liegt, d.h., wenn jede Spalte von A nur endlich viele Koeffizi-
enten enthélt, die nicht null sind. Eine solche Matrix heifit spaltenendlich. Dementsprechend
schriankt sich der obige Isomorphismus zu einem Isomorphismus zwischen Hom g (K ) KU ))
und dem Vektorraum der spaltenendlichen I x J-Matrizen ein.

Definition 4.2.35 (Rang einer Matrix). Seien m,n € N und sei A € M, (K). Der Rang
von A ist der Rang von L4 (siehe Definition [4.1.41)):

rgA:=rgLy =dimg(imLy4).
Bemerkung 4.2.36. Da das Bild von L4 der Spaltenraum von A ist (Bemerkung 4.2.27)),
gilt
rg A = dimg SR(A4).
Wir werden spéiter beweisen, dass auch rg A = dimg ZR(A) (siehe Korollar [4.2.49)).

Proposition 4.2.37 (Charakterisierung der Invertierbarkeit). Sein € N und A € M,,(K).
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist invertierbar.
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(ii) A ist von links invertierbar, d.h., es existiert B € M, (K) mit B- A= 1,.
(iil) A ist von rechts invertierbar, d.h., es existiert B € M,(K) mit A- B = I,,.
(iv) Die lineare Abbildung La: K™ — K™ ist bijektiv.

)
)
)
(v) Die lineare Abbildung La: K™ — K™ ist injektiv.
(vi) Die lineare Abbildung Ly: K™ — K™ ist surjektiv.
)

(vil) Es gilt rg A =n.

Beweis. Die Implikationen (i) = (ii) und (i) = (iii) sind klar. Die Aquivalenz von (iv), (v)
und (vi) folgt aus Korollar und die Aquivalenz von (vi) und (vii) folgt aus Propositi-
on L,: K™ — K™ ist genau dann surjektiv, wenn dimg (im L 4) = n. Die Implikation
(ii) = (v) folgt aus Proposition [4.2.26](ii,iii), denn B - A = I,, impliziert Lg o Ly = idgn,
und damit ist L4 injektiv (nach Proposition [1.3.25[iii)). Die Implikation (iii) = (vi) folgt
auf dhnliche Weise.

Zum Schluss beweisen wir (iv) = (i). Sei g die Umkehrabbildung von L4 und sei B =
M(g) die zugehorige Matrix. Nach Bemerkung gilt

B-A=M(g) M(La)=M(goLa)=M(idgn) = I,

und ebenso A- B = I,. O

4.2.3 Darstellung von linearen Abbildungen

Nach Satz kénnen wir jede K-lineare Abbildung f: K™ — K™ als eine m x n-Matrix
A auffassen. Diese Darstellung von linearen Abbildungen als Matrizen ist sehr niitzlich fiir
Berechnungen. Zum Beispiel entspricht die Komposition von linearen Abbildungen der Ma-
trixmultiplikation.

In diesem Abschnitt wollen wir diese Matrixdarstellung auf lineare Abbildungen f: V —
W zwischen beliebigen endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen verallgemeinern. Wenn B =
(v1,...,v,) eine Basis von V ist, gibt es bekanntlich einen Isomorphismus

YB: K" :> %4
mit pp(e;) = v; (siche Bemerkung [3.3.18]). Ist v € V, so heiit der Spaltenvektor
ol = 05t (1) € K"

der Koordinatenvektor von v bzgl. B (Definition [3.3.17). Sind V' und W Vektorrdume tiber
K der Dimension n und m mit Basen B und C, so erhalten wir einen Isomorphismus

Hom g (V, W) = My, un(K),
f e 1112
als die Komposition der Isomorphismen

Homx (¢5,05")

Homg (V, W) Homp (K™, K™) %Man(K)

Seine Umkehrabbildung ist die Komposition

Homk (¢5",¢c)
4>

M (K) 2 Homp (K™, K™) Hom (V, W).

Definition 4.2.38 (Darstellungsmatrix). Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektor-
rdume mit Basen B und C und sei f: V — W eine lineare Abbildung. Die Matrix [f]Z heifit
die Darstellungsmatriz oder Abbildungsmatriz von f bzgl. der Basen B und C.
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Seien B = (v1,...,v,) und C = (w1, ..., w,,). Nach Definition ist [f]Z die m x n-Matrix
entsprechend der linearen Abbildung

(palofoch: K" — K™,
d.h., [f]E = M(p5' o f opp). Die j-te Spalte von [f]5 ist also
(e’ o fopr)le;) = vo' (f(vy) = [f(v;)lc-

Anders gesagt, ist [f]Z = (a;;)i;, so gilt
m
Flog) =" ai - w;
i=1

fiir alle j € {1,...,n}, und die Matrix [f]Z ist dadurch eindeutig bestimmt.

Proposition 4.2.39. Seien V, W und U endlich-dimensionale K -Vektorrdume mit Basen
B, C und D.

(i) Fir jede lineare Abbildung f: V — W und jeden Vektor v € V gilt
[f(W)e = [f1E - [v]5.
(ii) Fir lineare Abbildungen f:V — W und g: W — U gilt
lgo f15 = 1915 - [£1E-
(iii) Es gilt
[ldV}g = Ina
wobei n = dimg (V).

(iv) Fir jeden Isomorphismus f: V = W ist die Matriz [f]E invertierbar, und es gilt

Beweis. Zu (i). Es gilt

[£16 - [v]s = (¢c" o f o wB) (¢ (1)) = g (f(v) = [f(v)]c-

Zu (ii). Dies folgt aus der Gleichung

(pp' ogowc)o (st o fopr)=¢p o(gof)ovs,

indem wir M auf beide Seiten anwenden.
Zu (iii). [idy]B = M(p5' oidy opp) = M(idgn) = I,.
Zu (iv). Dies folgt aus (ii) and (iii). O

Bemerkung 4.2.40 (Rang einer Darstellungsmatrix). Der Rang der Darstellungsmatrix
[f]Z ist gleich dem Rang von f. Denn es gilt

1g [f]E = 18(pc’ o f o pp) = dimgk im(pg' o f o vp)

und

(a2

im(pg' o fopp) =im(pg' o f) = g (im f) Zim f,

da ¢pp surjektiv ist und @51 injektiv ist.
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Definition 4.2.41 (Basiswechselmatrix). Seien B und B’ zwei Basen eines n-dimensionalen
K-Vektorraums V. Die Basiswechselmatriz TE, von B nach B’ ist die Matrix

TE = [idv]} = M(gp! o o) € Mo (K).
Nach Proposition [4.2.39(i) gilt also
T5 - [v]p = [v]m

fiir alle Vektoren v € V. Nach Proposition 4.2.39(iv) ist die Basiswechselmatrix 75, inver-
tierbar, mit

(T5) " =715
Beispiel 4.2.42. Sei B = (vy,...,vy) eine Basis von K. Die Basiswechselmatrix von B
nach der Standardbasis ist die Matrix (111 o vn).

Proposition 4.2.43 (Basiswechselformel). Seien V' und W endlich-dimensionale Vektor-
raume tber K. Seien B, B’ Basen von V und C,C’ Basen von W . Fiir jede lineare Abbildung
f: V=W gilt ) )

(116 =76 - [116- T -

Insbesondere: Fir jeden Endomorphismus f: V — V gilt
[f15 =Tg - [f15-T5 -
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Proposition [4.2.39((ii):
76 (18- T = lidwlg, - [f16 - lidv]E = [idw of o idv] = [f16- O
Beispiel 4.2.44. Sei f: R? — R? die lineare Abbildung f = L4 mit
3 -1
A= (2 5 ) .
Wir betrachten die Basis B = (v1,v2) von R? mit
1 1
v = <1> und vy = (2) .
Die Basiswechselmatrix von B nach der Standardbasis F ist also
s (11
und man kenn leicht durch Multiplizieren nachpriifen, dass
E_ pBy-1_ (2 —1
Nach Proposition [£.2.43] gilt

ng=5-a18 =5 ).

Diese Darstellungsmatrix zeigt, dass die lineare Abbildung f folgende einfache geometrische
Beschreibung besitzt: Sie skaliert um den Faktor 2 in Richtung von v, und sie ldsst die
Vektoren in Richtung von v fest. Die lineare Abbildung f ist ein Beispiel einer diagonali-
sierbaren Abbildung (siehe Abschnitt [6.2.1)).

94



Dieses Beispiel zeigt folgendes: Selbst wenn wir nur an Vektorrdumen der Gestalt K™
Interesse haben, ist es oft hilfreich, die Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung beziig-
lich beliebiger Basen zu betrachten. Denn mit einer geeigneten Wahl von Basen kann die
Darstellungsmatrix besonders einfach sein, was uns hilft, die Abbildung besser zu verstehen.
Man kann insbesondere die folgenden Fragen stellen:

Frage 4.2.45. Seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume {iber K.

(i) Fir eine lineare Abbildung f: V — W, wie kann man Basen B von V und C von W
finden, so dass die Matrix [f]2 so einfach wie méglich ist?

(ii) Fiir einen Endomorphismus g: V' — V| wie kann man eine Basis B von V finden, so
dass die Matrix [g]B so einfach wie méglich ist?

Die méglichst einfache Darstellungsmatrix [f]Z bzw. [g]B heiBt die Smithsche Normal-
form der linearen Abbildung f bzw. die Jordansche Normalform des Endomorphismus g.
Die Existenz der Smithschen Normalform kénnen wir bereits beweisen:

Satz 4.2.46 (Smithsche Normalform linearer Abbildungen). Seien V und W endlich-dimen-
stonale K -Vektorraume der Dimension n und m, und sei f: V. — W eine lineare Abbildung.
Dann existieren Basen B von V und C von W, so dass

B __ Ir Or,n—r
[f]C N <Omr,r Omfr,nfr ’

wobei r =rg f.

Beweis. Das ist der endlich-dimensionale Fall des Satzes [£.1.42] aber wir geben wieder einen
vollstéandigen Beweis. Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen hat der Kern von
f die Dimension n — r. Nach dem Basisergénzungssatz existiert eine Basis B = (v1,...,v,)
von V, so dass (vy41,...,0,) eine Basis von ker f ist. Sei U = Spang{vy,...,v,.}. Da U
und ker f komplementér sind, ist die Einschrankung f|y injektiv, und damit ist die Familie
(f(v1),..., f(vy)) in W linear unabhéingig (Proposition [£.1.20ii)). Nach dem Basisergén-
zungssatz gibt es weitere Vektoren wy41,...,wn, so dass die Familie

C=(f(v1), s fvr),Wrip1,..., W)

eine Basis von W ist. Fiir ¢ < r gilt dann [f(v;)]c = e; und fir ¢ > r gilt f(v;) = 0. Also
hat die Matrix [f]5 die gewiinschte Form. O

Es stellt sich noch die Frage, wie man solche Basen B und C im konkreten Fall V = K™
und W = K™ finden kann. Eine effektive Methode zu solchen Berechnungen werden wir
im Kapitel [5| erklaren, und damit wird die Frage 4.2.45(i) vollstindig beantwortet werden.
Die Frage ii) ist wesentlich schwieriger. Wir werden sie im Kapitel |§| nur teilweise
beantworten; eine vollstdndige Antwort ist ein Ziel der Vorlesung Lineare Algebra II.

Zum Abschluss dieses Kapitels erkldren wir den Zusammenhang zwischen der dualen

Abbildung (Definition [4.1.47)) und der transponierten Matrix (Definition [4.2.7)):

Proposition 4.2.47 (Darstellungsmatrix der dualen Abbildung). Seien V und W endlich-
dimensionale K -Vektorrdume mit Basen B und C, und seien B* und C* die dualen Basen
von V* und W*. Fiir jede lineare Abbildung f: V — W gilt

[£15- = (1118)"

Beweis. Seien
B=(vi,...,v,) und C = (wy,...,Wn)

die gegebenen Basen und seien

B* = (v{,...,v}) und C*=(wi,...,w}),

r n
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die zugehérigen dualen Basen. Sei [f]Z = (ai;); ;. Nach Definition der Matrix [f]Z ist ihre
Jj-te Spalte der Koordinatenvektor [f(v;)]c, das heift:

f(vj) = Zm:aij - wj.
i=1
Unser Ziel ist, die Koordinatenvektoren [f*(w})]p~ zu berechnen. Es gilt
fr(wi)(vs) = wi(f(vy)) = iak;‘ ~wi (wy) = aij,
k=1
da w}(wg) = ;. Daraus folgt, dass
fr(wy) = En:aij S5
j=1

da beide linearen Abbildungen V' — K dieselbe Werte auf der Basis B von V nehmen. Diese

Gleichung bedeutet, dass der Koordinatenvektor [f*(w})]p- gleich der i-ten Zeile von [f]2
ist, d.h., dass [f*]G. die transponierte Matrix zu [f]5 ist. O

Bemerkung 4.2.48. Sei A € M,,x,»(K). Die Standardbasis von K" induziert einen Iso-
morphismus ¢: K™ = (K™)* mit £(e;) = 7; (siche Konstruktion [4.1.54). Proposition [4.2.47
angewendet auf die lineare Abbildung L4 und die Standardbasen, liefert ein kommutatives
Quadrat

KWLK"

slz ) Ef
(K™)* 24 (Km)*.

Korollar 4.2.49 (Rang der transponierten Matrix). Seien m,n € N und sei A € My, xn(K).
Dann gilt
rigAT =rg A,

das heifit, nach Bemerkung[{.2.36,
dimy ZR(A) = dimg SR(A).

Beweis. Wir wenden Proposition mit der Abbildung L4: K™ — K™ an. Die Matrix
AT ist also die Darstellungsmatrix der dualen Abbildung L* bzgl. geeigneter Basen. Aus der

Bemerkung [£.2.40] und dem Korollar [L.1.58] folgt

rg AT =rg LY =rgLs =1g A O

96



Kapitel 5

Lineare Gleichungen

Es gibt viele Arten von Gleichungen in der Mathematik: Polynomgleichungen, Diophantische
Gleichungen, gewohnliche und partielle Differentialgleichungen, usw. Ganz allgemein gesagt
ist eine Gleichung ein Ausdruck der Gestalt f(z) = g(x), wobei f,g: X — Y zwei Abbildun-
gen mit derselben Definitions- und Zielmenge sind. Eine solche Gleichung zu ldsen bedeutet,
alle Elemente z € X zu finden, fur die f(z) = g(x) gilt. In den meisten Féllen ist g eine
konstante Abbildung, d.h., die Gleichung hat die Form f(z) = b mit einem b € Y, und dann
suchen wir alle Urbilder von b unter f (wenn Y eine Gruppe ist, ist das keine Beschrankung
der Allgemeinheit, da jede Gleichung f(z) = g(w) als f(z)g(x)~! = e umgeschrieben werden
kann). Eine lineare Gleichung ist eine Gleichung f(z) = b, wobei f eine lineare Abbildung
ist. Beispiele davon sind lineare Differentialgleichungen (siehe Beispiel .

In diesem Kapitel betrachten wir den konkreten Spezialfall, in dem f eine lineare Ab-
bildung von K™ nach K™ ist, mit K einem beliebigen Korper. Das heifit, wir betrachten
Gleichungen der Gestalt A -z = b, wobei A eine m x n-Matrix iiber K ist. Man kann solche
Gleichungen als Systeme von m Gleichungen mit n Unbekannten x4, ...,z, € K auffassen.
Wir werden insbesondere einen Algorithmus lernen, das Gaufsche Eliminationsverfahren,
mit dem man solche Gleichungssysteme systematisch und vollsténdig l6sen kann. Dieser
Algorithmus hat viele weitere Anwendungen in der linearen Algebra und auch auflerhalb
der Mathematik, da viele praktische Probleme durch lineare Gleichungssysteme modelliert
werden kénnen. Mit ihm kann man auch effektiv bestimmen, ob eine quadratische Matrix
invertierbar ist, und falls ja, ihre inverse Matrix berechnen.

5.1 Lineare Gleichungssysteme

Definition 5.1.1 (lineares Gleichungssystem, Losungsmenge). Seien m,n € N. Ein lineares
Gleichungssystem tiber K mit m Gleichungen und n Unbekannten (oder Variablen) ist ein
Paar (A, b) bestehend aus einer Matrix A € M, x,(K) und einem Spaltenvektor b € K™.
Das Gleichungssystem (A, b) heifit homogen, wenn b = 0.

Eine Losung von (A, b) ist ein Spaltenvektor © € K™, so dass A-x = b. Die Losungsmenge
von (A, b) ist die Menge aller Losungen von (A, b); sie wird mit £(A, b) bezeichnet:

L(AbD)={z e K"|A-z=b} C K"

Eine Losung von (A, b) besteht konkreter aus n Skalaren 1, ...z, € K, die gleichzeitig
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die folgenden m Gleichungen erfiillen:

a1171 + a12T2 + - - + a1pTp = by

a21%1 + a2 + - -+ + A2 Ty, = b

Am1ZT1 + Am2Z2 + -+ + AppTn = bm

Bemerkung 5.1.2. Es gilt £(A,b) = L;*({b}), wobei La: K™ — K™ die der Matrix A
zugeordnete lineare Abbildung ist. Insbesondere ist die homogene Losungsmenge

L(A,0) =ker La
ein Untervektorraum von K™ (nach Proposition [4.1.28]), und es gilt
L(A,b) # @ <= beimLy.

Proposition 5.1.3 (Struktur der Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems). Seien
m,n € N, A € Myun(K) und b € K™. Dann ist L(A,b) entweder leer oder eine Verschie-
bung des Untervektorraums L(A,0). Genauer: Fiir jede Losung v € L(A,b) gilt

L(Ab) =x+ L(A,0).
Auferdem gilt dimg L(A,0) =n — r, wobei r = rg A.
Beweis. Zu D. Sei v € £L(A,0). Dann gilt
A (z4+v)=A-2+A-v=>b+0=b,

und damit ist x +v € L(A, D).
Zu C. Seiv € L(A,b). Dann ist v = z + (v — z), und es bleibt zu zeigen, dass v —z €
L(A,0):
A (z—v)=A-z—A-v=b-b=0. O

Nach Definition ist rg A = rg L4 = dimg(im L4). Da £(A,0) = ker L4 folgt die letzte
Aussage aus der Dimensionsformel fiir die lineare Abbildung L4 (Korollar 4.1.38)).

Um ein lineares Gleichungssystem (A, b) explizit zu 16sen, soll man zuerst bestimmen,
ob eine Losung existiert. Wenn ja, geniigt es nach Proposition [5.1.3] eine besondere Losung
vo € L(A,b) und eine Basis (v1,...,vn—r) von £(A,0) zu finden. Die allgemeine Losung von
A-x =bist dann

mit beliebigen Skalaren \; € K.

5.1.1 Zeilenstufenform

Es gibt besondere Matrizen A, die in sogennanter Zeilenstufenform, fiir die man die Lo-
sungsmengen aller Gleichungssysteme (A, b) einfach bestimmen kann.

Definition 5.1.4 (Zeilenstufenform, Pivotelemente, Pivotspalten, reduzierte Zeilenstufen-
form). Seien m,n € N und sei A = (a;5);,; eine m x n-Matrix titber K. Man sagt, dass A
in Zeilenstufenform ist, wenn es Indizes r € {0,...,m} und 1 < k; < ... < k, < n gibt, so
dass:

e a;; =0 fir alle s <r und alle j < k;.
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e a;,, # 0 firallei <v.
e a;; =0 fiir alle ¢ > r und alle j.

Die r Koeffizienten ayg,, ..., ar, heiflen die Pivotelemente von A, und ihre Spalten Ay, ,
.., Ay, sind die Pivotspalten von A.
Man sagt, dass A in reduzierter Zeilenstufenform ist, wenn auflerdem A.j, = e; fiir alle
1 < r. In einer Matrix in reduzierter Zeilenstufenform sind insbesondere alle Pivotelemente
gleich 1.

Eine m x n-Matrix A in Zeilenstufenform sieht wie folgt aus:

1 k’1 k‘z k",- n
1 alkl
2 a2k2
T arkr

m

Das graue Gebiet besteht nur aus Nullen, die rote Eintriage sind die Pivotelemente und das
weisse Gebiet enthélt beliebige Elemente aus K. Alle Spalten A.; mit j < ki, sowie alle
Zeilen A;, mit ¢ > r, sind null (es kann aber sein, dass k1 = 1 oder r = m).

Wenn A in reduzierter Zeilenstufenform ist, dann ist die i-te Pivotspalte Ay, der Stan-
dardeinheitsvektor e;, d.h., alle Pivotelemente sind gleich 1 und alle dariiberliegenden Ko-
effizienten sind null:

1 kl kg kr n
1 1
2 1
r 1

m

Proposition 5.1.5 (Zeilen- und Spaltenraum einer Matrix in Zeilenstufenform). Sei A
eine m X n-Matriz iber K in Zeilenstufenform, und seien k1 < --- < k, die Indizes der
Pivotspalten mit r € {0,...,m}. Dann:

(i) Die ersten r Zeilen von A bilden eine Basis von ZR(A).

(ii) FEs gilt SR(A) = K" x {0} € K™ und die Pivotspalten von A bilden eine Basis von
SR(A). Insbesondere gilt rg A =r.

Beweis. Zu (i). Der Zeilenraum ist von den ersten r Zeilen erzeugt, weil alle anderen Zeilen
null sind. Wegen der Zeilenstufenform ist es klar, dass die ersten r Zeilen linear unabhingig
sind. Sie bilden also eine Basis von ZR(A).

Zu (ii). Da jede Spalte von A im Untervektorraum K" x {0} liegt, gilt SR(A) C K" x{0}.
Wegen der Zeilenstufenform ist es aber klar, dass die r Pivotspalten linear unabhéngig sind,
so dass dim SR(A) > r. Aus Proposition folgt, dass SR(A) = K" x {0}. O
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Rezept 5.1.6 (Losung eines linearen Gleichungssystems in Zeilenstufenform). Sei (A, b)
ein lineares Gleichungssystem iiber K mit m Gleichungen und n Unbekannten, wobei A in
Zeilenstufenform ist. Seien k1 < --- < k, die Indizes der Pivotspalten von A. Dann kann die
Losungsmenge L(A,b) wie folgt bestimmt werden:

o Falls es einen Index i > r mit b; # 0 gibt, dann ist £(A,b) = &. Denn die i-te Gleichung
des Systems ist 0 - x = b; und ist nicht mit x € K" losbar.

o Andernfalls ist £(A,b) nicht leer, und man kann die allgemeine Losung x € K™ wie
folgt bestimmen:

— Fir die Unbekannten xy, mit i € {1,...,r} gilt

1 n
Tk, = b, — E i T
ik, G=ki+1

— Es gibt keine weitere Bedingungen, d.h., die Unbekannten «; mit j ¢ {kq,...,k,}
sind beliebig. Diese Unbekannten heiflen die freien Variablen.

— Durch Riickwdrtssubstitution kann man die xp, nur durch die freien Variablen
ausdriicken (dieser Schritt ist nicht noétig, wenn die Matrix A in reduzierter Zei-
lenstufenform ist).

Dann erhalten wir die allgemeine Losung in der Form
T = v+ Z x;v5, x; beliebig,
mit geeigneten Vektoren vg,v; € K™. Dabei ist also vy eine besondere Losung von

(A,b) und ist (v;);j¢{k,,....k,} €ine Basis von L(A,0).
Beispiel 5.1.7.

(i) Seien
2 -1 4 0 0
A=(0 3 1 -3 und b= (3
0 0 0 1 1

Wenn char(K) ¢ {2,3} ist die Matrix A in Zeilenstufenform mit drei Pivotspalten.
Fir das System A - x = b erhalten wir

r1 = 5(%2 — 4.%3)

1
To = 5(3 — X3 + 31‘4)
Tryq = 17

und die Variable x3 ist frei. Durch Rickwértssubstitution erhalten wir

Ty = 1,
1 1
£E2:§(37I3+3): 75.’53,
1 1 13
xr1 = 5 (2—3],‘3—433‘3) :1—31‘3,
was die allgemeine Losung des Gleichungssystems ergibt:
N ¥
2 _1
T = + x3 3 |, x3 beliebig.
0 1
1 0

100



(if) Seien

01 3 0 1 2
A=fo o o 1], b=(0], e=[1
00 0 O 1 0

Die Matrix A ist in reduzierter Zeilenstufenform mit zwei Pivotspalten. Das System
A -z = b hat keine Losung, weil b # 0. Fiir das System A -z = ¢ erhalten wir

To = 2731‘3,

$4=1,

und die Variablen xy und z3 sind frei. Da A in reduzierter Zeilenstufenform war,
braucht man hier keine Riichwértssubstitution durchzufiihren. Die allgemeine Losung

ist also
0

-3
1 )
0

+ + x3 1,3 beliebig.

— o NN O

1
0
0
0

5.2 Das Gaufische Eliminationsverfahren

Das Gaufische Eliminationsverfahren ist ein Algorithmus, der beliebige lineare Gleichungs-
systeme 16st. Dieser Algorithmus ist sowohl von theoretischer als auch von praktischer Be-
deutung: Er ist sehr effizient und wird tatséchlich von Computern zur Losung grofler linearer
Gleichungssysteme verwendet. Andererseits werden wir diesen Algorithmus verwenden, um
weitere Séitze zu beweisen.

Die Strategie zur Losung eines beliebigen linearen Gleichungsystems ist die folgende:

o Wie bereits im Abschnitt [5.1.1] erklirt, gibt es besondere Matrizen A, die in sogennan-
ter Zeilenstufenform, fir die man die Losungsmengen aller Gleichungssysteme (A, )
einfach bestimmen kann.

e Zu jedem linearen Gleichungssystem (A4,b) kann man ein lineares Gleichungssystem
(A’,b") mit derselben Losungsmenge effektiv finden, durch sogenannte elementare Zei-
lenumformungen, wobei A’ in Zeilenstufenform ist.

Definition 5.2.1 (Zeilenumformung). Seien m,n € N. Eine Zeilenumformung oder Zeilen-
operation auf m x n-Matrizen ist eine Abbildung der Gestalt

men(K) — men(K)v
A= Z-A,

wobei Z eine invertierbare m x m-Matrix ist.

Nach Definition der Matrixmultiplikation ergibt sich die umgeformte Matrix Z - A aus
A, indem man jede Zeile durch eine Linearkombination der Zeilen ersetzt: Fiir alle k €
{1,...,m} gilt

i=1

Da Z invertierbar ist, ist aulerdem die entsprechende Zeilenumformung A + Z - A bijektiv,
mit Umkehrabbildung A4 — Z~1 - A.

Proposition 5.2.2 (Zeilen- und Spaltenraum bei Zeilenumformungen). Sei A eine m x n-
Matriz iber K und sei Z € GLy, (K).

(i) Es gilt ZR(Z - A) = ZR(A).
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(ii) Fs gilt SR(Z - A) = Lz(SR(A)) und insbesondere SR(Z - A) =2 SR(A).
Beweis. Zu (i). Jede Zeile von Z - A ist eine Linearkombination der Zeilen von A und
damit liegt im Zeilenraum von A. Dies zeigt, dass ZR(Z - A) C ZR(A). Umgekehrt gilt
ZR(A) = ZR(Z- Z - A) C ZR(Z - A).
Zu (ii). Mit der Bemerkung [4.2.27| und der Proposition |4.2.26(ii) berechnen wir
Da Z invertierbar ist, ist Lz nach Proposition [£:2.37] ein Isomorphismus und damit gilt
Lz(SR(A)) = SR(A). O

Proposition 5.2.3 (Invarianz der Losungsmenge bei Zeilenumformungen). Sei (A,b) ein
lineares Gleichungssystem iber K mit m Gleichungen und n Unbekannten, und sei Z €
GL,,(K). Dann gilt

L(Ab)=L(Z-A,Z D).

Beweis. Sei x € L(A,b), d.h., A-x = b. Daraus folgt, dass Z-A-ax = Z-b, dh., z €
L(Z-A,Z-b). Sei umgekehrt x € L(Z-A,Z-b),dh.,, Z-A-x=Z-b. Dann gilt

Ax=21YZ A x=2Z1Z b=,
d.h., x € L(A,D). O
Zur Erinnerung ist E,; die Matrix mit (E,s)i; = 0;0;s-

Definition 5.2.4 (Elementarmatrizen, elementare Zeilenumformung). Sei m € N. Die fol-
genden m x m-Matrizen iiber K heiflen Elementarmatrizen:

o Seien¢,j € {1,...,m} mit ¢ < j. Die Matrix Vj; € M,,(K) ist
Vij i==Im — Ey; — Ej; + E;j + Ej;.
o Seien i € {1,...,m} und A € K*. Die Matrix M;(\) € M,,(K) ist
M;(A\) =1, — E;; + A Ey.
o Seien¢,j € {1,...,m} mit ¢ # j und sei @ € K. Die Matrix A;;(a) € M,,(K) ist
Aij(a) =In +a- E;j.
Eine Zeilenumformung A +— Z - A mit Z einer Elementarmatrix heifit elementare Zeilenum-

formunyg.

Bei dieser Definition soll man nachpriifen, dass Elementarmatrizen invertierbar sind. Ist

Z eine Elementarmatrix, so gilt folgendes fiir die Zeilen von Z - A:

Ajy, falls k=1,

(Vij - A)ks = § Aji,  falls k = 3,
A, andernfalls,
A A, falls k=1,
(Mi(A) - A =

Apy, andernfalls,
A + - Ay, falls k =1,
Apy, andernfalls.

(Aij(a) - A)ps = {

Es folgt daraus (und aus der Proposition [4.2.37| (i) < (iii)), dass Elementarmatrizen inver-
tierbar sind, mit Inversen

Vit =V, M) =M(ATY, Aj(e)! = A(—a).

Diese Beobachtungen sind in folgender Tabelle zusammengefasst:
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Matrix Z  Zeilenumformung A+ Z - A inverse Matrix Z 1

Vi Vertauschung der i-ten und j-ten Zeilen Vij
M;(N) Multiplikation der i-ten Zeile mit A M;(A71)
Aii(a) Addition des a-fachen der j-ten Zeile zur i-ten Zeile A;j(—a)

Bemerkung 5.2.5. Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix von rechts ergibt eine
Spaltenumformung, indem jede Spalte durch eine Linearkombination der Spalten ersetzt
wird. Elementarmatrizen liefern dabei elementare Spaltenumformungen. Da A-Z = (Z7-A")T
und die transponierte Matrix zu einer Elementarmatrix wieder eine Elementarmatrix ist,
sind elementare Spaltenumformungen die offensichtlichen Entsprechungen von elementaren
Zeilenumformungen.

Satz 5.2.6 (Gaufisches Eliminationsverfahren). Seien m,n € N. Jede m x n-Matriz A
tber K kann durch elementare Zeilenumformungen auf reduzierte Zeilenstufenform gebracht
werden. Das heifst, es existiert Elementarmatrizen Zy, ..., Zy, so dass die Matrix Zy, - .. . -
Zy - A in reduzierter Zeilenstufenform ist.

Das Gaufische Eliminationsverfahren ist sogar ein Algorithmus, das jede Matrix auf re-
duzierte Zeilenstufenform bringt. Um diesen Algorithmus zu verstehen, ist es hilfreich, ein
Bild einer Matrix in Zeilenstufenform parat zu haben. Wir erkldren zunédchst, wie man eine
Matrix durch elementare Zeilenumformungen auf Zeilenstufenform bringen kann:

Algorithmus 5.2.7 (GauBisches Eliminationsverfahren I: Eine Matrix auf Zeilenstufenform
bringen). Sei A = (ai;)i,; eine m x n-Matrix ttber K. Man zeigt durch Induktion tiber
j €{0,...,n}, wie man die ersten j Spalten von A auf Zeilenstufenform bringen kann. Wenn
j = 0 gibt es nichts zu tun. Sei also j € {1,...,n}. Angenommen sind die ersten j —1 Spalten
von A schon in Zeilenstufenform. Sei s — 1 die Anzahl der bisherigen Pivotspalten (s > 1).
Falls a;; = 0 fiir alle ¢ > s, dann sind die ersten j Spalten von A schon in Zeilenstufenform.
Andernfalls entspricht j einer neuen Pivotspalte.

(i) Man wéhle ¢ > s mit a;; # 0 und man vertausche die i-te une s-te Zeilen, so dass
as; # 0. Das Element ay; ist das s-te Pivotelement.

(ii) Fir alle ¢ > s verwende man die elementare Zeilenumformung A;s(—a;;j/as;), um a;;
zu null zu machen. Die ersten j Spalten von A sind jetzt in Zeilenstufenform.

Wenn eine Matrix in Zeilenstufenform ist, kann man sie weiter folgendermaflen auf re-
duzierte Zeilenstufenform bringen:

Algorithmus 5.2.8 (Gaufisches Eliminationsverfahren II: Eine Matrix in Zeilenstufenform
auf reduzierte Zeilenstufenform bringen). Sei A = (a;j);; eine m x n-Matrix tiber K in
Zeilenstufenform. Seien 1 < k; < -+ < k, < n die Indizes der Pivotspalten von A. Fiir
t=r,7r—1,...,1 tue man nacheinander folgendes:

(i) Man multipliziere die i-te Zeile mit 1/a;,, um das Pivotelement a;, zu 1 zu machen.

(if) Fiir alle e < i verwende man die elementare Zeilenumformung Ae;(—daeg, ), Um aeg,; zu
null zu machen.

Rezept 5.2.9 (Losung eines beliebigen linearen Gleichungssystems). Sei (A, b) ein lineares
Gleichungssystem iiber K. Um seine Losungsmenge zu bestimmen, betrachten wir die er-
weiterte Matriz (A|b), indem wir den Spaltenvektor b am Ende der Matrix A hinzufiigen.
Mit dem GauBschen Eliminationsverfahren kénnen wir die Matrix (A |b) durch elementare
Zeilenumformungen in eine Matrix (A’ |b) bringen, wobei A’ in (reduzierter) Zeilenstufen-

form ist. Das heifit, es gilt A’ = Zy - ... - Zy - Aund V/ = Z - ... - Z; - b mit geeigneten
Elementarmatrizen Z1, ..., Zi. Nach Proposition gilt dann L(A,b) = L(A', V), und

mit dem Rezept konnen wir diese Losungsmenge vollig bestimmen.
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Beispiel 5.2.10. Seien

1 6 2 -5 -2 —4 1
A=[-2 —12 =2 2 3|, b=[11], c=|[2
3 18 4 -7 -3 -9 0

Wir 16sen die Gleichungssysteme A - x = b und A - & = ¢ gleichzeitig durch das Gaufische
Eliminationsverfahren:
1 6 2 -5 =2]-4|1 AAM((E:;) 1 6 2 -5 -2|-4]1

-2 -12 -2 2 3|1 |20 0 2 -8 —-1|3 |4
3 18 4 -7 =-3]1-910 0 0 -2 8 3 3 | -3

6 2 -5 —2|—-4/|1
0 0 2 -8 —-1| 3 |4
0 0 O 0 2 6 |1

Asa(1)
D

Wenn char(K) # 2 ist das System jetzt in Zeilenstufenform mit drei Pivotspalten, und die
freien Variablen sind x5 und z4. Fiir das System A - 2 = b erhalten wir durch Riickwérts-
substitution
Ts = 33
1
xr3 = 5(34—8.134 —|—.135) = 3 + 4y,
1 = —4 —6x9 — 223 + 524 + 225 = —4 — 629 — 324.

Die allgemeine Losung von (A4, b) ist also

—4 —6 -3

0 1 0
z=\| 3 | +x2| 0 | +z4| 4 |,

0 0 1

3 0 0

mit zg,24 € K beliebig. Die zwei letzten Vektoren bilden also eine Basis von £(A,0). Fiir
das System A -z = ¢ erhalten wir durch Riickwértssubstitution

1
5 = 3,
2
1 9
T3 = 5(4—1—83:4—1—3:5) =1 + 4y,

acl:1—63:2—2m3+51;4+2x5:—5—61:2—3304.

Die allgemeine Losung von (A, ¢) ist also

-10 —6 -3

1 0 1 0
Tr=- 9 +xo| O | +2x4| 4 |,

ol I 0 1

2 0 0

mit xo, x4 € K beliebig.
Wenn char(K) = 2 haben wir das System

1 001 0|01
0 00 0 1 ]1(0],
0 00 0 0101

das bereits in reduzierter Zeilenstufenform ist. Jetzt gibt es zwei Pivotspalten und die freien
Variablen sind z9, 3, 24. Fir das System (A4,b) gilt 5 = 1 und 21 = —x4 = x4. Aber fur
das System (A, ¢) gilt £L(A4,c) = @ wegen der dritten Gleichung 0 = 1.
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Das Gauflsche Eliminationsverfahren liefert einen alternativen, konkreteren Beweis der
Tatsache, dass der Zeilenraum und der Spaltenraum einer beliebigen m x n-Matrix immer
die gleiche Dimension haben (Korollar [4.2.49)):

Alternativer Beweis des Korollars[{.2.49 Sei A’ eine Zeilenstufenform von A, d.h., A’ ist
in Zeilenstufenform und wird aus A durch elementare Zeilenumformungen erhalten. Nach
Proposition [5.2.2] gelten

dim ZR(A) = dimg ZR(4'),

Nach Proposition gilt
dimg ZR(A") = dimg SR(A’).
Aus diesen drei Gleichungen folgt, dass dimyx ZR(A) = dimg SR(A). O
Korollar 5.2.11. Seienn € N und A € M, (K). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) A ist invertierbar.
(ii) A ist ein Produkt von Elementarmatrizen.
Insbesondere ist jede Zeilenumformung eine Komposition elementarer Zeilenumformungen.

Beweis. Die Implikation (ii) = (i) folgt daraus, dass Elementarmatrizen invertierbar sind.
Sei umgekehrt A invertierbar, d.h., rg A =n (Proposition. Nach Satz existieren
Elementarmatrizen Z1, ..., Zj, so dass A’ = Z;,-...- Z; - A in reduzierter Zeilenstudenform
ist. Nach Proposition [5.2.2(ii) ist rg A’ = rg A = n, und damit hat A’ n Pivotspalten
(Proposition . Aber die einzige n x n-Matrix in reduzierter Zeilenstufenform mit n
Pivotspalten ist die Einheitsmatrix I,,. Daraus folgt, dass A = Z1_1 e Zk_l. O

Ein theoretischer Vorteil der reduzierten Zeilenstufenform gegeniiber der Zeilenstufen-
form ist die folgende Eindeutigkeitsaussage:

Proposition 5.2.12 (Eindeutigkeit der reduzierten Zeilenstufenform). Seien m,n € N und
A€ Mpxn(K). Seien Z,Z' € GL,,(K), so dass die Matrizen B=27-A und B'=27'- A in
reduzierter Zeilenstufenform sind. Dann ist B = B'.

*Beweis. Nach Proposition ii) haben B und B’ denselben Rang. Es geniigt also die
folgende Aussage zu beweisen: Sind B und B’ m x n-Matrizen in reduzierter Zeilenstufenform
mit demselben Rang r, so dass jede Zeile von B’ eine Linearkombination der Zeilen von B
ist, so gilt B = B’. Seien k; < -+ < k, bzw. k] < --- < k| die Indizes der Pivotspalten
von B bzw. B’. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber r. Wenn r = 0 sind beide
B und B’ null. Sei r > 1 und seien C und C’ die (m — 1) x n-Matrizen, die aus B und
B’ entstehen, wenn man die ersten Zeilen streicht. Die Matrizen C' und C’ sind wieder in
reduzierter Zeilenstufenform und haben Rang r—1. Da die Zeile Bj, eine Linearkombination
der Zeilen B, ist und die Spalten B,; fiir alle j < k; null sind, muss k] > k; sein. Fir jedes
i € {2,...,m} gilt insbesondere Bl’.,Cl = 0. In einer Linearkombination der Zeilen B, ...,
By, die B], ergibt, muss deswegen B, mit dem Koeffizient 0 vorkommen. Das heift, jede
Zeile von C” ist eine Linearkombination der Zeilen von C'. Nach der Induktionsvoraussetzung
ist C = C’; insbesondere ist k. = k. fiir alle e € {2,...,r}. Es bleibt zu zeigen, dass
By. = Bj,. Sei Bj, = >.._  AeBe.. Fiir alle ¢ > 2 gilt Bj, = 0 aber Be;, = 1, und
deswegen muss A\, = 0 sein. Das heift, es gilt Bj, = A1 Bi., und die einzige Moglichkeit ist
dann A\ = 1. O
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Bemerkung 5.2.13. Seien A, B € M,,x»(K). Man sagt, dass A zeilendquivalent zu B
ist, wenn eine Matrix Z € GL,,(K) mit Z - A = B existiert. Es ist klar, dass Zeilendquiva-
lenz eine Aquivalenzrelation auf M,y (K) ist. Das Gaufische Eliminationsverfahren und die
Proposition implizieren, dass jede Aquivalenzklasse genau eine Matrix in reduzierter
Zeilenstufenform enthélt. Insbesondere konnen wir durch das GauBsche Eliminationsverfah-
ren effektiv bestimmen, ob zwei Matrizen zeilendquivalent sind, indem wir beide Matrizen
in reduzierte Zeilenstufenform bringen.

5.2.1 Rezepte

Mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren kénnen wir jetzt beliebige lineare Gleichungs-
systeme effektiv 16sen (siehe Rezept . Aber dieser Algorithmus hilft auch bei vielen
anderen Problemen in der linearen Algebra. In diesem Abschnitt erkldren wir einige solcher
weiteren Anwendungen.

Alle nachfolgenden Rezepte werden mit Vektorraumen der Gestalt K™ und Matrizen for-
muliert. Aber diese Rezepte kénnen auch auf beliebige endlich-dimensionale Vektorraume
und lineare Abbildungen zwischen denen angewendet werden, sofern Basen dieser Vektor-
rdume bekannt sind: Dann kann das Problem auf Vektorrdume der Gestalt K™ iibertragen
werden.

Rezept 5.2.14 (Berechnung des Rangs). Gegeben sei eine Matrix A € M, x, (K). Gesucht
ist der Rang von A. Man tberfithrt A mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren in Zeilen-
stufenform. Nach Propositionen ii) und ii) ist die Anzahl der Pivotspalten gleich
dem Rang von A

Rezept 5.2.15 (Berechnung des Kerns). Gegeben sei eine Matrix A € My, xn(K). Gesucht
ist eine Basis von ker L4. Da ker Ly = £(A,0), ist das ein Sonderfall vom Rezept

Rezept 5.2.16 (Berechnung des Bildes). Gegeben sei eine Matrix A € M« (K). Gesucht
ist eine Basis von im L 4. Man bringt A auf Zeilenstufenform A’ mit dem Gaufschen Elimina-
tionsverfahren. Sind k1 < --- < k, die Indizes der Pivotspalten von A’, so ist (Ask,, - - -, Ask,.)
eine Basis von im L 4. Denn A’ = Z- A mit einem Z € GL, (K), und die Pivotspalten Z- A,
bilden eine Basis von SR(Z-A) (Proposition[5.1.5(ii)). Nach Proposition [5.2.2[(ii) bilden dann
die Spalten A, eine Basis von SR(A) =im L 4.

Alternativ dazu fithrt man das Gauflsche Eliminationsverfahren mit der transponierten
Matrix AT durch, bis sie in Zeilenstufenform ist. Nach Propositionen [5.2.2|i) und [5.1.5(i)
bilden jetzt die Nicht-Null-Zeilen eine Basis von ZR(AT) = SR(A) = im L.

Rezept 5.2.17 (Test auf Invertierbarkeit). Gegeben sei eine Matrix A € M, (K). Zu be-
stimmen ist, ob A invertierbar ist. Man berechnet den Rang von A mit dem Rezept [5.2.14]
Nach Proposition ist A genau dann invertierbar, wenn rg A = n.

Rezept 5.2.18 (Berechnung der inversen Matrix). Gegeben sei eine Matrix A € M, (K).
Gesucht ist die inverse Matrix A~!, wenn sie existiert. Man fithrt das Gauische Eliminations-
verfahren mit der erweiterten Matrix (A | I,) durch, bis A in reduzierter Zeilenstufenform ist
(sofern die Zeilenstufenform n Pivotspalten besitzt, sonst ist A nicht invertierbar). Die erwei-
terte Matrix hat jetzt die Form (I, | B), und es gilt A~! = B. Denn es gibt ein Z € GL,,(K)
mit Z-A=1,und Z-I, = B, und damit ist B=2 = A~L.

Beispiel 5.2.19. Sei

(=)

€ M3(K).

D ==
[esBE N
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Wir fihren das Gauflsche Eliminationsverfahren durch:
0 1 6|1 0 O 1 6 0/0 0 1
01 7(010]2%0 1 7/01 0
1 6 00 0 1 0 1 6|1 0 O
N . 1 6 0 0O 0 1
AnCD g 1 7 o 1 0
0O 0 —-11]1 -1 0

Die linke Seite ist jetzt in Zeilenstufenform und hat Rang 3, so dass A invertierbar ist. Wir
fiihren das Eliminationsverfahren weiter, bis die linke Seite die Einheitsmatrix wird:

Ms(—1) 1 6 0] 0 0 1 ﬁfzg:g 1 0 0|—-42 36 1
— (0 1 7/ 0 1 0O) ——= {0 1 0| 7 -6 0
00 1-1 10 001 -1 1 0
Nach Rezept gilt also
—42 36 1
A= 7 -6 0
-1 1 0

Man kann natiirlich diese Antwort durch Multiplizieren mit A bestétigen.

Rezept 5.2.20 (Test auf Enthaltensein). Gegeben seien eine Familie (vq,...,v;) und ein
Vektor v in K™. Zu bestimmen ist, ob v in Spang{v1, ..., v} enthalten ist. Das gilt genau
dann, wenn das System (A, v) eine Losung besitzt, wobei A die Matrix mit Spalten vy, ..
vy, ist. Man verwendet also das Rezept [5.2.9

)

Rezept 5.2.21 (Test auf Erzeugendensystem). Gegeben sei eine Familie F' = (vq,...,v)
in K™. Zu bestimmen ist, ob F' erzeugend ist. Sei A die n x k-Matrix mit Spalten vy, ..., vg.
Man berechnet den Rang von A mit dem Rezept Dann ist F' genau dann erzeugend,
wenn rg A = n. Denn Spang{vi,...,vx} = SR(A) und dimg SR(A) = rg A.

Rezept 5.2.22 (Test auf lineare Unabhéngigkeit). Gegeben sei eine Familie F' = (vq, ..., vg)
in K™. Zu bestimmen ist, ob F' linear unabhéngig ist. Sei A die n x k-Matrix mit Spalten v,
..., V. Man berechnet den Rang von A mit dem Rezept[5.2.14] Dann ist F' genau dann linear
unabhéngig, wenn rg A = k. Denn rg A = k—dim g ker L 4 nach der Dimensionsformel fir die
lineare Abbildung L 4, und ker L 4 besteht aus allen k-Tupeln (Aq, ..., A\;) mit Zf:l Aiv; = 0.

Rezept 5.2.23 (Einschrinkung zu einer Basis). Gegeben sei eine Familie (v1,...,vx) in
K™. Gesucht ist eine Teilfamilie, die eine Basis von Spang{v1,...,vx} ist. Sei A die n x k-
Matrix mit Spalten vy, ..., vi. Seien ky < --- < k, die Indizes der Pivotspalten einer
Zeilenstufenform von A. Dann ist (vg,, ..., vk, ) eine Basis von Spang {v1, ..., v, }. Denn eine
Zeilenstufenform von A hat die Form Z - A mit einem Z € GL,(K), und ihre Pivotspalten
Z - vy, bilden eine Basis von SR(Z - A) (Proposition [5.1.5(ii)). Nach Proposition [5.2.2ii)
bilden dann die Spalten vy, eine Basis von SR(A).

Dieses Rezept hat die folgende zusétzliche Eigenschaft: War die Teilfamilie (vq,...,v;)
bereits linear unabhéngig, so gilt k; = 4 fir alle ¢ < [. Denn die Matrix Z - (v1 . vl) ist in
Zeilenstufenform und hat Rang [, und damit sind die ersten [ Spalten von Z- A Pivotspalten.

Beispiel 5.2.24. Wir betrachten die Vektoren

Vg = v =

C)Ov>—‘l\3
——_ 0 O
— = N
[ )
N = O
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in F4, und wir verwenden das Rezept [5.2.23] um eine Teilfamilie von (v1,...,vs) zu finden,
die eine Basis von U = Spang{vy,...,vs} ist:

2 01 01 2 0 1 0 1
1 0 2 1 0] A2() O 0 0 1 1
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
o 1 1 2 2 0 1 1 2 2
Aus(—1) 2 0 1 0 1 2 0 1 0 1
Vas 0 1 1 1 1 Aq3(=1) 0 1 1 1 1
0O 0 0 1 1 0O 0 0 1 1
0O 0 0 1 1 0O 0 0 0 O

Die Indizes der Pivotspalten sind 1, 2 und 4. Deshalb ist (v1,v2,v4) eine Basis von U.

Rezept 5.2.25 (Ergénzung zu einer Basis). Gegeben sei eine linear unabhéngige Familie
(v1,...,v) in K™ Gesucht sind Vektoren vg41, ..., Un, so dass (v1,...,v,) eine Basis von
K™ ist. Dazu verwendet man das Rezept [5.2.23| mit der Familie (v1,..., vk, €1,...,€5).

Rezept 5.2.26 (Durchschnitt von Untervektorraumen). Gegeben seien Untervektorrdume

U = Spang{ui,...,ur} und W = Spang{wi,...,w;} von K™. Gesucht ist eine Basis von
UNW. Sei A die n x k-Matrix mit Spalten uq, ..., ug und sei B die n x [-Matrix mit Spalten
wi, ..., w;. Man fithrt das Gaufische Eliminationsverfahren mit der erweiterten Matrix

(A| B) durch, bis sie in Zeilenstufenform (A’ | B’) ist. Sei s die Anzahl der Pivotspalten von
A’ und sei B” die Matrix bestehend aus den Zeilen stﬂ)*, ..., B/, von B’. Die Matrix
B" ist dann in Zeilenstufenform (und man kann sie weiter in reduzierte Zeilenstufenform
bringen). Mithilfe von Rezepterhélt man eine Basis (v1, ...,v;) von £(B"”,0) C K'. Die
Menge {B - v1,...,B v} ist jetzt ein Erzeugendensystem von U N W und man verwendet
das Rezept um eine Basis daraus auszuwihlen. Denn £(B”,0) C K' ist das Bild
von L(A'| B',0) = £L(A|B,0) ¢ K** unter der Projektion K¥*! — K! auf die letzten I
Koordinaten, und £(A | B,0) besteht aus allen Vektoren (A1,..., Ak, fi1, ..., 1), so dass

k l
Z Aiv; + Z pijw; = 0.
i=1 J=1

Damit besteht U N W aus aller Linearkombinationen Z;:l pijw;, deren Koeflizienten die
letzten | Koordinaten eines Vektors aus £(A | B, 0) sind, d.h., UNW = {B-v|v € £L(B",0)}.

Beispiel 5.2.27. Wir betrachten die folgenden Untervektorraume von R3:

0 3 2 1
U = Spang 11,14 , W = Spang 01,11
2 5 1 0

Wir berechnen den Durchschnitt U N W mit Rezept [5.2.26) :

0 3|2 1\ 4n-2 /1 4]0 -1
(AlBy=(1 4]0 —1] -0 3|2 1
2 5|1 0 0 -3|1 2
oy (L A0
220000 32 1 |=@B).
0o 0|3 3

Die Matrix A’ hat zwei Pivotspalten, so dass B” = (3 3). Der Nullraum £(B”,0) C R? ist
von e; — eo erzeugt. Daher bildet der Vektor

2 1 1 1
B- (61 762) = 0 -1 . (_1> = 1



ein Erzeugendensystem von U N W, und damit auch eine Basis.

Rezept 5.2.28 (Summe von Untervektorraumen). Gegeben seien Untervektorraume U =
Spang{ui,...,ur} und W = Spang {w1, ..., w;} von K™. Gesucht ist eine Basis von U+W.
Dazu wendet man das Rezept [5.2.23| mit der Familie (uq, ..., ug, wi,...,w;) an.

Rezept 5.2.29 (komplementidre Untervektorrdume). Gegeben sei ein Untervektorraum

U = Spang{uy,...,ur} von K™ Gesucht ist eine Basis eines zu U komplementéiren Un-
tervektorraums. Man verwendet das Rezept um eine Basis von K™ der Gestalt
(Wiyy -5 Uipy€jyy--.,€5,) zu finden. Dann ist (ej,,...,e;,) eine Basis eines zu U komple-

mentaren Untervektorraums.

Rezept 5.2.30 (Quotientenvektorraume). Gegeben sei ein Untervektorraum U = Spang
{u1,...,ur} von K. Gesucht ist eine Basis des Quotientenvektorraums K™ /U. Man ver-
wendet das Rezept um eine Basis (wy, ..., w;) eines zu U komplementéren Untervek-
torraums zu finden. Dann ist (w; + U, ..., w; + U) eine Basis von K" /U.

Beispiel 5.2.31. Sei K =R und

0 1
U = Spang 31 , _01 c R%.
3 0

Wir verwenden die Rezepte [5.2.29] und [5.2.30}, um einen komplementiren Untervektorraum
zu U und eine Basis von R*/U zu bestimmen:

0 1 100 0\ 4O /1 —_1 0 1 0 0
1 10100 ™Y o 11 0 00
A=190 0 00 1 0 0 -1 0 1 10
3 0 000 1 0 3 0 -3 0 1
N 1 -1 0 1 00 1 -1 0 1 0 0
32(1)
AnCH [0 1 1 0 0 0| ase [0 1 1 0 0 0]_,
0 0 1 1 10 0 0 1 1 1 0 :
0 0 -3 -3 0 1 0 0 0 0 3 1

Die Spalten von A entsprechend den Pivotspalten von A’ bilden eine Basis von R*. Damit
ist (e1, e3) eine Basis eines zu U komplementéaren Untervektorraums, und ist (e; + U, e3+U)
eine Basis von R*/U.

Rezept 5.2.32 (Smithsche Normalform). Gegeben sei eine Matrix A € My, x, (K). Gesucht
sind Basen B von K™ und C von K™, so dass [L4]Z in Smithscher Normalform ist (siehe
Satz . Man verwendet das Rezept @ um eine Basis (v1,...,vr) von ker Ly zu
finden, und das Rezept um die zu einer Basis B = (v1,...,v,) von K™ zu erginzen.
Dann verwendet man wieder das Rezept um (A4 - vgi1,..., A v,) zu einer Basis C
von K™ zu ergianzen.

Alternativ dazu kann man beobachten, dass eine Matrix A genau dann in Schmithscher
Normalform ist, wenn beide 4 und AT in reduzierter Zeilenstufenform sind. Man kann erstens
A auf reduzierte Zeilenstufenform A’ durch elementare Zeilenumformungen bringen, und
zweitens A’ auf Smithsche Normalform A" durch elementare Spaltenumformungen bringen.
Dabei findet man Elementarmatrizen Z1, ..., Zy, W1, ..., W, so dass

A =g Ty AWy .. WL

Nach der Basiswechselformel (Proposition [4.2.43)) bilden die Spalten von Wy - ... W; und
zZy Lo Z, ! Basen B und C mit der gewiinschten Eigenschaft.
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5.3 Die Determinante

Sei n € N. Die Determinante ist eine kanonische Abbildung det: M, (K) — K mit folgen-
der wichtigen Eigenschaft: Eine n x n-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn det(A)
nicht null ist. Aulerdem erlaubt uns die Determinante, direkte Formeln fiir die Koeffizien-
ten von A~! und fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems A - & = b zu schreiben
(obwohl solche Formeln nur von theoretischer Bedeutung sind; praktisch ist das Gaufische
Eliminationsverfahren viel schneller).

5.3.1 Das Vorzeichen einer Permutation

Sei n € N. Zur Erinnerung ist die symmetrische Gruppe 5,, die Menge aller Permutationen
von {1,...,n} mit der Verkniipfung o (siehe Abschnitt [2.2.2)). Falls n > 3 ist diese Gruppe
nicht abelsch.

Definition 5.3.1 (Zyklus, Transposition). Sei n € N und sei k € {1,...,n}. Eine Permuta-
tion o € S, heifit Zyklus der Lange k, wenn es paarweise verschiedene Elemente aq, ..., ax
gibt, so dass o(a;) = a;41 fiir alle i < k, o(ag) = a1, und o(b) = b fiir alle anderen Elemente
b. Man schreibt dann

g = (a1 ag ... ak).

Ein Zyklus der Lange 2 heifit Transposition.
Beispiel 5.3.2. Mit der Zyklenschreibweise gilt:

Sy ={id, (1 2)},

Sz ={id, (1 2),(1 3),(23),(123),(132)}.
Bemerkung 5.3.3. Fiir einen Zyklus (a1 as ... ai) gilt

(a1 az ... ak) = (a1 ag) O0---0 (Ufk—l ak).
Insbesondere ist jeder Zyklus der Lange k£ ein Produkt von k — 1 Transpositionen.

Lemma 5.3.4. Sein € N. In der Gruppe S,, ist jedes Element ein Produkt von Transposi-
tionen.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber n. Falls n = 0 besteht S,, nur aus dem neutralen
Element, das ein leeres Produkt ist. Angenommen gilt die Aussage fiir S,,, und sei ¢ € Sy, 41.
Sei 7 € S, 41 die wie folgt definierte Permutation:

_J)id, falls o(n+1) =n+1,
| (n+10(n+1)), andernfalls.

Dann gilt (7 0 0)(n+ 1) = n + 1. Das heifit, die Permutation 7 o o shrénkt sich zu einer
Permutation von {1,...,n} ein. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es also Transpo-
sitionen 71,...,7; in Syy1, die n 4+ 1 festhalten, so dass 700 = 7, 0--- o 77. Dann gilt
O=TOTLO-+-0T]. O

Satz 5.3.5. Sein € N. Es gibt genau eine Abbildung
sgn: S, — {1,—-1}
mit folgenden zwei Eigenschaften:

(i) sgn ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h.: Fir alle o,7 € S,, gilt

sgn(T o o) = sgn(7) - sgn(o).
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(ii) Fir alle Transpositionen o € Sy, gilt sgn(o) = —1.
Auflerdem:
(iii) Fir alle Zyklen o € S, der Linge k gilt sgn(o) = (—1)F71,

Beweis. Die Aussage (iii) folgt aus (i) und (ii), da jeder Zyklus der Linge k die Komposition
von k — 1 Transpositionen ist (siehe Bemerkung .

Zur Eindeutigkeit. Seien s,t: S,, — {1, —1} zwei Abbildungen, die (i) und (ii) erfiillen,
und sei o € S,,. Nach Lemma ist o eine Komposition von Transpositionen 7, 0 ---o7y.
Nach (i) und (ii) gilt:

s(o) =s(tn) ... s(m1) =t(rn) - ... - t(m1) = t(0).

Also ist s =t.
Zur Ezistenz. Sei Z die Menge aller zweielementigen Teilmengen von {1,...,n}:

Z={Ic{1,...,n}||I| =2}
Sei o € S, und I € Z. Falls I = {4, j} ist die rationale Zahl

o(i) —a(j)

i—J

eqQ

er(o) :=

unabhéngig von der Reihenfolge von ¢ und j. Fur o,7 € S,, gilt:

7(0(i) = 7(0(4) _ 7(0(i) = 71(a(4)) (i) —a(j)

e T O B o A
Man definiert:
sgn: S, — QF,
o H er(o)
Iez

Die Abbildung I + o(I) ist eine Permutation der endlichen Menge Z, und damit gilt

I ecn(m) =[] ex(). (5.3.7)

Iez Iez

Aus (5.3.6) und ( - folgt:
sgn(7 o 0) HeU(I) He; He; He; = sgn(7) - sgn(o).

1€z Iez Iez Iez

Das heiflt, sgn: S, = Q* ist ein Gruppenhomomorphismus.

Sei o die Transposition (k 1). Wir zeigen jetzt, dass sgn(o) = —1. Sei I = {4,j} € Z.
Wenn IN{k,l} = @, dann ist e;(0) = =4 = 1, und damit kdnnen wir diese Faktoren in dem
Produkt sgn(o) ignorieren. Fiir jedes m ¢ {k, [} gilt efy 1y (0) = ,i—m eq,my(o o)1, so dass
diese Faktoren in dem Produkt sgn(c) paarweise verschwinden. Es bleibt iibrig die Teilmenge
I = {k,1} selbst, fiir die gilt e(; ;3 (0) = =5 = —1. Also ist sgn(o) = —1, wie behauptet.
Aus Lemma folgt schlielich, dass sgn(S,) C {1,—1}, und damit erhalten wir einen
Gruppenhomomorphismus sgn: S,, — {1, —1} mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Definition 5.3.8 (Vorzeichen, gerade/ungerade Permutationen). Sei n € N und o € S,,.
Die Zahl sgn(o) € {1, -1} heiit das Vorzeichen oder das Signum von o. Permutationen o
mit sgn(o) = 1 heiBen gerade und die mit sgn(o) = —1 heiflen ungerade.
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Bemerkung 5.3.9. Nach dem Lemma und dem Satz ist eine Permutation o € S,
genau dann gerade bzw. ungerade, wenn sie die Komposition einer geraden bzw. ungeraden
Anzahl von Transpositionen ist.

Bemerkung 5.3.10 (alternierende Gruppe). Da sgn: S,, — {1,—1} ein Gruppenhomo-
morphismus ist, ist die Komposition zweier geraden Permutationen sowie das Inverse einer
geraden Permutation wieder gerade. Insbesondere ist die Teilmenge A,, C S, aller geraden
Permutationen eine Gruppe bzgl. o. Sie heifit die alternierende Gruppe vom Grad n.

5.3.2 Determinantenfunktionen

Um die Determinante det: M, (K) — K zu verstehen, ist es hilfreich, der Vektorraum
M, (K) mit (K™)™ zu identifizieren, indem wir eine Matrix A als das n-Tupel ihrer Spal-
ten (Ai1,...,A.w) auffassen. Die Determinante det: (K™)" — K ist dann keine lineare
Abbildung, aber sie ist linear beziiglich jedes ihrer n Argumente im folgenden Sinne:

Definition 5.3.11 (multilineare Abbildung). Seien n € N und V4, ..., V,,, W Vektorrdume
iiber K. Eine Abbildung
VX xV, =W

heifit multilinear oder n-linear (bilinear wenn n = 2), wenn sie beziiglich jedes ihrer n
Argumente linear ist, d.h.: Fiir jedes ¢ € {1,...,n} und jedes

(V1,0 Ve 1, Vg1 Un) €EVEX oo X Vil X Vi X oo XV
ist die folgende Abbildung linear:

Vi—= W,

v f(U1, ., Uim1, 0, Vi1, - -, Un).

Definition 5.3.12 (symmetrisch, antisymmetrisch, alternierend). Sei n € N, seien V, W
Vektorrdume tiber K und sei f: V™ — W eine n-lineare Abbildung.

o f heiBt symmetrisch, wenn fir alle ¢, 5 € {1,...,n} mit i < j und alle (vy,...,v,) € V"

gilt
FUi, o Uiy 05,0 00) = f(U1, 0 Vg Vs, ).
o f heiit antisymmetrisch, wenn fir alle ¢, j € {1,...,n} mit i < j und alle (vy,...,v,) €
VT ogilt
JUi, oo v 05, 0n) = —f(V1, 000,05, 0, V).
o f heifit alternierend, wenn fur alle ¢, 5 € {1,...,n} mit i < j und alle (vy,...,v,) € V"

mit v; = v; gilt
f(v1,...,0,) =0.

Beispiel 5.3.13.
(i) Die Abbildung
KnXKn*}K; (xay)HZ%ym
i=1

ist eine symmetrische bilineare Abbildung.

(ii) Sei K = R. Die Multiplikation von komplexen Zahlen C x C — C ist eine symmetrische
bilineare Abbildung. Die Multiplikation von|Quaternionen H x H — H ist eine bilineare
Abbildung, die weder symmetrisch noch antisymmetrisch ist.
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Bemerkung 5.3.14 (alternierend vs. antisymmetrisch). Jede alternierende n-lineare Ab-
bildung f: V"™ — W ist antisymmetrisch. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit (indem
man alle Argumente von f bis auf zwei festhilt), kénnen wir n = 2 annehmen. Fir alle
(v,0") € V2 gilt dann:

0:f(v-|—vlvv+vl) :f(v,v)—i—f(v,v/)—i-f(v’,v)+f(v',v’) :f(vavl)"_f(vlvv)a

und daher f(v,v") = —f(v',v). Die Umkehrung gilt wenn die Charakteristik von K nicht 2
ist: In diesem Fall impliziert die Gleichung f(v,v) = —f(v,v), dass f(v,v) = 0. Aber wenn
die Charakteristik von K gleich 2 ist, dann sind ,symmetrisch und ,antisymmetrisch®
dquivalent, und ,alternierend“ ist eine stiarkere Bedingung.

Bemerkung 5.3.15. Multilineare Abbildungen Vi x --- x V,, — W bilden einen Unter-
vektorraum des Vektorraums Abb(Vy X --- X V,, W). Wenn V; = --- = V,, = V, dann
bilden symmetrische, antisymmetrische und alternierende Abbildungen V" — W weitere
Untervektorraume davon.

Definition 5.3.16 (Determinantenfunktion). Sei V' ein K-Vektorraum der endlichen Di-
mension n. Eine Determinantenfunktion auf V ist eine alternierende n-lineare Abbildung
V"™ — K. Der K-Vektorraum aller Determinantenfunktionen auf V' wird mit Det(V') be-
zeichnet,.

Proposition 5.3.17. Sein € N. Die Abbildung

A (KM — K,
(Ulv v 71)71) = Z SgIl(O') : Hvio(i),
€Sy i=1
ist eine Determinantenfunktion auf K™ mit A(eq, ..., e,) = 1.

Beweis. Es gilt

n

Aler,...,en) = Z sgn(o) - H(Sw(,-) =1,

oc€Sy =1

da das Produkt H;;l i (i) immer null ist, aufler wenn o = id, in welchem Fall ist es gleich 1.

o A ist multilinear. Seien i € {1,...,n}, v1,...,0,0},...,v, € K™ und A\, N € K. Dann
gilt
Ay, Ao+ N0 v,) = Z sgn(0) - Vig(1) - - - (Aio@) + )\/vgg(i)) e Ung(n)
oc€eS),
=)\ Z sgn(a) . Ulo(l) et Uio(i) LI vno(n)
g€S,
+ N Z sgn(o) - Vi) - vgo(i) e Ung(n)
oES,

= AL, Ve Un) F N AV, U ).

o A ist alternierend. Sei v; = v; mit ¢ < j. Man beachte, dass die Abbildung

An = Sp\An, o oo0(ij),
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bijektiv ist (mit Umkehrabbildung 7+ 7o (¢ j)). Es gilt

A(vy, .. yvn) = Z Vio(1) """ Vio(i) " Vjo(j) " * " Vno(n)
ogEA,

- Z Vir(1) " Vir(s) " " Vjr(5) * " Unz(n)
TESK\An

= D Vo) Violi) Vo (i) " Uno(n)
ogEA,

— Z vlo’(l) e Uio'(j) oo Ujo’(i) NN Uno'(n)
o€EA,
= O7

da vy, = vy, fiir alle k € {1,...,n}. O

Die Formel fiir die Determinantenfunktion A sieht vielleicht eigenartig aus. Aber wir
zeigen jetzt, dass {A} ein Erzeugendensystem von Det(K™) ist, das heifit: Jede Determi-
nantenfunktion auf K" ist gleich A - A mit einem Skalar A € K.

Lemma 5.3.18. Seien V,W Vektorrdume tdber K, n € N und f: V" — W eine antisym-
metrische n-lineare Abbildung. Fir alle Vektoren vy,...,v, € V und alle Permutationen
o €S, gilt

f(va(l)a cee 7va(n)) = SgH(O’) : f(vla cee avn)'

Beweis. Wenn o eine Transposition ist, folgt die Aussage aus der Antisymmetrie von f. Gilt
die Aussage fiir o und 7, so gilt sie auch fir o o 7, da sgn(o o 7) = sgn(o) - sgn(7). Da jede
Permutation eine Komposition von Transpositionen ist (Lemma , gilt die Aussage im
Allgemeinen. O

Bemerkung 5.3.19. Ist f: V"™ — W symmetrisch, so folgt unmittelbar aus Lemma [5.3.4
dass

FWa(1ys -+ Vo)) = f(1,...,0n)
fir alle v1,...,v, € V und alle 0 € S,,. Das ist tatsédchlich der geschichtliche Grund dafiir,
dass die Gruppe S,, als symmetrische Gruppe bezeichnet wird. Ist andererseits f: V" — W
antisymmetrisch (z.B. alternierend), so ist f invariant gegentiber geraden Permutationen
seiner Argumente, und deswegen wird die Gruppe A,, als alternierende Gruppe bezeichnet.

Lemma 5.3.20 (Funktorialitdt von Determinantenfunktionen). Sei f: V. — W eine lineare
Abbildung zwischen K -Vektorraumen derselben endlichen Dimension n und sei 6 € Det(W).
Dann ist die Abbildung

f0): vV - K,
(U1, y0n) 2 6(f(v1), ..., fun)),

eine Determinantenfunktion auf V. Auferdem ist die so definierte Abbildung f*: Det(W) —
Det(V) linear.

Beweis. Man hat zu zeigen, dass f*(d) n-linear und alternierend ist. Die n-Linearitat folgt
aus der n-Linearitét von ¢ und der Linearitidt von f, und es ist klar, dass f*(9) auch alter-
nierend ist. Die Linearitdt von f* ist auch klar. O

Satz 5.3.21 (Klassifikation von Determinantenfunktionen). Sei V' ein K-Vektorraum der

endlichen Dimension n und sei B = (by,...,by) eine Basis von V. Dann ist die lineare
Abbildung

Det(V) — K,
0: V" 5 K) > 6(b1,...,bn),
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ein Isomorphismus. Die Umkehrabbildung schickt 1 € K auf die Determinantenfunktion

ABZ V"t — K,
(Ul, e ,Un) = A([UI]B; ey [’Un]B).
Beweis. Zur Injektivitdt. Sei § € Det(V') eine Determinantenfunktion mit §(by,...,b,) = 0.

Es gilt dann 6(b;,,...,b;,) = 0 fiir alle é1,...,4, € {1,...,n}: Falls zwei Indizes i) gleich
sind, folgt das aus der Definition einer alternierenden Abbildung, sonst ist

8(biy,-. . bi) = £6(by, ... bp) =0

nach Lemma [5.3.18] Seien nun vy, ...,v, € V beliebige Vektoren, und sei v; = 2?21 Aijbj.
Da § multilinear ist, gilt

n

5(’01,...,’0n) = Z Z Aljl "'Anjn(s(bju-'wbjn) =0.

Jji=1 Jn=1

Also ist § = 0.

Zur Surjektvitdt. Es geniigt zu zeigen, dass Ap eine Determinantenfunktion auf V' mit
Ag(by,...,b,) = 1 ist. Nach Definition ist Ap = (¢3")*(A), wobei pp: K™ = V der der
Basis B zugehorige Isomorphismus ist. Die gewiinschten Eigenschaften von Ap folgen also
aus dem Lemma [5.3.20] und der Proposition [5.3.17] O

Bemerkung 5.3.22. Sei K = R. Fiir die Determinantenfunktion A: (R?)? — R gilt
|A(v1, v2)| = der Flacheninhalt des Parallelograms mit Eckpunkten 0, v1, ve,v1 + ve.

Wenn A(vy,v2) nicht null ist, ist es genau dann positiv, wenn der kiirzeste Winkel von v;
nach ve gegen den Uhrzeigersinn lauft. Allgemeiner ist |A(vy,...,v,)| das Volumen des von
v1, ..., U, aufgespannten Parallelotops in R™, im Sinne der Mafitheorie. Man kann deshalb
Determinantenfunktionen als Varianten mit Vorzeichen des Volumens auffassen, die auch
iiber beliebigen Kérpern K sinnvoll sind.

5.3.3 Die Determinante einer Matrix

Definition 5.3.23 (Determinante einer Matrix). Seien n € N und A € M,,(K). Die Deter-
minante von A ist der Skalar

det(A) = A(Au1, ..., Aun),
wobei A: (K™)™ — K die Determinantenfunktion aus Proposition ist.

Nach Definition von A gilt also

det(4) = Y sgn(o) - [] Aociys- (5.3.24)
i=1

oeS,

Diese Formel fur die Determinante heif3t die Leibniz-Formel.

a b
det (c d)—ad—bc.

Proposition 5.3.26 (Eigenschaften der Determinante). Sei n € N und seien A,B €
M, (K). Dann gilt:

Beispiel 5.3.25. Es gilt

(i) det(I,) = 1.
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(ii) det(A- B) = det(A) - det(B).
(iii) Ist A invertierbar, so ist det(A™1) = det(A)~ 1.
(iv) det(AT) = det(A4).

Beweis. Zu (i). det(I,,) = Aeq,...,e,) = 1.
Zu (ii). Nach Lemma [5.3.20]ist L% (A) eine Determinantenfunktion auf K™ mit

LA (A (e, en) = A(Ay, ..., Awy) = det(A).

Nach der Klassifikation von Determinantenfunktionen (Satz[5.3.21)) gilt L% (A) = det(A)-A.
Daher gilt

det(A- B) = L (A)(Bs1, - -, Bsn) = det(A) - A(Bsa, - - ., Bin) = det(A) - det(B).
Zu (iii). Dies folgt unmittelbar aus (i) und (ii).

Zu (iv). Wir verwenden die Leibniz-Formel (5.3.24). Da S,, eine Gruppe ist, ist die
Abbildung S,, — S, 7 — 7!, eine Permutation von S,,. Aufierdem ist nach Definition

jedes 7 € S,, eine Permutation der Indexmenge {1,...,n}. Es gilt also
det(A) = Z sgn(o) - H As(iyi (Leibniz-Formel)

og€Sn i=1

= Z sgn(t71) - H A1y (Permutation 7 77 1)
TES, i=1

= Z sgn(t71) - H Ar1rinry  (Permutation j = 7(7))
TES, j=1

= Z sgn(r) - H Ajr () (sgn ist ein Gruppenhomomorphismus)
TESH j=1

= det(A"). (Leibniz-Formel) O

Bemerkung 5.3.27. Die Gleichung det(A) = det(AT) bedeutet, dass
A(Air, . Ain) = A(Ars, oy Ap).
Das heif3it, es macht keinen Unterschied, ob wir die Spalten oder die Zeilen von A in der

Definition der Determinante verwenden.

nem Gruppenhomomorphismus det: GL,(K) — K* ein.

Proposition 5.3.29 (Determinante und elementare Zeilenumformungen). Sei n € N und
Ae M, (K).

(i) Seieni,j € {1,...,n} miti<j. Dann ist
det(V;; - A) = —det(A).
(ii) Seieni e {1,...,n} und A € K*. Dann ist
det(M;(A) - A) = X - det(A).
(iii) Seien i,5 € {1,...,n} miti# j und sei « € K. Dann ist

det(A;;(a) - A) = det(A).
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Beweis. Nach Proposition [5.3.26(iv) ist det(A) = A(Ai,..., A,.). Die elementare Zeile-
numformung A — Vj; - A vertauscht zwei Zeilen. Die erste Aussage folgt daraus, dass A
antisymmetrisch ist. Die zweite und dritte Aussagen folgen dhnlich daraus, dass A n-linear
und alternierend ist. O

Notation 5.3.30. Sei A eine m x n-Matrix, ¢ € {1,...,m} und j € {1,...,n}. Wir be-
zeichnen mit A[i, j] die (m — 1) x (n— 1)-Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile
und j-te Spalte streicht.

Satz 5.3.31 (Laplacescher Entwicklungssatz). Sein € N und sei A = (a;;);; eine n X n-
Matriz iber K.
(i) (Entwicklung nach der j-ten Spalte) Fir jedes j € {1,...,n} gilt

n

det(A) = Z(—l)i“aij det(A[i, 7]).

i=1

(ii) (Entwicklung nach der i-ten Zeile) Fir jedes i € {1,...,n} gilt

det(A) =Y (=1)"ay; det(Ali, j]).

Jj=1

Beuweis. Die zweite Aussage folgt aus der ersten und Proposition [5.3.26{iv). Wir beweisen (i)
mithilfe von der Leibniz-Formel. Sei $77% C S,, die Teilmenge aller Permutationen, die j auf
i abbilden. Fiir festes j ist dann {S7—1 ... SJ7"} eine Partition von S,. Es gibt aufierdem
eine Bijektion

S%HZ — Sn_l, O = 044,

so dass folgendes Quadrat kommmutiert:

{1,...,n3\ {4} —= {1,...,n}\ {i}

{1,...,n—1} --=25 {1,...,n—1}.

Dabei sind die vertikalen Pfeile die ordnungserhaltenden Bijektionen.
Behauptung. Es gilt sgn(o) = (—1)"sgn(o;;).

Mit dieser Behauptung kénnen wir berechnen:

=3 Y samio) [Lovn
1=1 GGSZLHi k=1
n o n—1
=Y (=V)ay; Y sen(oiy) - [] Al dlos o
i=1 sesiTt =1
. . nil
=Y (=1D)"ay; > sen(r)- [ Alisdl-oy

TESH_1 =1

3

—

n

= > (1) gy det(Afi, ).

1=
i=1

Es bleibt die Behauptung nachzupriifen. Sei 6;; € S, die Fortsetzung von o;; auf {1,...,n},
die n auf n abbildet, so dass sgn(o;;) = sgn(d;;). Dann gilt

oc=(i+1...n)ogo(n ... j+1j).
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Nach dem Satz 5.3.5(iii) ist sgn(i i +1 ... n) = (=1)"“und sgn(n ... j+1j) = (-1)"77,
und damit o o
sgn(o) = (—1)*" " sgn(dy5) = (=1)"sgn(oy),

wie behauptet. O
Beispiel 5.3.32. Sei
1 0 -2
A= 3 2 -1
-3 0 5

Der Laplacesche Entwicklungssatz liefert sechs verschiedene Formeln fiir det(A), eine fiir
jede Spalte und Zeile.

(i) Die einfachste Berechnung von det(A) ist voraussichtlich durch Entwicklung nach der
zweiten Spalte, die nur einen Nicht-Null-Koeffizient enthélt. Dies ergibt:

det(A) = (—1)2+2 2 det (_13 _52> —2. (15— (-2) (-3) = -2

(ii) Entwicklung nach der ersten Zeile ergibt:

2 =2 3 2
det(A)l~det(0 5)+(—2)~det(_3 0)10—2~6—2.

(iii) Entwicklung nach der dritten Spalte ergibt:
3 2 1 0 1 0
det(A) = (—2) - det <_3 O> —(—1) - det (_3 0> +5-det (3 2)
=-2-64+1-0+5-2=-2.

Beispiel 5.3.33. Sei

11 0 1
1 1 11
AiOlOl
01 00

Um die Determinante von A effektiv zu berechnen, entwickeln wir sie nach der dritten Spalte
und danach nach der ersten Spalte:

LS et G (1)) — (1) =1

Korollar 5.3.34 (Determinante einer Dreiecksmatrix). Sein € N und sei A = (a;;),,; eine
n x n-Dreiecksmatriz, d.h., so dass a;; = 0 fiir alle i > j bzw. fir alle i < j. Dann gilt

11
det(A) % —det [0 1
0 1

O ==

det(A) = f[ Qi -
i=1

Beweis. Wir verwenden Induktion itber n. Wenn n = 0 ist A = I, und damit det(A) =

1= H?:l ai;. Sei also n > 1. Entwicklung nach der ersten Spalte (bzw. nach der ersten
Zeile) ergibt det(A) = a7 -det(A[1,1]). Nach der Induktionsvoraussetzung ist det(A[1,1]) =
[T, aii, was die gewiinschte Formel ergibt. O

i
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Beispiel 5.3.35. Nach dem Korollar und der Proposition kann man auch die
Determinante durch das Gaufische Eliminationsverfahren berechnen. Denn eine quadratische
Matrix in Zeilenstufenform ist insbesondere eine Dreiecksmatrix. Als Beispiel berechnen wir
die Determinante der folgenden Matrix A:

Ara(=3)
3 1 6 Aza(—2) 1 1 7
A=[1 1 7 Yz 0 -2 -15
2 6 -3 0 4 —-17
feal2) 1 1 7

—=1 0 —2 —-15 =A.
0 0 —47

Damit ist det(A) = — det(A’) = —94.
Die folgende Verallgemeinerung des Korollars [5.3.34] ist auch niitzlich:

Korollar 5.3.36 (Determinante einer Blockdreiecksmatrix). Seien k € N, ny,...,n; €
N\ {0}, n = Zle n; und sei A eine n x n-Matriz der Gestalt

A1 * A1 0

wobei A; € My, (K). Dann gilt

k
det(A) = ] det(4,).

Beweis. Es geniigt den ersten Fall zu behandeln, indem man die transponierte Matrix be-
trachtet. Wir verwenden Induktion iiber n. Wenn n = 0 ist die Aussage trivial. Sei also
n > 1. Entwicklung von det(A) nach der ersten Spalte liefert

ni

det(A) =Y (=1)*T!(Ay)er det(Ale, 1)).

e=1
Nach der Induktionsvoraussetzung ist det(Ale, 1]) = det(A4]e, 1]) Hf:z det(A;), und damit

k

ni k

det(A) = (Z(—l)eﬂ(zﬁh)el det(Aq]e, 1})) . Hdet(Ai) = det(4;) - Hdet(Ai),

e=1 i=2 i=2

wie gewiinscht. O

Definition 5.3.37 (Kofaktor, Kofaktormatrix, adjunkte Matrix). Seien n € N und A eine
n X n-Matrix tber K.

e Der (i, j)-Kofaktor von A ist (—1)"7 det(A[i, j]) € K.

¢ Die n x n-Matrix o
cof(A) = ((~1)" det(Afi.4])), ,

heifit die Kofaktormatriz von A.

o Die adjunkte Matriz zu A ist die n x n-Matrix adj(A) = cof(A)T.
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Beispiel 5.3.38. Es gilt
ai (@ b\ (d b
MWle d) " \=¢ a )"
Korollar 5.3.39. Sein € N und sei A € M, (K). Dann gilt
A-adj(A) =adj(A) - A =det(A) - I,,.
Beweis. Wir berechnen zunéchst A - adj(A). Es gilt

(A-adj(A))y =Y Agwadi(A)k; = > (=1) Ay det(A[j, K]).
k=1 k=1

Wenn i = j ist diese Summe gleich det(A4) nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz (Ent-
wicklung nach der i-ten Zeile). Es bleibt also zu zeigen, dass diese Summe null ist, wenn
i # j. Sei A; die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die j-te Zeile durch A;, ersetzt.
Entwicklung nach der j-ten Zeile zeigt, dass die obige Summe gleich det(A;) ist. Aber
det(A4;) = A((Aj)14, -+, (Aj)ns) = 0, da die i-te und j-te Zeilen von A; gleich sind und A
alternierend ist. Die Berechnung von adj(A) - A erfolgt auf dhnliche Weise durch Spaltenent-
wicklung. O

Korollar 5.3.40 (Determinante und Invertierbarkeit). Sein € N. Eine Matriz A € M, (K)
ist genau dann invertierbar, wenn det(A) € K*. In diesem Fall gilt

A7l =det(A)7! - adj(A).

Beweis. Wenn A invertierbar ist, dann ist det(4) € K* nach Proposition [5.3.26(iii). Sei
umgekehrt det(A) € K*. Dann ist det(A)~! - adj(A) die inverse Matrix zu A nach Korol-
lar [5.3.39 |

-(c 8

ist genau dann invertierbar, wenn ad — be # 0, in welchem Fall gilt

1 d —b
ATl =
ad — bc (—C a >

(siehe Beispiele [5.3.25| und |5.3.38)).

Beispiel 5.3.42. Die Matrix A € M5(K) aus Beispiel [5.3.35| ist genau dann invertierbar,
wenn char(K) ¢ {2,47}. Denn 2 und 47 sind die Primzahlen, die det(A4) = —94 teilen.

Beispiel 5.3.41. Die 2 x 2-Matrix

Korollar 5.3.43 (Cramersche Regel). Sein € N und sei (A,b) ein lineares Gleichungssys-
tem uber K mit n Gleichungen und n Unbekannten. Sei A;[b] die Matriz, die aus A entsteht,
wenn man die j-te Spalte durch b ersetzt. Ist det(A) € K*, so hat (A,b) genau eine Losung
x € K", fir die gilt
det(A;[b])
T = ——
det(A)
Beweis. Nach Korollar [5.3.40|ist A invertierbar, und die einzige Losung von (A, b) ist
r=A""1b=det(A)"-adj(A)-b.

Die j-te Koordinate ist also

z; =det(A)™" - adj(A);ib; = det(A)™" > (=1)"b; det(Ali, 5]),
i=1 1=1
und die Summe ist genau die Entwicklung von det(A;[b]) nach der j-ten Spalte. O

120



Bemerkung 5.3.44. Wie schon gesagt, die Formeln aus Korollaren [5.3.40] und [5.3.43] sind
nur von theoretischer Bedeutung. Zum Beispiel impliziert Korollar [5.3.40, dass die Koeffi-
zienten von A~! als Polynome in den Koeffizienten von A geschrieben werden kénnen, was
in der algebraischen Geometrie wichtig ist. Bei groflen Matrizen ist aber das Gaufische Eli-
minationsverfahren viel schneller, um A~! zu berechnen oder das lineare Gleichungssystem
(A, b) zu 16sen, und es ist nicht sinnvoll, diese Korollare zu verwenden.

5.3.4 Die Determinante eines Endomorphismus

In diesem Abschnitt definieren wir die Determinante det(f) eines Endomorphismus f: V —
V' eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V. Mithilfe der Determinante von Matrizen
kann man einfach det(f) als det([f]5) definieren, wobei B eine beliebige Basis von V ist.
Dabei muss man nachpriifen, dass det([f]5) unabhiingig von B ist, was aus der Basiswechsel-
formel (Proposition [4.2.43) und der Multiplikativitit der Determinante (Proposition [5.3.26))
folgt. Im Folgenden geben wir aber eine begrifflichere Definition von det(f), die keine Wahl
einer Basis von V erfordert, und danach beweisen wir, dass det(f) = det([f]5) (siehe Pro-

position [5.3.49)).

Lemma 5.3.45. Sei L ein K-Vektorraum der Dimension 1. Dann ist die Abbildung

K — Endg (L),
A (v ),

ein Isomorphismus.

Beweis. Die Injektivitat folgt aus Proposition [3.2.6(iv). Aus L = K folgt Endg (L) =
Endg(K) & K (siehe Beispiel 4.1.45), und damit dimg Endg (L) = 1. Die Sujektivitit
folgt dann aus Korollar [1.1.39] O

Zur Erinnerung: Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, so ist die Menge Det (V)
aller Determinantenfunktionen auf V' ein K-Vektorraum der Dimension 1 (Satz .
Haben aulerdem V und W dieselbe endliche Dimension, so induziert jede lineare Abbildung
f:V — W eine lineare Abbildung f*: Det(W) — Det(V) (Lemma [5.3.20).

Definition 5.3.46 (Determinante eines Endomorphismus). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und f: V — V ein Endomorphismus. Die Determinante von f ist der Skalar
det(f) € K, so dass die von f induzierte Abbildung f*: Det(V) — Det(V) gleich der
Skalarmultiplikation mit det(f) ist (siche Lemma [5.3.45), d.h.: Es gilt f*(8) = det(f) - § fiir
alle 6 € Det(V).

Bemerkung 5.3.47. Sei K = R und f € Endg(R™). Nach der Definition von det(f) und
der Bemerkung skaliert f das Volumen eines Parallelotops in R™ um den Faktor
|det(f)|. Die Determinante von f misst also die durch f bewirkte Volumenverdnderung mit
einem geeigneten Vorzeichen.

Proposition 5.3.48 (Eigenschaften der Determinante). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und seien f,g: V — V zwei Endomorphismen. Dann gilt:

(i) det(idy) = 1.

(i) det(go f) = det(g) - det(f).

(iii) Ist f ein Automorphismus, so gilt det(f=1) = det(f)~!

(iv) Fir die duale Abbildung f*: V* — V* gilt det(f*) = det(f).
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Beweis. Jede Aussage folgt aus Proposition ii) unten und der entsprechenden Aus-
sage liber die Determinante von Matrizen (Proposition . Wir geben aber zusétzlich
matrixfreie Beweise.

Zu (i). Dies folgt daraus, dass idj, : Det(V) — Det(V') die Identitét ist.

Zu (ii). Sei § € Det(V). Dann gilt

(g0 £)"(8) = f7(¢7(8)) = f(det(g) - ) = det(g) - f*(9) = det(g) - det(f) - 0.

Zu (iii). Dies folgt unmittelbar aus (i) und (ii).

Zu (iv). In diesem Beweis schreiben wir Det(f) fiir die von f induzierte lineare Abbildung
Det(V) — Det(V), um sie nicht mit der dualen Abbildung f* zu verwechseln. Sei n die
Dimension von V. Wir definieren die Abbildung ©: (V*)™ — Det(V') durch

O(ar,...,an)(v1,...,0n) = Z sgn(o)ag1)(v1) - - Ag(n)(Vn).
ocEeS,

Man kann leicht nachpriifen, dass ©(a,...,a,) eine Determinantenfunktion auf V' ist,
und dass © selbst n-linear und alternierend ist (vgl. den Beweis der Proposition .
Die Abbildung © ist aulerdem surjektiv: Ist B = (by,...,b,) eine Basis von V, so ist der
Vektorraum Det(V) von Ap erzeugt (Satz [5.3.21), und es gilt Ap = ©O(b3,...,b%). Man
erhélt daraus eine injektive lineare Abbildung

9: Det(V)* — Det(V™),
ey 0B,
Da beide Det(V)* und Det(V*) die Dimension 1 haben, ist ¢ sogar ein Isomorphismus. Es
gilt zudem Det(f*) o = ¢ o Det(f)*. Da die Abbildung Det(f) durch Skalarmultiplikation

mit det(f) gegeben ist, gilt das Gleiche fiir Det(f)* und damit fir Det(f*), d.h., det(f*) =
det(f). O

Proposition 5.3.49.
(i) Seienn € N und A € M, (K). Dann gilt det(L4) = det(A).

(ii) Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraum V. Fir alle
Basen B von V gilt det(f) = det([f]5).

Beweis. Die erste Aussage ist der Sonderfall der zweiten mit V' = K™ und B = (e, ..., ¢e,).
Sei 6 € Det(V). Nach Satz[5.3.21]ist 6 = A - Ap mit einem A € K. Sei B = (by,...,b,). Es
gilt
SH0) (b1, bn) = A Ap(f(b1),..., f(bn)) = A A([f(b1)]B, - .-, [f(bn)]B)
=X A([f15 - 0], [F1B - balB) = X A(fIB - exs- - [f15 - en)
= A-det([f]3) = 8(b1,. .., bn) - det([f]3).

Die Determinantenfunktionen f*(§) und det([f]5) - & stimmen also auf (by, ..., b,) iiberein.
Aus dem Satz folgt, dass f*(8) = det([f]5) -4, und damit dass det(f) = det([f]5). O

Proposition 5.3.50. Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum. Ein Endomorphis-
mus f: V =V ist genau dann ein Automorphismus, wenn det(f) € K*.

Beweis. Sei B eine Basis von V. Dann ist f genau dann ein Automorphismus, wenn die
Darstellungsmatrix [f]B invertierbar ist. Die Aussage folgt jetzt aus Proposition [5.3.49((ii)
und Korollar [5.3.40 O
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Kapitel 6

Eigenwerte und
Diagonalisierbarkeit

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Endomorphismen von Vektorrdumen. Das End-
ziel ist es, die Frage ii) vollstdndig zu beantworten, d.h., Endomorphismen von endlich-
dimensionalen Vektorrdumen bis auf Isomorphie zu klassifizieren. Das werden wir aber nur
in der Vorlesung Lineare Algebra II schaffen. In diesem Kapitel fithren wir die wichtigen
Begriffe von Figenwert und Eigenvektoren ein, und erhalten wir eine Klassifikation von soge-
nannten diagonalisierbaren Endomorphismen, die bis auf Isomorphie durch ihre Eigenwerte
bestimmt sind. Auflerdem entwickeln wir mehrere Hilfsmittel zum besseren Verstandnis von
Endomorphismen, wie zum Beispiel das charakteristische Polynom. Die meisten Begriffe in
diesem Kapitel sind tatsédchlich auch sinnvoll bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen,
und es gibt wie immer in diesem Fall interessante Beispiele aus der Analysis. Deshalb be-
riicksichtigen wir in unserer Untersuchung so weit wie moglich beliebige Vektorrdume.
FEin beliebiger Grundkérper K wird immer noch festgelegt.

6.1 Praliminarien zu Endomorphismen

6.1.1 Direkte Summen von Vektorraumen

Die direkte Summe zweier K-Vektorrdume haben wir bereits definiert (Definition [3.3.45)).
Als Néchstes wollen wir diese Konstruktion auf mehr als zwei Vektorrdume verallgemeinern.
Bei unendlich vielen Vektorrdumen muss man aber zwischen dem Produkt und der direkten
Summe unterscheiden, die verschiedene universelle Eigenschaften haben.

Definition 6.1.1 (Produkt und direkte Summe einer Familie von Vektorrdumen). Sei
eine beliebige Menge und (V;);cr eine Familie von K-Vektorraumen.

o Das Produkt von (V;);cr ist der K-Vektorraum

HVi ={(vi)icr |v; € V; fir alle i € I'}
iel

mit der punktweisen Addition bzw. Skalarmultiplikation. Ist e € I, so bezeichnen wir
mit 7.: [[,c; Vi — Ve die lineare Abbildung mit 7 ((vi)icr) = ve.

o Die direkte Summe von (V;);er ist der Untervektorraum

Pvic][v

i€l iel
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bestehend aus allen Familien (v;);er, die null sind aulerhalb einer endlichen Teilmenge
von I. Ist e € I, so bezeichnen wir mit ¢.: V, — @iel V; die lineare Abbildung mit

v, fallsi=e,
te(v); =
0, andernfalls.

Bemerkung 6.1.2. Esist K/ =], K und K(I) = Pc K.

icl
Proposition 6.1.3 (universelle Eigenschaften des Produkts und der direkten Summe). Sei
(Vi)ier eine Familie von K -Vektorraumen.

(i) Zu jedem K-Vektorraum W wund jeder Familie (f;: W — V;)ier von linearen Abbil-
dungen gibt es genau eine lineare Abbildung f: W — [[,.; Vi, so dass m; o f = f; fir
allei e I.

icl

(ii) Zu jedem K-Vektorraum W wund jeder Familie (f;: V; — W);er von linearen Abbil-
dungen gibt es genau eine lineare Abbildung f: @,., Vi = W, so dass f o, = f; fir
allei € I.

el

Beweis. Zu (i). Man definiert f durch f(w) = (fi(w))ier, so dass nach Definition gilt m;0 f =
fi- Die Abbildung f ist linear, da der Vektorraumstruktur auf [, ., Vi punktweise definiert
ist. Die Eindeutigkeit ist klar, da die i-te Koordinate von f(w) gleich m;(f(w)) = fi(w) sein
muss.

Zu (ii). Man definiert f durch f((vi)icr) = >_;c; fi(vi); dies ist sinnvoll (und offensicht-
lich linear), da nur endlich viele Summanden nicht null sind. Nach Definition der direkten
Summe ist jedes Element von €, ; V; eine Linearkombination von Elemente der Gestalt
ti(v;) mit i € I und v; € V;. Deswegen gibt es hochstens ein f mit den geforderten Eigen-
schaften. O

Bemerkung 6.1.4. Das Produkt und die Summe einer Mengenfamilie (Definition [1.2.15)
haben analoge universelle Eigenschaften bzgl. beliebiger statt linearer Abbildungen.

Bemerkung 6.1.5 (Dimension einer direkten Summe). Ist (V;);cr eine endliche Familie
von endlich-dimensionalen K-Vektorrdumen, so gilt

dim g (@V) = ZdimKVi.

icl i€l
Denn sind B; Basen von V;, so ist die Zusammensetzung der Familien ¢;(B;) eine Basis von
Dier Vi-
Die folgende Definition ist eine Verallgemeinerung von Definition [3.3.30}

Definition 6.1.6 (Summe einer Familie von Untervektorrdumen). Sei V' ein K-Vektorraum
und (U;)ies eine Familie von Untervektorrdumen. Die Summe der Familie (U;);ec; ist der

Untervektorraum
ZUi := Spang (U Ui> cV.

icl iel

Ist (U;)ies eine Familie von Untervektorrdumen von V', so gibt es nach der universellen
Eigenschaft der direkten Summe eine kanonische surjektive lineare Abbildung

@ U; — Z U;.
el el

Wenn diese Abbildung bijektiv ist, sagt man auch, dass die Summe »_._, U; direkt ist.

el
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Proposition 6.1.7. Sei V ein K-Vektorraum und (U;);er eine Familie von Untervektor-
raumen. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die kanonische Abbildung @;c; Ui — > _;c; Ui ist ein Isomorphismus.

(ii) Fir jede endliche Teilmenge J C I ist jede Familie (u;);cg mit u; € U; \ {0} linear
unabhdngig.

Beweis. Zu (i) = (ii). Sei >, ; Aiu; = 0. Die Linearkombination }
von (A;u;)ics unter der kanonischen Abbildung

i€J el el

scg Niug ist das Bild

die injektiv ist. Daraus folgt, dass A\;u; = 0 und damit \; = 0 fir alle i € J.

Zu (ii) = (i). Die kanonische Abbildung ist surjektiv nach Definition der Summe. Sei
(ui)ier ein Element ihres Kerns, d.h., Y, ;u; = 0. Sei J C I die endliche Teilmenge aller
Indizes ¢ mit u; # 0. Nach (ii) ist die Familie (u;);c; linear unabhéngig. Daraus folgt,
dass J = @, sonst wiirde die Gleichung >, ;u; = 0 im Widerspruch zu der linearen
Unabhangigkeit stehen. O

6.1.2 Invariante Untervektorraume

Definition 6.1.8 (invarianter Untervektorraum). Sei f: V' — V ein Endomorphismus eines
K-Vektorraums V. Ein Untervektorraum U C V heifit f-invariant, wenn f(U) C U.

Wenn U C V f-invariant ist, dann schrankt sich f zu einem Endomorphismus fy €
Endg (U). Nach der universellen Eigenschaft des Quotientenvektorraums (Proposition [4.1.33)
induziert auch f einen Endomorphismus f € Endg (V/U) mit f(v+U) = f(v) + U.

Beispiel 6.1.9. Sei f: V — V ein Endomorphismus. Dann sind {0}, V, ker f und im f
f-invariante Untervektoraume von V.

Proposition 6.1.10. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K -Vektorraums V und sei
(Ui)ier eine Familie von f-invarianten Untervektorrdumen.

(i) Der Durchschnitt
(ii) Die Summe Y,

ier Ui ist f-invariant.

e Ui ist f-invariant.
Beweis. Dies folgt aus den mengentheoretischen Formeln
f (ﬂ UZ) c()fU:;) md f (U U,») =J rwy)
i€l iel il iel
und der Proposition 4.1.201). O

Weitere Beispiele erhalten wir durch die Potenzen von f:

Notation 6.1.11 (Potenzen eines Endomorphismus). Sei f: V' — V ein Endomorphismus
eines K-Vektorraums V und sei & € N. Man definiert die k-te Potenz f* rekursiv wie folgt:

1O =idy, f=fof

Proposition 6.1.12. Sei V' ein K-Vektorraum, f € Endg (V) ein Endomorphismus und
g € Endg (V) eine Linearkombination der Familie (f*)ren. Dann:

(i) ker g und im g sind f-invariant.

(ii) Ist U C V ein f-invarianter Untervektorraum, so ist U auch g-invariant.
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Beweis. Zu (i). Sei g = Y.y _, Axf*. Die Linearitéit von f impliziert, dass go f = fog, denn:

=Y NS ) = f (Z Akf’“@)) = f(g(v)).
k=0 k=0

Sei v € kerg. Dann ist g(f(v)) = f(g(v)) = f(0) = 0, und damit ist f(v) € kerg. Sei nun
v € img, d.h., v = g(w) mit einem w € V. Dann ist f( ) = f(g(w)) = g(f(w)), und damit

ist f(w) € img.
Zu (ii). Durch Induktion iiber k schlieBen wir unmittelbar, dass f*(U) C U fiir alle
k € N. Da U ein Untervektorraum ist, folgern wir, dass g(U) C U. O

6.1.3 Isomorphie von Endomorphismen

Definition 6.1.13 (Isomorphie von Endomorphismen). Seien V,W Vektorraume iiber K
und seien f € Endg (V) und g € Endg (W) Endomorphismen. Man sagt, dass die Paare
(V, f) und (W, g) isomorph sind, und man schreibt (V, f) = (W, g), wenn ein Isomorphismus
p: V5 W existiert, so dass ¢ o f = go :

V*>W

fl lg

V*>W

Bemerkung 6.1.14. Man kann leicht nachpriifen, dass Isomorphie eine Aquivalenzrelation
zwischen Paaren (V, f) ist (vgl. Bemerkung [4.1.16)).

Beispiel 6.1.15.

(i) Jedes (V, f) ist isomorph zu einem Paar der Gestalt (K, g): Man wihlt einen Iso-
morphismus ¢: V = K) und setzt g = po fo ™t

(if) Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit einer Basis B. Durch den Isomorphismus
5V — K" ist jedes Paar (V, f) zu (K™, Ly ) isomorph.

Bemerkung 6.1.16. Die Determinante von Endomorphismen (Definition ist eine
Isomorphie-Invariante im folgenden Sinne: Ist V' endlich-dimensional und sind (V, f) und
(W, g) isomorph, so ist det(f) = det(g). Denn sei ¢: V = W ein Isomorphismus mit ¢ o f =
g o und sei § € Det(W) eine Determinantenfunktion. Dann gilt

g (8) = (po fop ") (9)

und damit det(g) = det(f).

Definition 6.1.17 (Ahnlichkeit von Matrizen). Seien n € N und A, B € M, (K). Man
sagt, dass A dhnlich oder konjugiert zu B ist, wenn eine invertierbare Matrix S € GL,,(K)
existiert, so dass S™1-A-S = B.

Proposition 6.1.18. Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf M, (K).
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Beweis. Sie ist reflexiv, da A =I,!- A I,. Sie ist symmetrisch, denn:
B=S14.8 = A=(SH'.B.s.
Zur Transitiviit, seien B=S"1-A-Sund C =T~!. B-T. Dann gilt:
STy *t-A S T)=T"' (St A8 T=T"B-T=C. O
Proposition 6.1.19. Sein € N.

(i) Seien A,B € M, (K). Dann sind A und B genau dann dhnlich, wenn (K™, L) und
(K™, Lg) isomorph sind.

(ii) Seien V und W n-dimensionale K -Vektorraume mit Endomorphismen f € Endg (V)
und g € Endg (W) und mit Basen B und C. Dann sind (V, f) und (W, g) genau dann
isomorph, wenn [f]B und [g]& dhnlich sind.

Beweis. Die erste Aussage ist der Sonderfall der zweiten, mit V =W = K™ und B = C der
Standardbasis. Sei p: V — W ein Isomorphismus mit ¢ o f o o~ ! = g. Fiir S = [p~1]§ gilt
dann S~'[f]BS = [g]S nach Proposition[4.2.39} Sei umgekehrt S € GL,(K) mit S~![f]5S =
[9]S. Sei p: V — W der Isomorphismus mit [p]5 = S~1. Nach Proposition gilt dann
[pofop S =8571f]5S = [9]%, und daher po fop™t =g. O

Man kann die letzte Proposition wie folgt zusammenfassen: Es gibt eine bijektive Abbil-
dung

M,,(K)/Ahnlichkeit — {(V, f) | dimgx V =n und f € Endg(V)}/Isomorphie,
[A] = [(K™, La)l,

deren Umkehrabbildung die Aquivalenzklasse von (V, f) auf die von [f]5 abbildet, wobei B
eine beliebige Basis von V ist. In der Praxis bedeutet das folgendes: Wenn wir eine Abbildung
®: M, (K) — X definiert haben, so dass ®(A) = ®(B) wann immer A und B &hnlich sind,
dann erhalten wir aus jedem Paar (V, f) ein wohldefiniertes Element ®(f) € X, so dass
®(f) = ®([f]B) fiir jede Basis B von V. AuBerdem gilt dann ®(f) = ®(g), wenn die Paare
(V, f) und (W, g) isomorph sind, d.h., ® ist automatisch eine Isomorphie-Invariante. Als
Beispiel dieser Methode definieren wir jetzt die Spur eines Endomorphismus.

Definition 6.1.20 (Spur einer Matrix). Seien n € N und A = (a;;);; eine n x n-Matrix
iiber K. Die Spur von A ist
n
A) = Z a;; € K.
i=1

Proposition 6.1.21 (Spureigenschaft). Seienm,n € N, A € M,,xn(K) und B € My, xm (K).
Dann gilt
tr(A- B) = tr(B- A).

n

Beweis. tr(A- B) ZZA’JBJZ i A;j =tr(B-A). O

i=1 j=1 Jj=11i=1

Bemerkung 6.1.22. Seien Ay,..., Ay € M,(K) und o € Si. Die Spureigenschaft impli-
ziert, dass
tr(A1 et Ak) = tl"(Aa(l) et Aa(k))7

sofern ¢ ein Zyklus der Linge k ist. Im Gegensatz zu der Determinante, gilt das aber im
Allgemeinen nicht fiir eine beliebige Permutation o.

Korollar 6.1.23. Sei n € N und seien A,B € M,(K). Sind A und B dahnlich, so gilt
tr(A) = tr(B).
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Beweis. Sei S~!- A.S = B. Nach Proposition [6.1.21] gilt nun
tr(B) =tr(S™'-A-8) =tr(A-S-S7h) = tr(A). O

Definition 6.1.24 (Spur eines Endomorphismus). Sei V ein endlich-dimensionaler K-
Vektorraum und f € Endg (V). Die Spur von f ist

tr(f) = tr([f]3);

wobei B eine Basis von V ist. Nach Korollar [6.1.23|ist tr(f) unabhéngig von der Wahl der
Basis B.

Bemerkung 6.1.25. Es ist auch moglich, eine begrifflichere matrixfreie Definition der Spur
tr(f) zu formulieren, wie bei der Determinante (siche Abschnitt [5.3.4]). Dazu braucht man
aber den Begriff des Tensorprodukts von Vektorrdumen, den wir noch nicht besprochen
haben.

6.2 Eigenvektoren und Eigenwerte

Definition 6.2.1 (Eigenraum, Eigenvektor, Eigenwert). Sei f: V' — V ein Endomorphis-
mus eines K-Vektorraums V und sei A € K.

e Der FEigenraum zu X von f ist der Untervektorraum
Eig,(f) ={ve V]| f(v)=X-v}=ker(A-idy —f) C V.
o Ein Eigenvektor zu X von f ist ein Element von Eig, (f) \ {0}, d.h., ein Vektor v # 0,
so dass f(v) =X w.
o A heiit Figenwert von f, wenn Eig, (f) # {0}, d.h., wenn ein Eigenvektor zu X existiert.

Ist n € N und ist A eine n x n-Matrix iiber K, so bezeichnen wir als Figenrdume, Ei-
genvektoren und Figenwerte von A die Eigenrdume, Eigenvektoren und Eigenwerte von
La: K™ — K™

Bemerkung 6.2.2. Es gilt Eig,(f) = ker f.

Bemerkung 6.2.3. Seien f € Endg (V) und g € Endg (W) Endomorphismen, und sei
©: V5 W ein Isomorphismus mit ¢ o f = g o . Fiir alle A\ € K ist dann o(Eig, (f)) =
Eig,(g), denn:

f)=Xx-v = o(f(v)) = oA v) <= g(p(v)) = A-p(v).
Insbesondere haben f und g dieselben Eigenwerte.
Beispiel 6.2.4. Sei V ein K-Vektorraum.
(i) Fir die Identitét idy gilt

v, falls A =1,

Eig, (idv) = {{0}7 falls A # 1.

Falls V # {0} ist also 1 € K der einzige Eigenwert von idy, und alle Vektoren v # 0
sind Eigenvektoren dazu.

(ii) Allgemeiner, ist 4 € K und V # {0}, so ist u der einzige Eigenwert von - idy, und
alle Vektoren v # 0 sind Eigenvektoren dazu.
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(iiif) Seit: V@&V — V @V die lineare Abbildung ¢(v, w) = (w,v). Es gilt

Eig,(t) ={(v,w) eV V] iw=A-vund v =\ w}
={(v,A\-v)|v eV und (\* - 1) -v = 0}.

Nach Proposition iv) ist (A2 —1)-v = 0 nur méglich, wenn v = 0 oder A\ —1 = 0.
Daher gilt

Eig,(t) = {(0,0)} U {(v, A -v) |v € V\ {0} und A\* — 1 = 0}.

Falls V # {0} sind also die Eigenwerte von ¢ alle Skalare A mit A — 1 = 0. Aus der
Gleichung A\ — 1 = (A — 1)(A + 1) und der Nullteilerfreiheit von K folgt, dass 1 und
—1 die einzigen Eigenwerte von ¢ sind. Die Eigenvektoren zu 1 sind (v,v) mit v # 0
und die Eigenvektoren zu —1 sind (v, —v) mit v # 0.

(iv) Sei D = diag(ds,...,d,) eine n x n-Diagonalmatrix iber K. Dann ist der Eigenraum
zu A von D der Untervektorraum Spang{e; | d; = A} C K. Insbesondere ist jeder
Standardeinheitsvektor e; € K™ ein Eigenvektor zum Eigenwert d; von D.

Beispiel 6.2.5 (Drehungen). Sei o € R\#Z eine reelle Zahl, die kein ganzzahliges Vielfaches
von 7 ist, und sei f: R? — R? die Drehung um den Winkel o um den Nullpunkt. Dann ist
Eig,(f) = {0} fir alle A € K. Denn fur alle v # 0 liegen die Vektoren v und f(v) auf
keiner gemeinsamen Ursprungsgerade. Der Endomorphismus f hat also keine Eigenwerte
und somit keine Eigenvektoren.

Beispiel 6.2.6 (Abhéngigkeit vom Grundkorper). Sei
0 -1

Die Abbildung L4: R? — R? ist eine Drehung um den Winkel /2, die keine Eigenwerte
besitzt (Beispiel [6.2.5). Betrachtet man jedoch A als komplexe Matrix, so hat L4: C? — C2

die Eigenwerte ¢ und —¢, mit zugehérigen Eigenvektoren (¢) und (}):

1)=G) =) 20)=()==0)

Beispiel 6.2.7 (Eigenwerte und Eigenvektoren der Differentiation). Sei C*°(R,R) der
R-Vektorraum aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen auf R, sei D: C*°(R,R) —
C>(R,R) die Differentiationsabbildung (siche Beispiel 4.1.31)) und sei A € R. Dann ist

Bigy(D) = {f € C®(R.R)| [/ = A- f}.

In der Analysis wird gezeigt, dass der Eigenraum FEig, (D) 1-dimensional ist und von der
Exponentialfunktion  — exp(Az) erzeugt wird. Insbesondere sind alle reellen Zahlen Ei-
genwerte von D, und die Eigenvektoren zu einem A sind die Funktionen x — cexp(Ax) mit
c e R*.

Beispiel 6.2.8. Sei D?: C*°(R,R) — C*°(R,R) der Endomorphismus f + f” und sei
A € R. Dann gilt dimg Eig, (D?) = 2 und zwar

Spang{x - cosh(vV\z),x - sinh(vAz)}, falls A > 0,
Eig,(D?) = < Spang{z — 1,z = z}, falls A =0,
Spang{z = cos(v/—=Az),z > sin(v/—Az)}, falls A <O0.

Lemma 6.2.9. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V.
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(i) Fiir alle A € K ist der Figenraum Eig, (f) C V f-invariant.

(ii) Ist A # p, so gilt Eig, (f) N Eig,,(f) = {0}.

Beweis. Die erste Aussage ist der Sonderfall der Proposition [6.1.12(i) mit g = A -idy —f.
Sei v € Eigy(f) N Eig,,(f). Dann gilt f(v) = A-v = p-v, und damit (A — p) - v = 0. Da
A # p folgt aus Proposition iv), dass v = 0. O

Proposition 6.2.10 (lineare Unabhéngigkeit von Eigenvektoren). Sei f: V — V ein Endo-
morphismus eines K -Vektorraums V. Sei A C K eine Teilmenge bestehend aus Eigenwerten
von f, und zu jedem \ € E sei vy € V ein Eigenvektor zum FEigenwert A\. Dann ist die
Familie (vx)xea linear unabhingig.

Beweis. Nach Definition der linearen Unabhéngigkeit diirfen wir voraussetzen, dass A end-
lich ist. Dann verwenden wir Induktion {iber die Méchtigkeit von A. Wenn A = & ist die
Aussage trivial. Sei also A\g € A und sei ZXGA - vy =0 mit py € K. Dann gilt:

0= (Aoidy —f) <Z I 'UA> = Z px - (Aoidy —f)(vy).

AEA AeA\{ o}

Nach Lemma6.2.9(i) liegt jeder Vektor (A idy — f)(vy) in Eig, (f), und nach Lemma|6.2.9(ii)
ist er nicht null, sonst wire vy € Eigy(f) NEig,,(f) = {0}, aber v\ # 0 nach Definition von
Eigenvektor. Also ist jedes (Agidy —f)(vy) wieder ein Eigenvektor zu A. Aus der Indukti-
onsvoraussetzung folgt, dass py = 0 fiir alle A € A\ {\o}. Dann ist auch py, - vy, = 0 und
damit py, = 0. O

Korollar 6.2.11. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V und sei
A C K eine Teilmenge. Dann ist die kanonische Abbildung

@Eigx(f) - Z Eig,(f)
AEA A€A
ein Isomorphismus.
Beweis. Dies folgt aus Propositionen [6.2.10] und [6.1.7] O

Definition 6.2.12 (geometrische Vielfachheit). Sei f: V' — V ein Endomorphismus ei-
nes K-Vektorraums V und sei A € K. Die Dimension von Eig, (f) heifit die geometrische
Vielfachheit von X\ bzgl. f und wird mit uff’om()\) bezeichnet.

Beispiel 6.2.13. Sei A = diag(dy,...,d,) eine n x n-Diagonalmatrix iber K. Aus Bei-
spiel [6.2.4(iv) folgt, dass p5 "™ (N) = |[{i € {1,...,n} | d; = A}|.

Proposition 6.2.14 (Charakterisierung von Eigenwerten). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum, f € Endg (V) ein Endomorphismus und A\ € K. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent:

(i) A ist ein Eigenwert von f.
(ii) Fs gilt rg(\ - idy —f) < dimg V.
(iii) Es gilt det(A-idy —f) = 0.

Beweis. Nach Definition ist A genau dann ein Eigenwert von f, wenn die Abbildung Aidy — f
nicht injektiv ist. Aber wenn V' endlich-dimensional ist, sind die Injektivitdt, Surjektivi-
tat und Bijketivitdt von Aidy —f dquivalent (Korollar . Aussage (ii) bedeutet, dass
Aidy —f nicht surjektiv ist (nach Proposition , und Aussage (iii) bedeutet, dass
Aidy —f nicht bijektiv ist (Proposition. Deswegen sind alle Aussagen dquivalent. [
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Nach Proposition[6.2.14 kann man die Eigenwerte von f finden, indem man die Gleichung
det(A -idy —f) = 0 16st. Nach der Leibniz-Formel ist det(A - idy —f) eine Polynomfunktion
von A, und es gibt leider keine allgemeine Methode zur Lésung solcher Gleichungen. Wir
kommen auf diesen Punkt im Abschnitt 6.9] zuriick.

In der Funktionalanalysis spielt die folgende Verallgemeinerung von Eigenwerten eine
wichtige Rolle:

Definition 6.2.15 (Spektrum, Spektralwert). Sei f: V' — V ein Endomorphismus eines
K-Vektorraums V. Das Spektrum o(f) von f ist die Menge aller Skalare A, so dass die
Abbildung A - idy — f nicht bijektiv ist. Elemente von o(f) heilen Spektralwerte von f.

Bemerkung 6.2.16 (Eigenwerte vs. Spektralwerte). Eigenwerte von f sind auch Spektral-
werte von f. Die Umkehrung gilt, wenn V endlich-dimensional ist (nach Korollar [4.1.39)),
aber nicht im Allgemeinen. Zum Beispiel hat der Endomorphismus

f: KN — KN, (zo,21,...) = (0,20, 21,...),

keine Eigenwerte, aber 0 ist ein Spektralwert von f, da f nicht surjektiv ist. Es ist eigentlich

a(f) ={0}.

Korollar 6.2.17 (Méichtigkeit des Spektrums mit geometrischer Vielfachheit gerechnet).
Sei f: V. — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V der endlichen Dimension n.

Dann gelten |o(f)] < n und 3o\ 15 (A) < .
Beweis. Dies folgt aus dem Korollar|6.2.11} da 37\ c sy 15 (A) = dimg (@/\eo(f) Eig, (f))
und g3 (A) > 1 fiir alle A € o(f). O

Mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren kénnen wir die geometrischen Vielfachheiten
bzgl. einer Matrix sowie Basen der zugehorigen Eigenrdume leicht bestimmen:

Rezept 6.2.18 (Berechnung der geometrischen Vielfachheit). Gegeben seien eine Matrix
A € M,(K) und ein Skalar A € K. Gesucht ist p%°"(\). Man berechnet den Rang von
A, — A mit dem Rezept Nach der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen ist
dann p&°"(N) = n —rg(AL, — A).

Rezept 6.2.19 (Berechnung des Eigenraums). Gegeben seien eine Matrix A € M, (K) und
ein Skalar A € K. Gesucht ist eine Basis von Eig,(A). Dazu verwendet man das Rezept
[.2.15 mit der Matrix AI,, — A.

6.2.1 Diagonalisierbarkeit

Definition 6.2.20 (diagonalisierbarer Endomorphismus). Sei V' ein K-Vektorraum. Ein
Endomorphismus f € Endg (V') heifit diagonalisierbar, wenn eine Basis von V' bestehend
aus Eigenvektoren von f existiert.

FEine quadratische Matrix A heifit diagonalisierbar, wenn L 4 diagonalisierbar ist.

Beispiel 6.2.21.

(i) Sei V ein K-Vektorraum und sei t: V@&V —» VoV, (v,w) — (w,v) (siche Bei-
spiel[6.2.4)). Ist (v;);es eine Basis von V und ist char(K) # 2, so bilden die Eigenvekto-
ren (v;,v;) und (v;, —v;) von t eine Basis von V &V, und damit ist ¢ diagonalisierbar.
Aber wenn char(K) = 2 und V # {0}, dann erzeugen die Eigenvektoren von ¢ den
Untervektorraum {(v,v)|v € V} von V &V, und damit ist ¢ nicht diagonalisierbar.

(ii) Sein € Nund sei D eine nxn-Diagonalmatrix tiber K. Dann besteht der Standardbasis
von K" aus Eigenvektoren von D, und insbesondere ist D diagonalisierbar.
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Beispiel 6.2.22. Der Endomorphismus D von C*° (R, R) ist nicht diagonalisierbar, da nicht
alle Funktionen aus C*°(R,R) Linearkombinationen der Funktionen = — exp(Az) sind (sie-
he Beispiel . Denn eine solche Linearkombination (aufler der Nullfunktion) muss un-
beschrénkt sein, aber es existiert beschrankte beliebig oft differenzierbare Funktionen (z.B.
konstante Funktionen).

Proposition 6.2.23. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist diagonalisierbar.
(ii) Jeder Vektor v € V ist eine Linearkombination von FEigenvektoren von f.
(iii) Die kanonische lineare Abbildung @, Eigy(f) — V ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist klar, und die Implikation (ii) = (iii) folgt aus Ko-
rollar Ist die Abbildung @, x Eigy(f) — V ein Isomorphismus, so erhélt man eine
Basis von V bestehend aus Eigenvektoren, indem man Basen aller Eigenrdume Eig,(f)
zusammensetzt. O

Satz 6.2.24 (Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K -Vektorraum und sei f € Endg (V). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist diagonalisierbar.

(ii) Es existiert eine Basis B von V, so dass [f]B eine Diagonalmatriz ist.

(iii) Es gilt

> () = dimg V.
rea(f)

Beweis. Zu (i) < (ii). Sei B eine Basis von V. Dann ist [f]5 genau dann eine Diagonalmatrix,
wenn B aus Eigenvektoren von f besteht.

Zu (i) < (iii). Nach Korollar 6.2.11)ist 30\, sy 15 (A) genau dann gleich dimg V,
wenn die kanonische Abbildung P reo(r) Eig A\ (f) = V ein Isomorphismus ist. Nach Propo-
sition [6.2.23] ist das Letztere zur Diagonalisierbarkeit von f dquivalent. O

Korollar 6.2.25. SeiV ein K -Vektorraum der endlichen Dimensionn und sei f € Endg (V).
Hat f n paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist f diagonalisierbar.

Beweis. Nach Definition ist die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts mindestens 1.
Wenn f n paarweise verschiedene Eigenwerte besitzt, dann ist Y5y c s #f () > n. An-
_6.2.24 (

dererseits ist 30\, HF(A) < n nach Korollar [6.2.17} Nach Satz iii) = (i) ist
also f diagonalisierbar.

Korollar 6.2.26 (Diagonalisierbarkeit von Matrizen). Seien n € N und A € M, (K). Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) A ist diagonalisierbar.
(ii) A ist ahnlich zu einer Diagonalmatriz.

Beweis. Dies folgt aus Satz [6.2.24] (i) < (ii) und Proposition [6.1.19 O

Rezept 6.2.27 (Test auf Diagonalisierbarkeit). Gegeben seien eine Matrix A € M, (K) und
ihre Eigenwerte A1, ..., Ax. Zu bestimmen ist, ob A diagonalisierbar ist. Wenn k = n ist, ist A
diagonalisierbar nach Korollar [6.2.25] Sonst berechnet man die geometrischen Vielfachheiten
£8°™ (A;) mit Rezept[6.2.18 Nach Satz[6.2.24]ist die Matrix A genau dann diagonalisierbar,

wenn S8, p5" (\) = n.
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Rezept 6.2.28 (Diagonalisierung einer Matrix). Gegeben seien eine Matrix A € M, (K)
und ihre Eigenwerte A1, ..., Ag. Gesucht ist eine Matrix S € GL,,(K), wenn sie existiert, so
dass ST1AS eine Diagonalmatrix ist. Mit Rezept findet man Basen der Eigenrdume
Eigy,(A), und dadurch wird auch bestimmt, ob A diagonalisierbar ist (siche Rezept .
Wenn ja, erhéilt man eine Basis B = (v1,...,v,) von K" indem man die gefundenen Basen
der Eigenrdume zusammensetzt. Sei S die Matrix mit Spalten vy,...,v,, d.h., die Basis-
wechselmatrix T8 von B nach der Standardbasis E. Nach der Basiswechselformel (Propo-
sition hat dann die Matrix S die gewiinschte Eigenschaft. Man kann auflerdem die
inverse Matrix S~! mit Rezept berechnen.

Beispiel 6.2.29. Wir konnen jetzt das Beispiel |4.2.44] erkléren. Sei

3 -1
Um die Eigenwerte von A zu finden, miissen wir die Gleichung det(Al; — A) = 0 16sen:
det AN —A)=(A—3)A+2=2 -3 +2=A—-1)(\—2),

und daher sind 1 und 2 die Eigenwerte von A. Insbesondere ist A diagonalisierbar. Mit
Rezept [6.2.19] berechnen wir die zugehédrigen Eigenrdume:

(=2 1\ An(-1n_ (-2 1 . _ 1
eas (22 (20w (),

_ (-1 T\ Anu(=2) (-1 1 . _ 1
R N G R )

Also ist B = ((1),(})) eine Basis von R? bestehend aus Eigenvektoren von A, und damit

ist
1 (20 . (11
STAS = <0 1) , wobei S = (1 2) .

Wir berechnen noch die inverse Matrix S~! mit Rezept [5.2.18

(1 1|1 0\ 4u-n (1 1] 1 0\ At (1 0] 2 =1\ _ - o
(S|12)_(1 210 1) 5(0 1] -1 1) ><0 1] -1 1)‘“25 )

Beispiel 6.2.30. Sei

-5 2 -4
A=[-2 0o -—2|eMQ).
4 -2 3

Wir versuchen A mit Rezept [6.2.28] zu diagonalisieren. Es ist

A+5 =2 4
det(A3 — A) = det 2 A 2
—4 2 A-3

BN 5) AN —3) —4) —2(=2(A — 3) — 8) — 4(—4 — 4))
=X 42X A=A+ 1)2%
Die Eigenwerte von A sind also 0 und —1. Als Néchstes berechnen wir die Eigenrdume:
o Figenraum zu —1.
4 -2 4 A3z2(2) 2 -1

9
L-A=[2 -1 2|2 210 0 o
4 2 4 0 0 0



Der Rang von —I, — A ist also gleich 1, so dass p%°"(—1) = 3—1 = 2. Daraus kénnen
wir bereits schlielen, dass A diagonalisierbar ist. Die Vektoren

1 -1
vy = |2 und vo=1] 0
0 1

bilden eine Basis von Eig_;(4) = L(—I5 — A,0).

o Figenraum zu 0.

0s—A=|2 o 2|25 —2 4
4 2 -3 4 2 -3
Ajl(_f) 1 0 1 A 1 1
LGOI B M () IO (S S |
0 2 1 o 0 0

[\

Daraus erhalten wir S™1AS = diag(—1, —1,0), wobei

1 -1 2
S:(’Ul (%) ’Ug) 2 0 1
0 1 -2
SchlieBlich berechnen wir die inverse Matrix S—1:
1—12100A(_2)1—12100
(S =(2 o 1]01 020 2 -3|-210
0 1 —-2]/0 0 1 0 1 —-2/0 01
As(-2) (1 -1 2|1 0 A=@ /1 -1 0|5 -2 4
Y o 1 2|0 1] 22200 1 0|4 2 -3
0 0 1 ]-2 1 =2 0 0 1]-2 1 =2
) 1001 0 1
25010 1 0 -4 2 =3 =(I387h.
00 1]-2 1 -2

Beispiel 6.2.31. Seien A\, € K. Falls a # 0 ist die Dreiecksmatrix

A«
=0 5)
nicht diagonalisierbar. Denn A hat den einzigen Eigenwert A, und seine geometrische Viel-
fachheit ist nur 1:
0 —«a . _ 1
moas(§ ) = mawn ().

Bemerkung 6.2.32 (Potenzen einer diagonalisierbaren Matrix). Sei A € M,,(K) eine qua-
dratische Matrix. Ist A diagonalisierbar, so kénnen wir die Potenzen A* von A wie folgt
berechnen. Sei S € GL,,(K), so dass STt AS = diag(\1, ..., \,). Dann ist

AF = (Sdiag(A1,. .., \)S™ Y)Y = Sdiag(A1,..., \)¥S™ = Sdiag(\F, ..., AF)S—L,
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Beispiel 6.2.33 (Fibonacci-Zahlen). Sei (Fj,)nen die Folge der Fibonacci-Zahlen. Im Bei-
spiel [£:2.19 haben wir die folgende Formel erreicht:

Fy n (1 . 11
(F:1> =A .(O>’ wobei A= (1 O> € My (R).

Es ist det(Aly — A) = A(A—1) —1 = A2 — XA — 1, und damit hat A die zwei Eigenwerte

1++5
5
Insbesondere ist A diagonalisierbar. Durch die Methode aus Bemerkung [6.2.32] erhalten wir

die explizite Formel
1 (143" [1-VB\"
F,=— — .
V5 2 2

Proposition 6.2.34 (Ahnlichkeit von Diagonalmatrizen). Sei n € N und seien D =
diag(dy,...,d,) und D' = diag(d},...,d}) zwei Diagonalmatrizen tiber K. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) D und D' sind dhnlich.
ii) Fs gibt eine Permutation o € Sy, so dass d. = dg(; fir allei € {1,...,n}.
i (4)

Beweis. Fiir die Elementarmatrix V;; gilt VZ-;lDVij = diag(dT(l), ooy dr(pny), wobei 7 die
Transposition (i j) ist. Da jede Permutation ¢ eine Komposition von Transpositionen ist
(Lemma [5.3.4), folgt daraus die Implikation (ii) = (i). Sind umgekehrt D und D’ &hnlich,
so haben D und D’ die gleichen Eigenwerte mit den gleichen geometrischen Vielfachheiten
(siehe Bemerkung . Aber die Diagonalkoeffizienten einer Diagonalmatrix sind genau
ihre Eigenwerte, und ein Eigenwert kommt so oft vor wie seine geometrische Vielfachheit
(siehe Beispiel [6.2.13)). Deshalb gilt die Implikation (i) = (ii). O

Bemerkung 6.2.35 (Klassifikation von diagonalisierbaren Endomorphismen bis auf Iso-
morphie). Sei Diagénd,, die Menge aller Isomorphieklassen von Paaren (V, f), wobei V ein
n-dimensionaler K-Vektorraum ist und f ein diagonalisierbarer Endomorphismus von V ist.
Sei ~ die folgende Aquivalenzrelation auf K": 2 ~ y genau dann, wenn eine Permutation
o € 5, existiert, so dass y; = z4(;) fiir alle i € {1,...,n}. Nach Proposition gibt es
dann eine bijektive Abbildung

K"/~ — Diagénd,,
[(dlv BERE) dn)] = [(Knv Ldiag(dl,“.,dn))]'

Die Umkehrabbildung schickt einen diagonalisierbaren Endomorphimus f € Endg (V) auf
das n-Tupel seiner Eigenwerte mit geometrischer Vielfachheit gezéhlt.

Proposition 6.2.36 (Determinante und Spur diagonalisierbarer Endomorphismen). Sei
V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und sei f € Endg (V) ein diagonalisierbarer
Endomorphismus. Dann gilt:

(i) det(f) = erg(f) ARFT),
(i) () = Senes) () - .
B

Beweis. Sei B eine Basis von V, so dass [f]5 eine Diagonalmatrix ist. Dann ist det(f)
bzw. tr(f) das Produkt bzw. die Summe der Diagonalkoeffizienten von [f]5, die genau die
Eigenwerte von f sind, mit geometrischer Vielfachheit gezéhlt. O
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6.3 Das charakteristische Polynom

6.3.1 Polynome

Zur Erinnerung ist K™ der K-Vektorraum aller Folgen (an)nen in K, die null auBlerhalb
einer endlichen Teilmenge von N ist. Die Folgen (8, )neny mit ¢ € N bilden eine Basis von
KM (siehe Beispiel

Sei T ein Symbol, das wir als Variable oder Unbestimmte benennen. Dann bezeichnen
wir mit K[T] der K-Vektorraum K™ in dem wir die Folge (Jin)nen als T* schreiben.
Also ist (T%);en eine Basis des K-Vektorraums K[T), so dass jedes Element p € K[T] als
Linearkombination

p= Z a; T

ieN
geschrieben werden kann, wobei a; € K und nur endlich viele der a; nicht null sind. Aufler-
dem schreiben wir T anstelle von 7' und identifizieren wir die von T° aufgespannte Gerade
in K[T] mit K durch die injektive lineare Abbildung

K < K[T], aws aT®.

Definition 6.3.1 (Polynom, Monom, Glied, Absolutglied). Mit der obigen Schreibweise
bezeichnen wir Elemente von K[T] als Polynome iber K (oder mit Koeffizienten in K) in
der Variablen T'. Ist p = >, a;T? ein Polynom, so heifien die Skalare a; die Koeffizienten
von p. Der Nullvektor 0 € K[T] heifit das Nullpolynom.

Ein Polynom mit hdchstens einem Nicht-Null-Koeffizient heifit Monom. Die Monome a;T"
heiBen die Glieder des Polynoms ),y a;T%, und der Koeffizient ay heifit das Absolutglied.

Definition 6.3.2 (Multiplikation von Polynomen). Seienp = >, a;T" und ¢ = >, . biT"
zwei Polynome iiber K. Man definiert das Produkt p - ¢ durch

p-q= Z ZaibjTH_j = Z Z aibj Tk.

iEN jEN keEN \i+j=k

€N

Man beachte dabei, dass diese Summen nur endlich viele Summanden enthalten, die nicht
null sind, so dass p - ¢ ein wohldefiniertes Polynom ist.

Beispiel 6.3.3.
(i) Sind \,u € K, so gilt (T + \) - (T + u) = T? + (A + p)T + Au. Insbesondere ist
(T+XN)-(T—-X)=T?- )2
(ii) Fiir jedes n € N\ {0} gilt 7" —1 = (T —1)- (T" ' +...+ T + 1) (die rechte Seite ist
eine ,, Teleskopsumme*).

Proposition 6.3.4. Die Multiplikation auf K[T) ist assoziativ und kommutativ, sie hat das
neutrale Element 1 = TC und sie ist distributiv iber die Addition.

Beweis. Seien p = Y. yaT", ¢ = Y,y 0T und r = Y. ¢;T" Polynome iiber K. Die
Assoziativitat folgt daraus, dass beide p- (¢ r) und (p - q) - r gleich

S3 Y aber
ieN jEN keN

sind. Die Kommutativitdt und die Neutralitidt von 7° sind klar. Zur Distributivitéit berech-
nen wir:

p-(g+r) =Y aibj+c;)T

i€EN jeN
= Z Z aibjTHj + Z Z (liCjTH_j
i€N jEN 1€N jeN
=p-q+p-r 0
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Bemerkung 6.3.5. Insbesondere ist (K[T],+,-) ein kommutativer Ring (siche Bemer-
kung [2.3.5)), den wir als Polynomring iiber K bezeichnen. Auflerdem ist die Multiplikation
auf K[T] mit der Skalarmultiplikation kompatibel: Sind p, ¢ € K[T] und ist A € K, so gilt

Ap)g=X-p-q=p-(A-q).

Ein kommutativer Ring mit einer kompatiblen Struktur von K-Vektorraum in diesem Sinne
heifit eine kommutative K -Algebra.

Definition 6.3.6 (Grad, Leitkoeffizient, monisches Polynom). Der Grad eines Polynoms
p=">senail" iiber K ist

deg(p) :=sup{i € N|a; # 0} € {—o0} UN,

wobei sup @ = —oo. Das Nullpolynom ist also das einzige Polynom vom Grad —oo, und ein
Polynom p € K[T] vom Grad d > 0 kann wie folgt geschrieben werden, mit ag # 0:

p= ade + ad,le_l + -4+ a1 T + agp.

Der Koeflizient aq € K \ {0} heifit der Leitkoeffizient von p. Ein Polynom p € K[T] heifit
monisch, wenn deg(p) > 0 und der Leitkoeffizient von p gleich 1 ist.

Proposition 6.3.7 (Eigenschaften des Grades). Seien p,q € K[T] Polynome und X € K.
(i) deg(p) = —oc0 <= p=0.

)
(ii) Es gilt deg(p - q) = deg(p) + deg(q).
(iii) Es gilt deg(p + q) < max{deg(p),deg(q)}. Die Gleichheit gilt, wenn deg(p) # deg(q).
(iv) FEs gilt deg(X - p) < deg(p). Die Gleichheit gilt, wenn \ € K*.
Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen. O

Definition 6.3.8 (Einsetzung, Polynomfunktion). Sei p = Y, ya;T" € K[T] und X € K.
Die Einsetzung von X in p ist p(A) := >,y a;\' € K. Die Abbildung

K — K,
A= p(N),

heifit die dem Polynom p zugehorige Polynomfunktion auf K. Man bezeichnet mit Poly (K, K)
die Menge aller Polynomfunktionen auf K, d.h., das Bild der Abbildung K[T] — Abb(K, K),
die p auf A — p(\) abbildet. Man kann leicht nachpriifen, dass die letztere Abbildung linear
ist, so dass Poly(K, K) ein Untervektorraum von Abb(K, K) ist.

Beispiel 6.3.9. Die Polynomfunktionen vom Grad < n auf R bilden den Kern der (n+1)-ten
Differentiationsabbildung D"*1: C>*(R,R) — C*(R,R).

Bemerkung 6.3.10 (Polynome vs. Polynomfunktionen). Man sollte Polynome {iber K
nicht mit Polynomfunktionen auf K verwechseln: Ist K ein endlicher Korper, so gibt es nur
endlich viele Polynomfunktionen K — K, aber trotzdem unendlich viele Polynome tiiber K.
Insbesondere gibt es in diesem Fall viele verschiedene Polynome iiber K, die dieselbe Poly-
nomfunktion induzieren. Zum Beispiel induzieren alle Polynome T2*! iiber F3 die Identitét
auf Fg.

Definition 6.3.11 (Teilbarkeit). Seien f,g € K[T]. Man sagt, dass g teilt f oder dass f
durch g teilbar ist, und man schreibt g|f, wenn ein Polynom ¢ € KI[T] existiert, so dass

f=aqg.
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Satz 6.3.12 (Polynomdivision mit Rest). Seien f,g € KI[T] zwei Polynome mit g # 0.
Dann ezistieren eindeutige Polynome q,r € K[T| mit f = qg + r und deg(r) < deg(g).

Beweis. Zur Eindeutigkeit. Seien f = g1g + r1 und f = gog + ro mit deg(r1) < deg(g) und
deg(r2) < deg(g). Dann gilt:

O=f—f=(q1—q2)g+ (r1 —r2)

und damit (¢1 —g2)g = ro—r1. Nach Propositionmgelten deg((q1—q2)g) = deg(q1 —q2)+
deg(g) und deg(re — r1) < max{deg(ry),deg(r2)} < deg(g). Folglich ist deg(q1 — ¢2) < 0,
d.h., ¢t = q2. Dann ist auch ry = f — 19 = f — qog = 72.

Zur Ezistenz. Seien n = deg(f) und m = deg(g) > 0. Wir beweisen die Existenz von ¢
und 7 durch vollstdndige Induktion iiber n. Falls n < m kann man ¢ = 0 und r = f nehmen.
Falls n > m schreibt man f = aT™ + f und g = bT™ + g mit a,b € K \ {0}, deg(f) < n und
deg(g) < m. Man setzt ¢ = b~ 1aT™ ™ und f; = f — q19g, so dass f = q1g + f1. Dann ist

deg(f1) = deg(f — b 'aT" ™g) < max{deg(f),deg(g) +n —m} < n.

Nach der Induktionsvoraussetzung existieren ¢’,r € K[T] mit f; = ¢’g + r und deg(r) <
deg(g), und damit ist
f=(@a+d)g+r

wie gewlinscht. O

Beispiel 6.3.13. Der Beweis der Existenz von ¢ und r im Satz[6.3.12]ist vollig konstruktiv
und liefert einen Algorithmus, der ganz dhnlich wie die gewohnliche schriftliche Division mit
Rest von ganzen Zahlen ist. Als Beispiel sei f = T3 4+ T + 1 und g = T — 2. Dann erhalten
wir g =T% 42T 4+ 5 und r = 11:

(T3 +T +1):(T—2) =T?+2T +5 mit Rest 11.
T3 + 2712
2% +T +1
—272 +4T
57 +1
—5T + 10
11

Insbesondere ist 7% + T + 1 genau dann durch T — 2 teilbar, wenn char(K) = 11.

Definition 6.3.14 (Nullstelle). Sei p € K[T] ein Polynom. Eine Nullstelle von p ist ein
Skalar a € K, so dass p(a) = 0.

Proposition 6.3.15. Seip € K[T] und a € K. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) a ist eine Nullstelle von p.
(ii) p st durch T — a teilbar.

Beweis. Ist p = (T — a)q, so ist p(a) = (a — a)q(a) = 0. Sei umgekehrt a eine Nullstelle
von p. Nach Satz gibt es Polynome ¢,r € K[T] mit p = (T — a)q + r und deg(r) <
deg(T —a) = 1, d.h,, r € K. Dann gilt 0 = p(a) = (a — a)q(a) +r = r, und damit ist
p=(T - a)g. O

Beispiel 6.3.16. Sei p € N eine Primzahl. Nach dem kleinen Fermatschen Satz, der in
der Algebra Vorlesung bewiesen wird, gilt n? = n mod p fiir jede ganze Zahl n. Anders
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gesagt ist jedes a € ), eine Nullstelle des Polynoms 7T? — T'. Durch p Anwendungen der
Proposition [6.3.15] erhalten wir die Gleichung

7 -T = [[(T-a)

a€l,
in Fp[T7].

Korollar 6.3.17. Sei p € K[T] ein Polynom vom Grad d > 0. Dann hat p hochstens d
verschiedene Nullstellen.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber d. Ein Polynom vom Grad 0 hat keine Nullstellen.
Falls d > 1 und A eine Nullstelle von p ist, dann existiert ¢ € K[T] mit p = (T — N)g
nach Proposition Nach der Nullteilerfreiheit von K miissen alle anderen Nullstellen
von p auch Nullstellen von g sein. Nach der Induktionsvoraussetzung hat ¢ héchstens d — 1
Nullstellen, und damit hat p héchstens d Nullstellen. O

Korollar 6.3.18. Ist K unendlich, so ist die lineare Abbildung K[T| — Poly(K,K) aus
Definition [6.3.8 ein Isomorphismus.

Beweis. Sei p ein Polynom im Kern dieser Abbildung. Dann ist jedes a € K eine Nullstelle
von p. Da K unendlich ist, folgt aus Korollar(6.3.17} dass deg(p) = —oo, d.h.,dassp=0. O

Definition 6.3.19 (Vielfachheit). Sei p € K[T] und a € K. Die Vielfachheit von a in p ist
va(p) :=sup{n € N| (T — a)" teilt p} € NU {+oco}.

Bemerkung 6.3.20. Nach Proposition [6.3.15] ist a ist genau dann eine Nullstelle von p,
wenn v, (p) > 1. Fir das Nullpolynom 0 gilt v,(0) = +oco.
Sind p, ¢ € K[T], so gilt

va(Pg) = va(p) + va(q)-
Die Ungleichung v, (p)+v4(q) < va(pq) ist klar. Angenommen, es wire v, (p)+v,(q) < v4(pq).
Dann gibt es Polynome r,p,q € K[T), so dass pqg = (T — a)v*P)+va(@y ¢ = (T — a)v=P)p
und ¢ = (T — a)?+(@ g mit r(a) = 0, p(a) # 0 und G(a) # 0. Aus der Eindeutigkeitsaussage
im Satz folgt r = pq. Insbesondere ist r(a) = p(a)g(a) # 0, was ein Widerspruch ist.

Definition 6.3.21 (Zerfall in Linearfaktoren). Man sagt, dass ein Polynom p € K[T] in
seine Linearfaktoren zerfdllt, wenn p ein Produkt von Polynomen vom Grad <1 ist.

Bemerkung 6.3.22. Sei p € K[T]\ {0}. Nach dem Satz[6.3.12f und der Bemerkung [6.3.20

kann man schreiben
p=gq- H (T — a)v®
acK
mit einem eindeutig bestimmten Polynom ¢, das keine Nullstellen hat. Insbesondere ist

Z va(p) < m,

acK
und die Gleichheit gilt genau dann, wenn p in seine Linearfaktoren zerfallt.

Korollar 6.3.23. Ist K algebraisch abgeschlossen (Definition m, so zerfdallt jedes Poly-
nom p € K[T] in seine Linearfaktoren.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber deg(p). Wenn deg(p) < 1 gibt es nichts zu zeigen.
Falls deg(p) > 2, dann existiert eine Nullstelle ¢ von p nach Definition eines algebraisch
abgeschlossenen Korpers. Nach Korollar ist p = (T — a)q mit deg(q) = deg(p) — 1.
Nach der Induktionsvoraussetzung zerféllt ¢ in seine Linearfaktoren, und somit auch p. U
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Bemerkung 6.3.24. Sei p = aT? + bT + ¢ € K[T] ein Polynom vom Grad 2 (d.h., a # 0).
Falls char(K') # 2 kann man die Nullstellen von p durch die gewthnliche Mitternachtsformel

ausdriicken:
b+ VA
2a
wobei +v/A die Quadratwurzeln von A sind (wenn sie existieren; sonst hat p keine Null-
stellen in K'). Wenn char(K) ¢ {2,3} gibt es auch kompliziertere Wurzelausdriicke fiir die
Nullstellen eines allgemeinen Polynoms vom Grad 3 oder 4. Bei Polynomen des fiinften Gra-
des und hoher existiert aber keine allgemeine Wurzelausdruck fiur die Nullstellen (das wird
in der Vorlesung Algebra genauer formuliert und auch bewiesen).

A = b® — 4ac,

6.3.2 Das charakteristische Polynom

Zu jedem Endomorphismus f: V — V eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V' gibt
es ein kanonisches monisches Polynom x; € K[T| vom Grad dimg V, das charakteristische
Polynom von f, mit folgender Eigenschaft: Die Nullstellen von x s sind genau die Eigenwerte
von f. AuBerdem sind die Koeffizienten von x; eine gemeinsame Verallgemeinerung der
Determinante det(f) und der Spur tr(f).

Wir definieren zunéchst das charakteristische Polynom x 4 einer quadratischen Matrix A,
und danach zeigen wir, dass x; 18 unabhéingig von der Wahl der Basis B ist. Dazu braucht
man Matrizen von Polynomen zu betrachten: Eine m x n-Matrix mit Koeffizienten in K[T
ist einfach eine {1,...,m} x {1,...,n}-indizierte Familie in K[T.

Definition 6.3.25 (Determinante einer Matrix von Polynomen). Sei n € N und sei A eine
n x n-Matrix mit Koeffizienten in K[T]. Die Determinante von A ist das Polynom
det(A) := Z sgn(o) - HAg(i)i € K[T7.
o€Sn i=1

Obwohl (K[T],+,-) kein Korper ist, viele (aber nicht alle) der Resultate tiber die De-
terminante von Matrizen, die wir im Abschnitt [5.3.3] bewiesen haben, bleiben giiltig fiir
Matrizen von Polynomen, mit denselben Beweisen. Zum Beispiel gelten der Laplacesche
Entwicklungssatz und seine Korollare, d.h., man kann die Determinante einer Matrix von
Polynomen durch Spalten- oder Zeilenentwicklung berechnen. Fir A, B € M, (KI[T]) gilt
auch det(A - B) = det(A) - det(B) in K[T], denn man diese Formel direkt aus der Leibniz-
Formel nachrechnen kann.

Definition 6.3.26 (charakteristisches Polynom einer Matrix). Sei A eine n x n-Matrix tiber
K. Das charakteristische Polynom von A ist das Polynom

x4 :=det(T-I, — A) € K[T].

Bemerkung 6.3.27. Das charakteristische Polynom von A wird manchmal als die Deter-
minante von A — T - I, definiert. Nach Proposition [5.3.29(ii) gilt

det(A—T-1I,,) = (—1)"ya.

Fiir viele Zwecke (z.B. um die Nullstellen zu bestimmen) macht das Vorzeichen (—1)" keinen
Unterschied. Der Vorteil unserer Definition ist, dass x4 immer ein monisches Polynom ist

(siehe Proposition [6.3.32(1)).
Beispiel 6.3.28.
(i) Ist A = (ai;);,; eine n x n-Dreiecksmatrix (Definition [4.2.11)), so ist

n

xa = [[(T - a:)

i=1

nach Korollar £.3.34]
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(i) Sei
2 0 -1
A=[(0 1 =2
3 -1 5
Entwicklung nach der zweiten Spalte ergibt:
T-2 0

1
xa = det 0 T-1 2
-3 1 T-5

T-2 1 T-2 1
:(T—l)det(_3 T_5)—det( 0 2)
=(T-1D)(T—-2)(T—-5)+3)—2(T—2)=T>—8T* + 18T — 9.

Proposition 6.3.29. Sein € N und seien A, B € M,(K). Sind A und B dhnlich, so gilt
XA = XB-

Beweis. Sei S € GL,(K) mit B=S"1-A-S. Dann ist
TI,—B=TI,—-S1'AS=S"4TI, — A)S
in M,,(K[T]), und damit xyp = det(S)~! - xa - det(S) = xa. O

Definition 6.3.30 (charakteristisches Polynom eines Endomorphismus). Sei V ein K-
Vektorraum der endlichen Dimension n und sei f € Endg(f) ein Endomorphismus von
V. Das charakteristische Polynom von f ist das Polynom

X7 = X(gs

wobei B eine Basis von V ist. Nach Proposition [6.3.29|ist x; unabhéngig von der Wahl der
Basis B.

Bemerkung 6.3.31. Es ist auch méglich, eine matrixfreie Definition von x ¢ zu geben. Dazu
braucht man aber mehrere Erweiterungen der bisherigen betrachteten Begriffe. Man betrach-
tet namlich die Menge V[T] von Polynomen mit Koeffizienten in V, die ein ,Vektorraum
tiber K[T]* ist. Man kann dann die Menge Det(V[T]) von K[T]-multilinearen Determinan-
tenfunktionen auf V[T definieren, und man kann zeigen, dass End g7y (Det(V[T7])) zu K|[T]
kanonisch isomorph ist (vgl. Lemma [5.3.45)). Die Determinante einer K [T']-linearen Abbil-
dung F': V[T] — V|[T] ist dann das eindeutige Polynom det(F), so dass F*(A) = det(F)-A
fiir alle Determinantenfunktionen A € Det(V[T]). Dann ist x s = det(T"- idy 7] — fv(r]), wo-

bei die Abbildung fyr): V[T] = V[T] ein Polynom Y, v;T" auf Y. f(v;)T* abbildet.

Proposition 6.3.32 (Koeffizienten und Nullstellen des charakteristischen Polynoms). Sei
V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n und sei f € Endg (V).

(i) xs ist ein monisches Polynom vom Grad n.
(ii) Der Koeffizient von T™~' in x ist —tr(f).
i)

v)

(i) Das Absolutglied von xy ist (—1)™ det(f).
(i

Beweis. Es genugt die entsprechenden Aussagen tber das charakteristische Polynom einer
n x n-Matrix A zu beweisen. Nach Definition ist

Die Nullstellen von x ¢ sind genau die Eigenwerte von f.

n
XA = ZXA’ wobei  x% :=sgn(o HTI — A)o(iyi-
oES i=1
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Wenn x% # 0 ist der Grad von x% gleich der Anzahl der Fixpunkte von o, d.h., der Indizes
i mit o(i) = 4. Also ist deg(x%) < n fiir alle 0 € Sy, und es kann nur > n — 1 sein, wenn
o = id. In diesem Fall ist

n

X4 :H(T_Aii) =T" - (Zn:Au> "4
i=1

i=1

und damit ist y 4 monisch und ist der Koeffizient von 7"~ gleich — tr(A). Das Absolutglied
erhélt man, indem man 0 fiir 7" in y 4 einsetzt:

1a0) = Y sen(o) - T[(~Alugos = det(—A4) = (~1)" det(4).
o€Sn =1

Allgemeiner ist x4(A) = det(AI,, — A). Nach Proposition [6.2.14]ist deshalb ein Skalar genau
dann eine Nullstelle von x 4, wenn er ein Eigenwert von A ist. O

Beispiel 6.3.33. Fiir einen Endomorphismus f eines 2-dimensionalen K-Vektorraums gilt
xf=T%—tr(f)T + det(f).

Definition 6.3.34 (algebraische Vielfachheit). Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektor-
raum, sei f € Endg (V) und sei A € K. Die algebraische Vielfachheit von X bzgl. f ist die
Vielfachheit von A in x ¢ im Sinne der Definition |6.3.19} Sie wird mit u?g(}\) € N bezeichnet.

Proposition 6.3.35 (Zerlegung des charakteristischen Polynoms). Sei V' ein endlich-di-
mensionaler K -Vektorraum und f € Endg (V) ein Endomorphismus.

(i) Sei U C V ein f-invarianter Untervektorraum und seien fy € Endg(U) und f €
Endg (V/U) die von f induzierten Endomorphismen. Dann gilt:

Xf = Xfu * XF-

(ii) Seien U, W C V komplementdire f-invariante Untervektorriume und seien fy € Endg (U)
und fy € Endg (W) die von f induzierten Endomorphismen. Dann gilt:

Xf = Xfv " Xfw-

Beweis. Man wéhlt eine Basis C' = (vy, ..., vp) von U und eine Familie D = (Umt1y---5Un),
so dass B = (vy,...,v,) eine Basis von V ist. Dann ist D = (vyp41 + U, ..., v, + U) eine
Basis von V/U, und die Darstellungsmatrix von f bzgl. B hat die Form

= (5 )

D

Aus Korollar [5.3.30| folgt, dass xy = X, - X 7. Falls W ein f-invariantes direktes Komplement
von U ist, kann man fiir D eine Basis von W wahlen. Dann ist

g = ("5 )

und damit xr = Xr, - Xfw - O

Korollar 6.3.36 (geometrische vs. algebraische Vielfachheit). Sei f: V — V ein Endomor-
phismus eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V.

(i) Fir alle \ € K gilt (5™ (A) < 33 (0).

(ii) Ist f diagonalisierbar, so gilt ,u?lg()\) = u"(N) fiir alle X € K.
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Beweis. Zu (i). Der Eigenraum Eig, (f) C V ist f-invariant nach Lemma i). Sei g €
Endg (Eig), (f)) die Einschréankung von f. Nach Proposition [6.3.35(1) ist x y durch x, teilbar.

geom(

Aber g = X -idgig, () und damit ist x, = (7' — )"/
A in xy mindestens p$™™ ().
Zu (ii). Sei f diagonalisierbar. Nach (i) gilt:

A, Deswegen ist die Vielfachheit von

dimg V = Z pEm () < Z ,uj‘,lg()\) < deg(xy) = dimg V.
Xea(f) Ao (f)

Dabei haben wir auch Satz [6.2.24] Bemerkung [6.3.22] und Proposition [6.3.32(i) verwendet.
Daraus folgt
eom al
dooHETN = Y O,
Aca(f) Aea(f)
und nach (i) ist dies nur moglich, wenn ujclg()\) = p$7" () fir alle A € K. O

Definition 6.3.37 (Einsetzung von Endomorphismen). Sei f: V' — V ein Endomorphismus
eines K-Vektorraums V. Ist p = Z?:o a;T" ein Polynom iiber K, so definieren wir die
Einsetzung von f in p durch

p(f) = _aif' € Endg (V).
i=0

Man definiert auf dhnliche Weise die Einseztung p(A) € M, (K) einer Matrix A € M, (K)
in p.

Dabei muss man sich daran erinnern, dass fO die Identitit auf V ist. Ist zum Beispiel
p=A—Tmit A € K, so ist p(f) = X-idy —f.

Lemma 6.3.38. Seien p,q € K[T]| Polynome iber K, f: V. — V ein Endomorphismus
eines K-Vektorraums V und A eine quadratische Matriz tiber K.

(i) Esist (p-q)(f) = p(f) o q(f)-
(if) Es ist (p-q)(A) = p(A) - q(A).
(iii) Ist V endlich-dimensional mit einer Basis B, so ist [p(f)]5 = p([f]5).

Beweis. Ist p eine Linearkombination von Polynomen p; und gilt (i) fir jedes p;, so gilt (i)
fiir p. Deswegen konnen wir annehmen, dass p = T mit einem d € N. Ist ¢ = > ;- b;T", so
gilt

(T g)(f) = S buf i = flo (Z bu”‘) = 4o q(f),
=0 =0
folgt aus (i) und (iii) (und kann auch leicht direkt iiberpriift werden). O

Satz 6.3.39 (Satz von Cayley—Hamilton). Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum
und f € Endg (V) ein Endomorphismus. Dann gilt x7(f) =0 in Endg (V).

Beweis. Sei B eine Basis von V und sei A = [f]5. Nach Lemma [6.3.38(iii) ist dann
Ixf(f)]B = xa(A). Es geniigt also zu zeigen, dass xa(A4) = 0 fiir jede n x n-Matrix A.
Nach dem Korollar [5.3.39| existiert eine Matrix B € M, (K[T]) mit

(TIn - A) "B = XAI’YH
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namlich B = adj(TI,, — A). Nach Definition der adjunkten Matrix sind die Koeffizienten von
B Polynome vom Grad < n— 1. Man kann also schreiben B = 27 ' T*B; mit B; € M, (K).
Man setzt auch B,, = 0 und B_; = 0. Dann erhalten wir

n—1 n
Xaln=> (T""'B; = T'AB;) = Y T'(Bi_y — AB).
=0 1=0

Ist xa = Y1 eI, so folgt
cil, = Bi_1 — AB; und daher ¢;A'=A'B; ;- A"™"'B;

fiir alle 7 € {0,...,n}. Nimmt man die Summe iiber ¢, so erhélt man

n

XA(A) = ZCZAl = Z(AiBi—l - AH_le)
i=0 i=0

Die rechte Seite ist jetzt eine Teleskopsumme, die gleich null ist, wie gewiinscht. O

Bemerkung 6.3.40. Es mag scheinen, dass der Satz von Cayley—Hamilton trivial sein soll,
da
xa(A) £ det(Al, — A) = det(0) = 0.

Das Problem mit diesem ,Beweis“ ist, dass x4 (A) eine n x n-Matrix ist wihrend det(AI, —
A) ein Skalar ist. Es macht also gar keinen Sinn, sie gleichzusetzen. Nach dem Satz von
Cayley—Hamilton gilt eigentlich

xa(A) =det(Al, — A) - 1,

da beide Seiten die Nullmatrix sind, aber diese Gleichung folgt nicht aus allgemeinen Griin-
den: Ist p = Z?:o T'C; € M, (K|[T)), so ist im Allgemeinen det(p)(A) # det(p(A)) - I,.

6.4 Hauptvektoren

Hauptvektoren sind eine Verallgemeinerung von Eigenvektoren, die relevant bei nicht-diago-
nalisierbaren Endomorphismen sind. Das einfachste Beispiel einer nicht-diagonalisierbaren
Matrix ist die Scherungsmatrix

11

(siehe Beispiel. Die Matrix A hat den einzigen Eigenwert 1 (da x4 = (T —1)2), aber
der zugehérige Eigenraum ist die Gerade K - e;. Man kann aber bemerken, dass fiir den
Vektor ey gilt (Ip — A)ea = —eq, und daher (I — A)?%ep = 0.

In diesem Beispiel gibt es einen Eigenwert A von einem f € Endg (V) und einen Vektor
v € V, der nicht im Kern von A -idy — f liegt, aber der im Kern einer Potenz von A -idy — f
liegt. Es stellt sich heraus, dass ein solcher Vektor v kein Eigenvektor zu einem anderen p # A
sein kann (siehe Lemma ii))7 und deswegen ist die Existenz von v eine Obstruktion zur
Diagonalisierbarkeit von f.

Diese Beobachtung fithrt zum Begriff von Hauptvektor zu einem FEigenwert und dem
zusammenhéngenden Begriff der Trigonalisierbarkeit, die wir in diesem Abschnitt untersu-
chen. Als Konsequenz werden wir auch eine geometrische Interpretation der algebraischen

Vielfachheit erhalten (Proposition [6.4.12)).

Lemma 6.4.1. Sei V ein K-Vektorraum und (Up,)nen eine Folge von Untervektorriumen
von V', so dass U, C Up41 fiir alle n € N. Dann ist die Vereinigung | U, ein Untervek-
torraum von V.

neN
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Beweis. Wir verwenden das Kriterium Es ist klar, dass |, Un nicht leer ist. Seien
u,u’ € J,eny Un und X € K. Nach Definition der Vereinigung existieren n,n’ € N, so dass
u € U, und v’ € U,. Dann liegen A - v in Uy, und v + v in Upax(n,n}- O

Definition 6.4.2 (Hauptraum, Hauptvektor, Stufe). Sei f: V' — V ein Endomorphismus
eines K-Vektorraums V' und sei A € K.

o Der Hauptraum (oder verallgemeinerte Eigenraum) zu A von f ist der Untervektorraum
Hauy(f) := {v € V| es existiert n € N mit (A -idy —f)"(v) = 0}
= [J ker((A-idy —f)") C V

neN

(siehe Lemma [6.4.1]).

o Ein Hauptvektor (oder verallgemeinerter Eigenvektor) zu A von f ist ein Element von
Hau,(f) \ {0}. Die Stufe eines Hauptvektors v zu \ ist das kleinste n € N\ {0} mit

(\-idy —f)"(v) = 0.

Ist n € N und ist A eine n x n-Matrix iiber K, so bezeichnen wir als Hauptrdume und
Hauptvektoren von A die Hauptraume und Hauptvektoren von L4: K™ — K.

Bemerkung 6.4.3. Nach Definition gilt Eig,(f) C Hauy(f), und die Eigenvektoren von
f sind genau die Hauptvektoren von f der Stufe 1. Auflerdem ist ein Skalar A € K genau
dann Eigenwert von f, wenn Hauy(f) # {0}, denn: Ist v ein Hauptvektor zu A der Stufe n,
so ist (\ -idy —f)"!(v) ein Eigenvektor zu \.

Beispiel 6.4.4.
(i) Sei A € K und sei A € M,,(K) eine Dreiecksmatrix der Gestalt
A * A 0
A= . bzw. A= .
0 . A * . A
Fiir die Matrix AI, — A gilt dann (A, — A)™ = 0. Deswegen ist Hauy(A) = K", d.h.,
jeder Vektor v € K™\ {0} ist ein Hauptvektor zu A von A.
(ii) Sei D: C*(R,R) — C*(R,R) die Differentiationsabbildung. Dann ist

Haug(D) = {f € C*(R,R) | es gibt n € N mit D"(f) = 0} = Poly(R,R).

Lemma 6.4.5. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K -Vektorraums V.
(i) Fir alle A € K ist der Hauptraum Hauy(f) C V' f-invariant.
(ii) Ist A # p, so gilt Hauy(f) N Hau,(f) = {0}.

Beweis. Zu (i). Aus Proposition[6.1.12(i) folgt, dass alle Untervektorrdume ker((A-idy — f)™)
f-invariant sind, und daher auch ihre Vereinigung.

Zu (ii). Sei v € Hauy(f) N Hau,(f). Angenommen ist v # 0. Sei n die Stufe von v als
Hauptvektor zu A. Dann ist w = (X -idy —f)"~!(v) ein Eigenvektor zu \. Nach (i) gilt auch
w € Hauy,(f). Sei m die Stufe von w als Hauptvektor zu p. Dann ist u = (u-idy —f)™ 1 (w)
ein Eigenvektor zu p, und nach Lemma (1) ist v auch ein Eigenvektor zu A. Das steht
aber im Widerspruch zum Lemma ii). O
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Proposition 6.4.6 (lineare Unabhéngigkeit von Hauptvektoren). Sei f: V — V ein Endo-
morphismus eines K-Vektorraums V. Sei A C K eine Teilmenge bestehend aus Eigenwerten
von f, und zu jedem X\ € E sei vy € V ein Hauptvektor zum Figenwert \. Dann ist die
Familie (vy)xen linear unabhdingig.

Beweis. Nach Definition der linearen Unabhéngigkeit diirfen wir voraussetzen, dass A end-
lich ist. Dann verwenden wir Induktion tber die Méchtigkeit von A. Wenn A = & ist die
Aussage trivial. Sei also \g € A und sei )\, pa - va = 0 mit py € K. Es existiert n € N,
so dass (Agidy —f)™(vy,) = 0. Dann gilt:

0= (Aoidy —f)" <Z 5N 'W) = Z px - (Ao idy —f)"(va).

AEA AEA\{ Ao}

Nach Lemmal6.4.5(i) liegt jeder Vektor (Agidy —f)™(vx) in Hau, (f), und nach Lemma[6.4.5](ii)
ist er nicht null, sonst wére vy € Hauy(f) N Hauy,(f) = {0}, aber vy # 0 nach Definition
von Hauptvektor. Also ist jedes (Agidy —f)™(vy) wieder ein Hauptvektor zu A. Aus der
Induktionsvoraussetzung folgt, dass py = 0 fiir alle A € A\ {A\o}. Dann ist auch py, -vx, =0
und damit py, = 0. O

Korollar 6.4.7. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V und sei
A C K eine Teilmenge. Dann ist die kanonische Abbildung

@HauA(f) — Z Hauy(f)

AEA AEA
ein Isomorphismus.

Beweis. Dies folgt aus Propositionen [6.4.6] und [6.1.7] O

6.4.1 Trigonalisierbarkeit

Der Begriff der Trigonalisierbarkeit erhalten wir, indem wir Eigenvektoren durch Hauptvek-
toren in der Definition der Diagonalisierbarkeit ersetzt:

Definition 6.4.8 (trigonalisierbarer Endomorphismus). Sei V ein K-Vektorraum. Ein En-
domorphismus f € Endg (V) heifit trigonalisierbar, wenn eine Basis von V bestehend aus
Hauptvektoren von f existiert.

Eine quadratische Matrix A heifit ¢rigonalisierbar, wenn L 4 trigonalisierbar ist.

Beispiel 6.4.9.

(i) Da jeder Eigenvektor ein Hauptvektor ist, ist jeder diagonalisierbare Endomorphismus
auch trigonalisierbar.

(ii) Sei V' # {0} ein K-Vektorraum und sei t: V@V — V&V, (v,w) — (w,v).
Nach Beispiel i) ist der Endomorphismus ¢ genau dann diagonalisierbar, wenn
char(K) # 2. Aber t ist immer trigonalisierbar: Ist char(K) = 2, so sind alle Vektoren
(v,w) # (0,0) Hauptvektoren zum Eigenwert 1 von ¢, denn es gilt (id — ¢)(v,w) =
(v —w,w —v) und daher (id — t)?(v, w) = (2v — 2w, 2w — 2v) = (0, 0).

(iif) Sei A € K und sei A eine n x n-Dreiecksmatrix iiber K mit allen Diagonalkoeffizienten
gleich A\. Nach Beispiel [6.4.4(i) ist dann Hauy(A4) = K™ und insbesondere ist A tri-
gonalisierbar. Wir werden spéter beweisen, dass alle Dreiecksmatrizen trigonalisierbar

sind (Satz[6.4.14]).

Proposition 6.4.10. Sei f: V — V ein Endomorphismus eines K-Vektorraums V. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(i) f ist trigonalisierbar.
(ii) Jeder Vektor v € V ist eine Linearkombination von Hauptvektoren von f.
(iii) Die kanonische lineare Abbildung @Dy Haux(f) — V ist ein Isomorphismus.

Beweis. Die Implikation (i) = (ii) ist klar, und die Implikation (ii) = (iii) folgt aus Ko-
rollar @ Ist die Abbildung @, ., Haux(f) — V ein Isomorphismus, so erhilt man eine
Basis von V bestehend aus Hauptvektoren, indem man Basen aller Hauptrdume Hauy (f)
zusammensetzt. O

Lemma 6.4.11. Seien p € K[T], a € K und n € N. Ist p(a) # 0, so existieren Polynome
u,v € K[T], so dass uw(T — a)™ +vp = 1.

Beweis. Wenn n = 0 leisten die Polynome v = 1 und v = 0 das Gewiinschte. Nach Satz[6.3.12]
existieren ¢ € K[T] und r € K mit p = (T — a)q + r. Aus p(a) # 0 folgt r # 0. Setzt man
u=—r"tqgund v =r~1 so erhilt man u(T —a) +vp = 1. Ist n > 1, so hat die n-te Potenz
von u(T — a) + vp die Form «™(T — a)™ + wp, und sie ist immer noch gleich 1. O

Proposition 6.4.12 (Hauptrdume und algebraische Vielfachheit). Sei V' ein endlich-di-
mensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V') ein Endomorphismus. Fir alle A € K gilt:

(i) dimg Hauy(f) = M?g()\)-
(i) Hauy(f) = ker ((A Cidy _f)#;lgw)'

Beweis. Sei m = 1i%'5(\). Nach Definition der algebraischen Vielfachheit ist y F=(T-N"p
mit einem p € K [T]f, so dass p(\) # 0. Nach Lemma[6.4.11] gibt es zu jedem n € N Polynome
Un, Uy, € K[T], so dass

Un (T = X)" +v,p = 1. (6.4.13)

Seien U,, = ker((f — Aid)"), U = U,, und W = ker p(f). Nach Definition ist Hauy(f) =
Unen Un- Wir behaupten, dass U und W komplementér in V' sind:

o Hau)(f)NW = {0}. Sei z € U, \ {0}. Nach und Lemma [6.3.38[1) ist (v, (f)o
p(f))(x) = x, und insbesondere ist p(f)(z) # 0, d.h., x ¢ W.

e U+ W =V.8Seix €V.Nach (6.4.13) und Lemma [6.3.38(i) ist

z = (vm(f) o p(f))(@) + (um(f) o (f = Aidv)™) ().

Der erste Summand liegt in U, da (T — A\)"vmp = vmxy und xs(f) = 0 nach dem
Satz von Cayley—Hamilton. Genauso liegt der zweite Summand in W.

Daraus folgt die zweite Aussage, denn: Jedes x € Hauy(f) kann als ¢ = y + z mit y € U
und z € W geschrieben werden. Da U C Hauy (f) liegt auch z in Hauy(f), so dass z €
Hauy(f) N W = {0}.
Nach Proposition i) sind U und W f-invariant. Mit der Propositionerhalten
wir die Zerlegung
Xf = Xfv Xfw-

Der Endomorphismus fy ist trigonalisierbar mit dem einzigen Eigenwert . Nach der Im-
plikation (i) = (iv) im Sat (deren Beweis unabhéngig von der aktuellen Proposition
ist), gilt x 7, = (T—\)¥™x VU und somit m > dimg U. Auf der anderen Seite ist x 1, (A) # 0,
weil W keinen Eigenvektor zu A enthélt, und deshalb muss x, (f) durch (T'— A)™ teilbar
sein. Daraus folgt m < dimg U, und damit m = dimg U. O

Satz 6.4.14 (Charakterisierung der Trigonalisierbarkeit). Sei V' ein endlich-dimensionaler
K-Vektorraum und sei f € Endg (V). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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(i) f ist trigonalisierbar.

(ii) Es ewistiert eine Basis B von V, so dass [f]B eine obere Dreiecksmatriz ist.

)
)
(iii) Es exzistiert eine Basis B von V, so dass [f]5 eine untere Dreiecksmatriz ist.
)
)

(iv) Das charakteristische Polynom x s zerfdllt in seine Linearfaktoren.

(v) Es gilt

> ER) = dimc V.
Aeo(f)

Beweis. Zu (i) = (ii). Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n = dimg V. Sie ist
trivial, wenn n = 0; sonst existiert nach Bemerkung [6.4.3] ein Eigenvektor v € V' zu einem
Eigenwert . Da f(Kv) C Kv induziert f nach der universellen Eigenschaft des Quotien-
tenvektorraums einen Endomorphismus f von V/Kwv. Im Quotientenvektorraum V/Kwv ist
wieder jeder Vektor eine Linearkombination von Hauptvektoren, d.h., f ist wieder trigonali-
sierbar (Proposition [6.4.10)). Da dimg (V/Kv) = n—1 gibt es nach Induktionsvoraussetzung

eine Basis C' = (a,...,0,) von V/Kwv, so dass die Matrix [f]% eine obere Dreiecksmatrix
ist. Seien v, ...,v, € V Urbilder der Vektoren vs,...,v,. Dann ist B = (v, ve,...,v,) eine

Basis von V, so dass
A
8= (o 17g):

Insbesondere ist [f]5 eine obere Dreiecksmatrix.

Zu (ii) = (iii). Sei B = (by,...,b,) und sei B’ = (by,...,b1). Ist [f]5 eine obere Drei-
ecksmatrix, so ist [f]B, eine untere Dreiecksmatrix.

Zu (iii) = (iv). Dies folgt aus dem Korollar

Zu (iv) = (v). Dies folgt aus der Definition von u‘}lg.

Zu (v) = (i). Nach Korollar und Proposition [6.4.12(i) gilt

dim g Z Hauy(f) | = dimg @ Hau,(f) | = Z u?lg(/\):dimKV,
A€o (f) Xeo(f) Aea(f)

und damit ist V=3, ;) Haux(f). Aus Proposition |6.4.10| folgt nun, dass f trigonalisier-
bar ist. O

Korollar 6.4.15. Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und V' ein endlich-dimen-
sionaler K-Vektorraum. Dann ist jeder Endomorphismus f € Endg (V) trigonalisierbar.

Beweis. Nach Korollar [6.3.23| zerféllt x ¢ in seine Linearfaktoren. Nach Satz[6.4.14] (v) = (i)
ist f trigonalisierbar. O

Korollar 6.4.16 (Trigonalisierbarkeit von Matrizen). Seien n € N und A € M,,(K). Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) A ist trigonalisierbar.
(ii) A ist ahnlich zu einer oberen Dreiecksmatriz.
(iii) A ist d@hnlich zu einer unteren Dreiecksmatriz.

Beweis. Dies folgt aus Satz[6.4.14] (i) < (ii) < (iii) und Proposition |6.1.19 O

Bemerkung 6.4.17. Um eine Klassifikation von trigonalisierbaren Endomorphismen bis
auf Isomorphie zu erhalten, braucht man noch Dreiecksmatrizen bis auf Ahnlichkeit zu
klassifizieren. Das werden wir in der Vorlesung Lineare Algebra II weiter untersuchen.
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Rezept 6.4.18 (Test auf Trigonalisierbarkeit). Gegeben seien eine Matrix A € M, (K) und
ihre Eigenwerte Aq,...,Ak. Zu bestimmen ist, ob A trigonalisierbar ist. Wenn k = n ist,
ist A sogar diagonalisierbar nach Korollar Sonst berechnet man die algebraischen
Vielfachheiten ui‘lg()\i), indem man x4 durch 7" — A; so oft wie moglich dividiert. Nach

Satz [6.4.14]ist die Matrix A genau dann trigonalisierbar, wenn Zkzl ui}g()\i) =n.

K3

Proposition 6.4.19 (Determinante und Spur trigonalisierbarer Endomorphismen). Sei V
ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und f € Endg (V) ein trigonalisierbarer Endo-
morphismus. Dann gilt:

(i) det(f) = Taenp N7
A€a(f) ’

(i) tr(f) = Caeo(p HFEA) - A
B

Beweis. Sei B eine Basis von V, so dass [f]F eine Dreiecksmatrix ist. Dann ist det(f)
bzw. tr(f) das Produkt bzw. die Summe der Diagonalkoeffizienten von [f]5, die genau die
Eigenwerte von f sind, mit algebraischer Vielfachheit gezahlt. O
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Abbildung, map, [17]
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bilineare Abbildung, bilinear map, [112
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Charakteristik, characteristic, [39]
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function, [113
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Dimension, dimension,

direkte Summe, direct sum,
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disjunkte Vereinigung, disjoint union,

Disjunktion, disjunctin, [0]

Drehmatrix, rotation matrix, @

Dreiecksmatrix, triangular matriz, @

duale Abbildung, dual map, [79]

duale Basis, dual basis, [8]]

Dualraum, dual space, [79]

Durchschnitt, intersection, [12] [14]
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Einschrankung, restriction,
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elementare Spaltenumformung,
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1B

elementare Zeilenumformung, elementary
row operation, [[02]
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endlich erzeugt, finitely generated, [53]

endlich-dimensional, finite-dimensional,
02

endlich, finite, 23]
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Erzeugendensystem, generating set,



erzeugter Untervektorraum, subspace
generated by, B1]

Existenzaussage, existence statement, |§|

Existenzquantor, ezistential quantifier, [6]

Familie, family, 23]
Folge, sequence, 23]
Funktion, function, [17]

geometrische Vielfachheit, geometric
multiplicity, [I30]

gerade Permutation, even permutation,
11

Gerade, line, [50]

gleich, equal, [12]

gleichméchtig, equipotent, 23|

Glied, term, [136]

Grad, degree, [137]

Graph, graph,

Grundkérper, base field,

Gruppe, group, [32]

grofites Element, largest element, 29

Hauptraum, generalized eigenspace, [145

Hauptvektor, generalized eigenvector, [L45

homogenes lineares Gleichungssystem,
homogeneous system of linear

equations, 07]

Identitét, identity,

Implikation, implication, [0]

Induktionsanfang, base case, [10]

Induktionsprinzip, induction principle,

Induktionsschritt, induction step,

Induktionsvoraussetzung, induction
hypothesis, [16]

injektiv, injective, 21]

Inklusionsabbildung, inclusion map, 20]

invarianter Untervektorraum, invariant
subspace, [125

inverse Matrix, inverse matriz, @

inverses Element, inverse, [32]

invertierbar, invertible,
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kanonische Projektion, canonical
projection, [20]
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I
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Koeffizient, coefficient, [82]

Kofaktor, cofactor, [I19]
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Kofaktormatrix, cofactor matriz, [I19]
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diagram, [2§]
Komplement, complement, [12]
komplementire Untervektorrdaume,
complementary subspaces, [64]
Komposition, composition,
Konjunktion, conjunction, [0]
Koordinate, coordinate, 5]
Koordinatenvektor, coordinate vector,
Kronecker-Delta, Kronecker delta,
Kérper, field, [37]

Kérpererweiterung, field extension, [43]

leere Menge, empty set, [12]
Leitkoeffizient, leading coefficient, [I37]
linear abhingig, linearly dependent, [54]
linear unabhéngig, linearly independent,
B4
lineares Gleichungssystem, system of
linear equations, [97]
Linearform, linear form, [79]
Linearkombination, linear combination,
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logische Verkniipfung, logical connective,
Losung, solution, [07]
Losungsmenge, solution set, [97]

Matrix, matriz, [82]
maximales Element, maximal element,
Menge, set,
minimales Element, minimal element, 29]
monisch, monic, [I37]
Monoid, monoid, [34]
Monom, mnomial,
multineare Abbildung, multilinear map,
[ 2}
Multiplikation, multiplication, [37]
Méchtigkeit, cardinality, 23]

natiirliche Zahl, natural number, [15]
Negation, negation, [0]

neutrales Element, neutral element,
Nullabbildung, zero map,
Nullmatrix, zero matriz, [83]
Nullpolynom, zero polynomial, [L30]
Nullstelle, zero, 138

Nullvektor, zero vector,

obere Dreiecksmatrix, upper triangular
matriz, [§4]



obere Schranke, upper bound, [29]

Paar, pair,
partielle Ordnung, partial order, [25]
Partition, partition, [27]
Permutation, permutation,
Pivotelement, pivot,
Pivotspalte, pivot column,
Polynom, polynomial, [136]
Polynomfunktion, polynomial function,
37
Potenzmenge, power set,
Primfaktorzerlegung, prime factor
decomposition, [10]

Produkt, product, [14] [123]
Préadikatenlogik erster Stufe mit

Gleichheit, first-order logic with

equality, [7]

quadratische Matrix, square matriz,
Quantifizierung, quantification,
Quotientenabbildung, quotient map,
Quotientenmenge, quotient set, [26]
Quotientenvektorraum, quotient vector

space, B4
Rang, rank, [78] 01]

reduzierte Zeilenstufenform, reduced row
echelon form,

reflexiv, reflexive,

Relation, relation,

Schlussregel, rule of inference, [7]

Skalar, scalar,

Skalarmultiplikation, scalar
multiplication, 48|

Spaltenraum, column space, 84

Spaltenumformung, column operation,
1100

Spaltenvektor, column vector, [A5]

Spektralwert, spectral value, [[3]]

Spektrum, spectrum, [I31]

Spur, trace,

Standardbasis, standard basis,

Standardeinheitsvektoren, standard unit
vectors, 7]

Stufe, rank, 145

Summe, sum,

surjektiv, surjective,

symmetrisch, symmetric,

symmetrische Gruppe, symmetric group,
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Tautologie, tautology, [7]

teilbar, divisible, [I37]

Teilkorper, subfield,

Teilmenge, subset,

total, total,

totale Ordnung, total order, [25]
transitiv, transitive, [25]
transponierte Matrix, transpose,
Transposition, transposition, {110
trigonalisierbar, triangularizable,
Tupel, tuple, [14]

Umkehrabbildung, inverse map,

unendlich-dimensional,
infinite-dimensional, [62]

unendlich, infinite, 23]

ungerade Permutation, odd permutation,
1T

untere Dreiecksmatrix, lower triangular
matriz, 84

untere Schranke, lower bound, 29]

Untervektorraum, linear subspace, 9]

Urbild, preimage,

Vektor, vector,

Vektorraum, vector space,
Vereinigung, union,
Vielfachheit, multiplicity,
Vorzeichen, sign, [11]]

Wahrheitstabelle, truth table, [6]
Wert, value, [17]

wohldefiniert, well-defined, 2§
Wohlordnung, well-ordering, [30]
Wohlordnungsprinzip, well-ordering

principle,

Zeilenraum, row space, [84]

Zeilenstufenform, row echelon form,

Zeilenumformung, row operation, [101

zeilendquivalent, row equivalent,

Zerfall in Linearfaktoren, splitting into
linear factors, [139]

Zielmenge, codomain,
Zyklus, cycle, [T10]

Aquivalenz, equivalence, EI
Aquivalenzklasse, equivalence class,
Aquivalenzrelation, equivalence relation,
ahnlich, similar,

tiberabzéhlbar, uncountable, 23]
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