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Aufgabe 1. (141 Punkte) Bestimmen Sie jeweils den letzten Ziffer der gegebenen Zahl
im Zehnersystem:

(a) 2023%0%
(b) 20232023*"
Hinweis. Nach dem chinesischen Restsatz gentigt es die Restklassen modulo 2 und 5

zu bestimmen. Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt z9¢™*" = 27 (mod n), sofern
geT(z,n) = 1.

T

Aufgabe 2. (2+2+3+3 Punkte) Bestimmen Sie jeweils das Minimalpolynom m, € Q[X]
und die Galoisgruppe Gal(Q(a) | Q):

(a) (irrationale Quadratwurzel) a € C\ Q mit a® € Q.
(b) (reelle irrationale Kubikwurzel) a € R\ Q mit a® € Q.

(c) a=+v2+3.

Hinweis. Zeigen Sie zunichst, dass v/2,v/3 € Q(a) (was ist a='?), so dass Q(a) =
Q(v/2,v/3). Schliefen Sie aus der Multiplikativitit des Grades, dass [Q(a) : Q] = 4.

(d) a=iv/2.

Hinweis. Zeigen Sie zunéchst, dass i, v/2 € Q(a), so dass Q(a) = Q(3/2,14). SchlieBen
Sie aus der Multiplikativitidt des Grades, dass [Q(a) : Q] = 6. Zur Bestimmung der
Galoisgruppe, zeigen Sie, dass t-a die einzigen Nullstellen von m, in Q(a) sind (sonst
wire v/3 € Q(a) und damit Q(+/2,v/3) C Q(a); warum ist das nicht méglich?).

Aufgabe 3. (24+1+1 Punkte) Sei K ein Korper der Primcharakteristik p. Die Abbildung
p: K = K, xt>2P,
heifit der Frobenius-Endomorphismus von K. Zeigen Sie:
(a) ¢ ist ein Ringhomomorphismus.
(b) Ist K endlich, so ist ¢ bijektiv.

(c) Ist K = Ko(X) mit einem Teilkorper Ky C K, so ist ¢ nicht surjektiv.



