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Aufgabe 1. (3 Punkte) Sei n ≥ 1. Bestimmen Sie alle Konjugationsklassen von Dn und
insbesondere das Zentrum Z(Dn).
Hinweis. Es macht einen Unterschied, ob n gerade oder ungerade ist.
Aufgabe 2. (2+4 Punkte) Die Algebra H der Quaternionen ist die vierdimensionale
R-Algebra

H = R⊕ Ri⊕ Rj ⊕ Rk = {a + bi + cj + dk | a, b, c, d ∈ R},

wobei die Symbole i, j, k erfüllen

i2 = j2 = k2 = −1 und ij = −ji = k.

Die Multiplikation von beliebigen Quaternionen ist dann durch die Algebrenaxiome ein-
deutig bestimmt (z.B.: ik = i2j = −j). Man kann zeigen, dass H× = H \ {0}, d.h.,
alle Elemente außer Null sind Einheiten (der Ring H ist jedoch kein Körper, denn seine
Multiplikation ist nicht kommutativ).

Sei Q8 die von {i, j, k} erzeugte Untergruppe der Einheitengruppe H×.
(a) Zeigen Sie, dass Q8 eine 8-elementige nicht-abelsche Gruppe ist, die nicht zu D4

isomorph ist.

(b) Zeigen Sie, dass jede Gruppe G mit 8 Elementen zu einer der folgenden fünf Gruppen
isomorph ist:

C8 C4 × C2 C3
2 D4 Q8

Hinweis. Nach der Klassengleichung ist das Zentrum Z(G) nicht trivial. Betrachten
Sie dann die drei Möglichkeiten |Z(G)| = 8, 4, 2, mit Hilfe von Aufgabe 4(c) vom
Blatt 3.

Aufgabe 3. (2+3+1+1) Sei K ein Körper und n ≥ 2. Man definiert die projektive lineare
Gruppe über K durch

PGLn(K) = GLn(K)/Z(GLn(K)).
(a) Zeigen Sie, dass Z(GLn(K)) = {λIn | λ ∈ K×}.

Hinweis. GLn(K) enthält die Elementarmatrizen Aij(1).

(b) Zeigen Sie, dass die Operation von GLn(K) auf Pn−1(K) (siehe Aufgabe 3 vom
Blatt 4) eine treue Operation von PGLn(K) auf Pn−1(K) induziert.

Verwenden Sie die Operation von PGL2(K) auf P1(K), um die folgenden Isomorphismen
zu erhalten:

(c) PGL2(F2) ∼= S3.

(d) PGL2(F3) ∼= S4.
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